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Capítulo 1 

Simetrías y Grupos 

1.1. Simetrías en la Naturaleza 

1.1.1. Tipos de Simetrías 

Las simetrías en la naturaleza (la indistinguibilidad de los entes físicos) tienen como 
consecuencia la conservación de las leyes de la naturaleza, como por ej mplo la isotropía 
y homogeneidad del espacio y la homogeneidad en el t iempo, que permiten la conser­
vación del momento angular, del momento lineal y la energía. respectivamente'. Aparte 
de las simetrías antes mencionadas, existen otro tipos de simetrías en la naturaleza que 
permiten la conservación de otras leyes, tal es el caso de enantiomorfislllo que permi1 e' 
la indistinguibilidad de las leyes físicas con respecto a fenómenos u objetos y su r -fle­
jo. El ente que se conserva debido al enantiomorfismo es la Paridad que relaciona las 
propiedades de los objetos de ser idéntico u opuestos de sus imágenes en el espejo [1]. 

Objeto Real ~ Objeto Reflejado 
r ~ -r 
iJ ~ -iJ 

donde se ve que lo vectores r y iJ tienen paridad negativa. Pero lo ' vectores axiales como 
el momento angular, definido como: 

Objeto Real ~ Obj to Reflejado 
M = r x v ~ ÑI = (-f) x (-v) = r x v ' 

tienen paridad positiva. 
Por otro lado, moléculas con un contenido atómico idéntico pueden tener estructuras espa­
ciales opuestas con respecto al sentido del giro, pero sus propiedades bajo circunstancias 
biológicas pueden ser muy diferentes debido a la preferencia de la materia orgánica con 
una cierta orientación de los átomos en la molécula. Estas moléculas no tienen Paridad. 

1 



1.1.2. Simetría Di cr tas de Partículas Elenlcntalc 

E11 la «'orín eI(' Partíc\lla:-- ElellH'lltales Se' IlHt!H'jnn Hlrias :--iJll('t / Í¡\~ para d('s('['ihir 
el ifC'r('llt es f('/l(ílll('no~ [:3J. Considere/llos ulla part Ícl tia / CO/l 11 10 JIl('/l t o I i lH'a I Ji .\' pr().\·('cci(')/l 
de' espÍIl.'i ('n <'l ej(' ::. descrita por ('1 ('stndo /(¡). s). q\le se trallsforllla ha.io 1111<1 ()1H'J'étci(l/\ 
('11 d c'~ta<l() .f'(¡/. s') que describe Ulla part ÍCllln .f' COIl lllOllle'1It 0// \. proY('CCi(l/l d(' (''''PI1I 
s' ... ohre el eje' ::. La!"> prillcipales oj)('raciOIH'S eli:--('['etas de Partícula .... EI(,llH'l1tal('", "'()Il: 

• COllj\lgaciún de Carga: El 0l)('ra<lor d(' cOlljugaciúll de ('arga (' t /'itllsforJllil IIlla 
part ÍClIla ('ll sn a/ltipartícula. E/l caso <le partículas con C:--pÍll ('llt('lO .\' ... illl(t ri(,ilS 
bajo e "'(' ob~('I'\'a qlle la partÍ('ula fUi, ,c.;) sr' transforllla 1'11 F(ji,.c.; COIl (,1 lIli"'lllO 
lllOlllCllt () .\' la llli~llla proyc('('i(')1l de espÍll, 

( 1. I ) 

dondc l/r' es \l1l factor <le fase C011 ["el 2 = 1. Y • d('l1ota la (,()/ljllg¡\('i('J/l e'()/llpl('.ia, 
Para partícllla~ CO/l espín 110 entero. la cOlljngación C'oJllp!C'.ia IJ<) (':-- ... ufici('/lt(, para 
c!">ta opcraC'Íún d(' ... illlC'trÍa, e'!"> Jlccesario U/l operador. Por ('.i('/llplo. para part Ícllla ... 
COll e!">pÍIl .'i - 1 2 apartc de la cOlljugnC'iúll cOlllpleja ('!"> ll<'('('~nri() el o]H'l'i\dor ,_.! 
h 2 (':-- \lila de las lllat ric('s de Dirac. las C'uaks sr' wnln lmís ad(' lallt (') paril d('~<Ti bi r 
<'l operador C. 

• InH'rsióll del Espacio: Bajo est el t ra /lsforl1laciúll Sr' t iell<': 

P/Ui..'i) ........ f(-jJ . .'i). ( 1.:2) 

En caso de part Íclllas Si1ll6t ri('as hajo P se ()b~(,[,\'Cl: 

P/( /I..<;) = 111,f(-jJ.s). 

donde '11' CS llll factor de fase Ilallladil paridad int ríllsccC\ d(' la part Í<'lIla f. COIl 
') 

'1 f' - = 1. 

• Retomo del Tiempo: Esta oj)('ra('iúll illdica <lIle !">i IlIl pro('('SO t i('/I<' tlll ('st ado illicinl 
A y tlll c~taclo fiual B. d pro('('so <¡Ile t ie lH' Ull estado illicial 13 ,\' IIlIO filial .\ talllbi(;lI 
e's po:--iblc'. E!">t a operHci{m es ('<lui\'alrllt c ('11 r('gresar el l'C'loj. ('~ d('('ir. (,¡lIllbiar I por 
- t Illi('llt ras que ¡-: !)('rlllallCC(' im'miant ('. El !llOllH'llt () j) -= rI (111,. / rll ('¡llll bia el /) 

y cl1ll0111('lltO allgular L = ,7 X /) ('alllbia a -l. C'ualqui('r UIOllU'llt() allgldar .r {'''' 
('ntOll('('~ transforlllado e'1I -.1. .v po r cO llsiguiellt('. la proyC'('('Í('lll dcl (''''pÍll , ... ('¡¡Illbia 
a -s . . \ ~í. para tlll estado dc IIIla partícula fU>. s) si1ll6tricil (,()ll J'(, ... ])('('to <1(' T. baj() 
la C1CC'i()1l del operador de retomo dC' t ielllpo T cambia COJl](): 

Tf(j)·s) =llrF(-ji. -.<;). ( 1. 1) 

dOllde '11 ('S Ull factor de fase que de])(,l1<1(' de ('s])ín .<; illicial. COll I'i, :! =- 1. 

l'llO de los teoremas más fUllclanwutalcs ell la (e'orí<1 di' la!"> partÍcltla~ ('I(,lll<'lltal('~ di('(' 
<¡ut' todos los fenÓllH'llo!"> físico!"> qtl(' sucedell C'n la t('orÍa d('l call1po local t i('Il<' la ~illl('t ría 
cOlllbinada e PT. 



1.1.3. Objetivo de la Tesis 

En la presente tesis se desea observar como se comportan los fermiones COl! espín 
s = 1/ 2 ante las operaciones P y e antes mencionadas que se refieren a partículas ele' 
Dirac como el electrón y partículas totalmente neutrales como un neutrino el cual es in­
distinguible del antineutrino. Este último tipo de fermiones es conocido como fermiones 
de Majorana . 
La descripción de los fermiones de Majorana es uno de los problemas centrales de la física 
contemporánea no solamente por la especulación del fenómeno de oscilación de neutri­
nos o el decaimiento doble beta sin neutrinos (0l/{3{3), pero tambión por que las fuentes 
de campos fermiónicos neutrales (gauginos) que aparecen acompai1ando a las fuentes ele 
bosones predichas en teorías supersimétricas. 
Para un punto de vista formal , las partículas de Yiajorana son tratados en los li bros de tex­
to diferente a las partículas de Dirac. Mientras que el campo de Dirac es sistemáticamente 
derivado de la simetría P del espacio- tiempo de Lorentz, las partículas de Yiajorana están 
compuestas (de antemano) al nivel de estados cuánticos. Los estados cuánticos invariantes 
a e más importantes son explotados en la descripción de oscilaciones de' neutrinos , cons­
truidos como ([2] y referencias incluida) 

l/ Uh(p)at(jJ) e-ip
.
x 10) , 

Uh(P) bt(p) e-ip
.
x 10) , 

1 
-(14 ± 15) l/ , 
2 

~ (14 ± IS)l/c , ( 1. 5) 

donde uh(p)at(p)IO) Y uh(p) bt(p)IO) son respectivamente estados de partícula de Dirac 
y antipartículas (vease cap 2.4 por las notaciones). Los espinores de neutrino l/L y l/R son 
llamados "activos electro débilmente" mientras l/R , y l/e¿ son "estóriles electrodébilmcllte". 
Los estados de paridad e en en la ecuación (1.5) se utilizan en la o cilación de neutrinos 
y son llamados espinores cuánticos de Majorana . Los espinores cuánticos sat i facen Ull 

sistema de dos ecuaciónes de Dirac 

O. ( 1.6) 

La ecuación (1.6) representa una ecuación de Dirac para una generaclOn de neuLrillO 
antineutrino. Tiene dos casos límites. El primer caso corresponde a .~1D = O Y !11M =1= O. 
Este el caso del famoso término de masa de Majorana. El segundo caso es el término de' 
masa de Dirac puro cuando N1M = O Y .MD =1= O. 
Como el término de masa de \lIajorana transforma una partícula en su antipartícula, este 
describe procesos con rompimiento de la conservación de número leptónico por 2 unidad -s. 
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Figura 1.1: Hepre:-.ellta('iúlI csqll<'llHítica cid c!ecaillli('1I10 (J I ) , )I/. 

[:-.rl) permite' la ('Xi:-.t(,ll<"Ía dd cI('caillliclllo doble beta Sill IH'ul rill()~ (fi,!.!,ma 1.1 ). 

1/ I -----> 1) 1 + ( + IJ, 

( 1.7) 

('muo llO lIa.\· diferell('ia (,lltn' IlcutrillO )' Hntilll'utrillo . (,1 illltill('lllrillo ('!llit ido p()r (,1 
prill1('r IH'UtWll " 1 pl1<'de 'in absorbido COI!lO ]\('utriuo por d segulldo IH'lltn'1I1 1/2 <¡II< ' 

se' t rall~f()rma ('ll Ull prot{lll ellliti('uc!o Ull segulldo elect r<>ll. El <I('cCliltli('lIlo .1 <1<, d()~ 

]l<'lltrO!lc:-, ('U do:-. protollc'!-> .\' do:-. e1<-('t rolles :-.ill autill!'utril!o~ (':-' (,ol!ocido C()lllO () 1 jl/ Y (':-' 
p.,c ' Ill'rarl.o 'iolo por llc>ut riIlO'i de \IajoI"é\!la. El decaimiellto () j j,/ Illl1<" ... t ra la illl]>urt Clllcia 
d('1 t6rllliuo de' masa de \Iajora11a. EIl este contexto es importante :-.al)('r si (,1 t('J"I11illO de' 
]llil:-.a de \[ajoranH cxi:-.t e exclusi"alllC'llt (' ell Illl 11i\"('1 ("uúut ico () :-.i t':-' ]lo:-.ibl(' t('lIed() t'lI (,1 
l1i\"('] clásico (n'pn''iclllaciolle:-. dc LorClllZ). 
El objetivo dI' (':-.ta tesis (':-' lllOstrm <[UC el t6rmi11o ele masa de' \lajorClllil <,xist( · lillllbi("1I 
('11 e] nivel dÚ'iico y ("oll:-.tf1lir los cspiIlores correspol1diellt es. 
La ('sis ('st éÍ orgallizada ('11 1 cnpít ulos. El ("(lpít ulo 1 da los ("ull('eptos b¡í~i("os dt' 1('01 ía 
dC' gf1lpos. ]1('("('sarios para d c!c'sarrollo v clltendimiellto ele la t('si:-.. El capíl ulo :2 Illll<'~t ra 
Ulla forlllH d(' obrcller espinores basándose ('ll la descripcióll dcl (,~pClci() t ielllpo del grup() 
el( ' Lorc!ltl-. cl(''iIHI6s iul roduc(' la repn's('l1taciúl1 (1/ 2. O) - (O. 1 2) .\' fillali/a oht ('lIi('lIdo la 
('("llélCic'lll de Dirac por lllétodos lradicionales. En cl capít.\llo :3 se 11111<'~lra a la~ 111111 ri('('s 
d(' Dime ( .. (J. ~ l . ~,"2 Y ~.:l) ('omo ol)('raciOllC's dC' Silll('trías C. P .\' T ('11 la l"<'pl"<':-'('lllilCi('>I1 
(1, 2. O) r: (0.1 / 2). (Jpspllés !-.(' lll\l('st ra a Jos g('IH'l"adon's (kl grupo ( 1/:2. () ) (O. 1 :2 ) ('UIlI() 
fllll("i()llC~ de ' las lllat ri("(':-. c!c- DirHc. parH fina] izar CO!l In Obl e!lC"iúu de la ('(,1I<1('i( 'lll dI' Di ra(' 
por llledio del operador P. Por ¡'¡ 1 1 illlO, ('11 (' 1 C(1 pi t \llo ..¡ s(' aplica el ()p<,rnc!or C para obl ('11('[ 

lo!-. C'spinon's de .\Icljorctnél y s(' lllost raní C[llC para coust ruir 1111i"t ('t'llilt'i( ') 11 ("o\"ariilllt (' ('Oll 

('!los ('~ U('c('sario 1111 c~pacio (':-.pinorial de ) dilll(,IlSioll<'s. 



1.2. Teoría de Grupos 

Las simetrías que encontramos en la naturaleza al momento de estudiar los diferelltes 
fenómenos existentes en ella. permiten crear las leyes para explicarlos. La Te01'ía de Gru­
pos provee una herramienta para describir las simetrías de una llla11era adecuada. Los 
fenómenos físicos descritos por la teoría de grupos. asociadas C011 las simetrías, necesitan 
la indistinguibilidad entre ciertos objetos y fenómenos físicos [4] [5] [6]. 

1.2.1. Definición de un Grupo y los Axiomas que lo D efine n 

Un grupo G es un conjunto de elementos G l , G2 , G3 , ... , con una ley de multiplicación, 
llamada producto GiG j , de dos elementos cualquiera. El conjunto satisface los siguientes 
axiomas: 

1. Si Gi y Gj son elementos del conjunto G , entonces el producto G l G) tambiéll ('S 

un elemento del mismo conjunto. 

( 1.8) 

2. La multiplicación de lo elementos del grupo es asociativa. 

(1. 9) 

3. Existe un elemento del conj unto I llamado Elemento Identidad ó Elemento Ne'ulml 
que conmuta con todos los elementos del conjunto y los deja incambiable. Para 
cualquier elemento arbitrario G( 

(1.10) 

4. Cada elemento Gi tiene un Elemento Inverso Gil (llamado el inverso de GJ, que 
también es un el mento de G, tal que el producto entre ambos es igual al elemento 
identidad. Si 

(1.11) 

entone s un conjunto con las propiedades 1-4 se denomina un grupo. 

1.2.2. Propiedades Básicas de los Grupos 

Las principales propiedades de los grupos son: 

• El número de los elementos del grupo pueden ser finito o infinito, de acuerdo, los 
grupos pueden ser finitos o infinitos. 
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• El llÚllH'ro d(' elcIlJ()Ilto~ de Ull grupo filli!o ('~ llalllado orr/( 11 del gIIIP(). 

• El prodllcto d(' Ult elrlllcIlto ([rbit rario e, por si mislllO ('S Ilnlllad() (,1 cuadrad() de' 

• El el('IlH'll! o id(,ll! idad de tUI grupo ('S 1'lIlico. 

• F:I ill\'('r~o G, I de UIl c!f'lI1ell! () G I exis! e .\' ('S úllico. Ik ('~! a propi('dad oll! ('I)('Ill()~ 
c! .... igui<'ll (' t{'Ol"C'I11a: 

• Tiorcma: El inH'rso de UIl producto de dos o más el('Ill{'Il!O~ ('~ igllHI al prodl!("!() 
de' lo~ ill\"{'r~()~ t()lllado~ ('11 (,1 orde11 111\"{'rso 

( ¡. ¡ 2) 

• E11 g('IH'l"al. la 1I11¡\! iplic(lcicín ('II! 1"< ' los el('IlH'nlos de UIl gmp() !l() ('()I/I/I/lf(/I/ 

,'i I{)d()~ lo~ delll('nt()~ dc tlll gmpo COlllllutall. el grtlpO ('~ IlaJll<ldo (,'rl/po " ~/)( l/l/l/o. 

l"ll Crupo Cíd(('o de ord{'1l 11 ('~ ac¡t!('l grupo A1H'liallO y fillit() de' 11 el('II)(,lllo~ 
{ G l. (,'2. (,<¡ ..... Gil} donde 11 ('~ ('1 IllC'1I0r 11 úlllero {'Il (' I q U(' G'I l . 

• EII el illt('rior dI' UlI grupo G. ('11 ge!leral. ~(' puedell ('!l('OIl! rar \ '1Ino~ (,1('111('111 O~ 
de' G lo~ (,lIale>~ forman conjlllllos IllÚS !)('qtlc,jios COIl las propied1ld('~ de' grupo~ 
llalllados ,'juugru/iO,'j. El c!enH'lllo identidad J {'S por sí Illi~1I10 UII gl'llpO (k urd('11 l. 
El el(,lll(,llt o id(,!lt idad ('S c!('!tIculo de t odo~ los subgrtlp()~ de' Itll grtl po di\( I(). E 11 
gelleral. tlIl elc!llelllo (le> lIIl grllpo. Pllcde ])('rlelle'cf'r a dir('l'('Il!('~ ~lllJ.!!,rtIP()~. 

• rll grllpo G :,(' llama ¡J/'Odlldo dmc!o de :'11:-' sllbgmp()~ H I' H 2 ..... IIII SI: 

l. Lo~ eleIlJ('lllo:-, (!C- lo~ dif('r<'Il(('s subgrttp()~ C'Ollllltl!all. 

2. Cttalquier ('[('mell! () .rJ E G ('S ('xpr(':-.alJle d(' una lI1all('r,\ .\" .... 010 tIlla forllla ('01110 

Se' asullIe' qll(, llingllllo de los stlbgrupos li('IH' ('I('IlI('lltO:-' ('11 ('OIlltUI 11 ('X('{'!lCIOIl del 
('l(,!llc,tl t () ¡dellt idad l. Silll ]¡úl ¡('ament ('. 

G - H I H ,. 

(¡ 



Los subgrupos H 1 , H 2 .... ,H n se dicen que son los factor'es dir'ectos de G . 
Para el caso de dos grupos G y H de ordenes respectivos .9 y h Y elementos res­
pectivos {G1 ,G2 , ... ,Gg } y {H1 ,H21 ... ,Hh }, donde Gi =1= H /,I/i, j excepto por J,'y 
los elementos de ambos grupos conmutan, el grupo formado por el producto directo 
G 0 H es de orden gh y elementos (G i , Hj)(Gk , Hl ) = (GiGI.:' HjHd = (Gm , Hq ). 

• Sean dos grupo G y H del mismo orden tal que a cada elemento G I ele G se le puede 
hacer una correspondencia uno a uno con Hi de H. Entonces csta correspond lleia 
puede preservar el producto, es decir, si G¡ corresponde a Hi y Gj a Hj, entollC'CS el 
elemento GiGj corresponde al elemento H¡Hj. Entonces se dice que los grupos G .Y 
H son grupos isomorfos. 

• Consideremos un grupo G el cual podemos asociar cualquier elemen! o de él con llllO 

y solo uno de otro grupo H . Para cualquier elemento de H puede ser asociada por lo 
menos a un elemento de G . Y si a esta correspondencia, se preserva el producto el! 
el sentido indicado para los grupos Isomorfos . entonce ' los dos grupos son Gr'upos 
Homomorfos 

1.3. Operadores Lineales 

1.3.1. El Operador como Elemento de un Grupo 

• Definición: En general, un operador es un símbolo el cual. cuando ac! úa sobre Ull en1 (' 
matemático, lo transforma en otro ente de la misma naturaleza. A cada elemento G 
de un grupo e le pued asociar un operador. denotado por r ( G). el cual transforma 
un vector X en otro vector X I cuando G realiza una transformación. 

X l = r(G)x . (1.14) 

Por ejemplo, consideremos el espacio vectorial y los vectores X los cucücs se transforman 
por una rotación de un espacio geométrico en algún otro vector XI . COllsiderem s esta 
transformación como 

X I = r (R)X. 

La t ransformación del vector X en X I esta dado por el símbolo r( R ) llamado OpC'7"(J dor 
de rotación. 

1.4. Representación Matricial 

Cualquier operador lineal actuando sobre vectores de un espacio vectorial de dimensióll 
filli ta, puede ser representado por una matriz definida con respecto el la base vectorial Vr¡. 
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1.4.1. La Matrice Representando los Elementos de un Grupo 

L II operador lineal r( C) ao ualldo solm' los \'('('lo res X de ttll (' .... pacio \'('1'1 ()rial , ;, 
IWrItlite la lratlsforlllHCi(ín H'clorial 

11 

r(G) X L .\, I' (G)C" ( 1.1.":> ) 
I 1 

La descolllj)(lsici('lll dI' la t rH11!->forIllaci<Í1I C( C)c, de la bas(' Y('dorial ('S 

11 

1'( C)c , = ( ")I C)' ( I.l(j ~ 
) 1 

doude G¡) forllla los ele!llpntos de la 1I1ilt riz (kl operador r (e,') ('011 l'<'SIH'C\{) n la IlelS(' {e 
(1<-1 ('spaC'Ío \'('ctorial t;" Para cada d('111ellto G d(' UIl grupo G SI' 1(, jltl('d(' asociar ulla 
Illa \ riz ,H ((,' ) G 1) , tal c¡ u(' 

[ (;" 
e; 12 

c,,, 1 
.\[(C) = 

e 21 (/:2:2 (/'211 

e/
III 

' 

( 1.17) 

(/'1 (/11']. 

Hay qm' not ar <¡1Ie ('1 COIllpOIH'tlt e G,) d('1 \'ect or r ( e )c¡ prO\'('(' los ('1('111('11\ o, dI' lel i-(;"illlél 
collllllna el<' .\I (C). Las matric('s .\[ (G) SOIl 111atric('s cuadrada .... dI' ordell 11 igllal el la 
dillH'l1Sióll d(' l ;" Se puede (h'cir e¡tl!' las lllal ric('s .\1 (C) repn's('nt cUI I()" (.J¡.lll('II\ ()" (; dI' 
los grupos dI' silllet ría, 

1.4 .2 . Definición de una Representación Matricial 

Considere' Ull grupo G y UIl espacio ll-dillH'llsiollal \ ;, COIl has(' {(' ,}, S(' 1(· da tllta 
corr('spollc!('llcia a cualquier (']eIlH'llt () C del grupo a un op<,radm 1'( e,') act Uillldo sohn' 
(,1 \'('clO1' d!' l ;¡, Si .1 \' !3 "Oll dos (·ICIII('Il\O .... de' G los oJl('rad()J'(, .... ¡¡ .... o(·indo .... d('I)('1I dI' 

.... at i .... fnc('r la propiedad 

r(A f3 ) = r(A ) I' (D), (I.I ~ ) 

Si la lrallsforlllada 1'( G)c, dI' la base V('c t orin l SI' da, S(' defill(, el ()]H'l'ildor l'( e,') .\' ('(lIIS('­
CU('lltCllH'llt(' la matriz .\ [ (e) del 0I)('rador . Los ('1(,l11<'lltos d(' In llJatriz .\1

1
/( ; d(' ,\1 (; 

SOll los COlll])(lIJ('1l c .... dI'! \'('ct or r ( G) l' ('s d<Tir 

1/ 

1'( C)c, = L .\1,/, (G)e). ( 1 . ] ~) ) 
) I 

El cOlljUllto dI' IlIatri('('s .\1 ( Gl c!OIl<!(' cada tillO l'(']H'('~<'llta tlll d('Ill<'1l1 o e d('1 grtl¡>o [orilla 
tilla Rep,'cs( 1Il(1(',ón dr/ Grupo (11 111111 for1l/o J[(JII'I('/I¡{. El (,,,pacÍo \'('('\orinl \ ;, ('~ lIalllndo 



1 espacio de representaciones y la base {ed es una base de rep1·esentación. Si el operador 
se denota por f ( G) y i n es la dimensión de Vn , la representación puede ser d notaoo 
por f n . 

Nota: Como el espacio vectorial es arbitrario, la representación matricial Pllede ser de 01'­

d n arbitrarios. Para un espacio vectorial dado, las matrices dependen oe la base. Teneltlos 
un número infinito de posibles representaciones. Sin embargo, para un grupo dado todas 
estas representaciones pueden descomponer en un cierto número de representaciones 
llamados representacione irreducibles los cuales constituyen características bien cl.efini las 
de un grupo y permiten las aplicaciones de la teoría de grupos en física. 

La Propiedad Fundam ental de las M atrices de una Representación 

Sea A y B los elementos de un grupo G . Las matrices NI (G) de una representación 
de G sat isface la relación 

M(A)M(B) = M(AB). (1.20) 

1.4 .3. Representación por Matrices Regulares 

Una matriz es una matriz regular si su d t rminante no es cero .Y por consiguiente ('S 

invertible. Si su determinante es cero la matriz es llamada matTiz ingular-. 
Las matrices de la representaciones son necesariamente regulares. 
Consideremos una repre ntación matricial n-dimensional de un grupo G. A cada lemento 
G del grupo se 1 asocia una matriz .M(G), tal que 

G---+ 
G- 1 

1 ---+ 

M(G) 

M( G- 1
) = [AI ( G)t1 

M(I ) = In· 

(1.21) 

(1.22) 

(1. 23) 

• Defini ción: Cuando una matriz regular esta asociada con cada elemento G de Ull 

grupo, y si estas matrices satisfacen la propiedad 

AI(B)M(A) = AI(BA) . (l.24.) 

se puede tomar a estas matrices como una representación matricial del grupo. 

1.4 .4. Representaciones Equivalentes 

Sean {ed y {e;} dos bases de una representación de un espacio vectorial Vn . Estas 
bases están relacionadas una con respecto a la otra por las relaciones 

e~ = ~ Ajiej 

j 

9 

(1.25) 



El cambio de lm~(' de la~ lllatri('('~ [ /1 dc la r('pr('~ellta('ióll e) se' ddil1(, apli('alldo e'l O!H'rac!Clr 
1'( en a e; 

['( G) e; = I >-l)¡f( G) c) = I>l'i .\I,J G) e, = L .\ J:ll I ((,')c;//" ( 1.2(i) 
)./ 1/1 

dOlldc .\1:111 ((; ) = L),l A)I.\Ilj(G)(A 1)"" Y rqH'CS('lItn las COlllpOll(,l1le's de'l (,1 \'('{'lo)' r(C )c' 
('ll In l)(-l:-;e {e;}, i A, ;l 1, .\1 (G') \' j I'(G) son las lllatriccs ColI ('OllIPOll('l1t(';-, A,), . 1, 1, 
.\J,) (G) ~' .\1:) (G), DOlld(, la relacióll ('S 

.\1'(G) = . 1.\1((;).4 1 ( 1.:27) 

Las lllatric('s .\1'((;) SOIl Ja~ lllat r ice~ de Ulla llU('Va l'<'preS('l1tClcil)1! r:, dc'l grupo G , Para 
cllal<j1lirr e!CIIH'Il( () G' ¡ ,Y G') del gru po 

( 1.:2 

La n'pre;,clll acióu r:¡. ciada ell la forltla ma (ricial .\1 ' (G) es eq ui \'a ll'l1t (' C'l iSOllle ')rfic() a la 
r('pn"'>('l1tacióll f/l forlllada por las lllat ri ces .\I(G), C0ll10 e~tas cI()~ J'('pJ'('~elll(\('i(}l1C';-' ,,>(' 

dc'el lICC'll Ulla de la otra por llll cambio de base \ '('ct ori al. 110 ~()!l e~(,II('iahl)(,llt C' d ifc'l'<'llt 1'''> 
y SI' idcntifinUI tillO COll respecto a ot ra de' aC'u('rdo a l()~ r('qllerillli('llto;-" Lit"> u¡¡¡tri«'''> 
de' c!o;-, n'pI'('~('llta('iOll('''' ('quival(,ll(,~ son lIallladas 111011'/('( s UII/II'(/!r I/I( ,<' ,\' ">C' cara('tNi/illl 
por la pl'Opiedad (1. 27)-
L'l1a repr<'~('llta('iótl dada ('11 In forlllH de lll at ric('s Il llitarias ('S Ilalllada /'I/m ,,,( 111(/( /rÍlI 

ell/tono, Para grItpos fitlito~. (,llalqlliN rej)n'selltacil'll1 d(' llll grup() ('S ('<jui\'al('lltl' a U!la 
repre">l'lllacic'm llllitaria de estc grupo, 

1.5. Representaciones Reducibles e Irreducibl 

1.5.1. Suma Directa de Do Espacios Vectoriales 

,'ea \ ~, 1111 espa('io \'{'ctorial y sea 11 '/11 y \I ~: dos s11 1)('spaC'ios ek \ ~,. ~i C'tmlquic'J' \'('ctor 
x d<, \ ~, ~(' c~('l'il)(' úniC'anH'llt(' ele In [orilla 

x = w + w'. 

COIl W y W ' ]H'rt(,11e(,CI1 a 11'" :v \I ~: resp('ct ivalllC'llt(', ('Jltollce~ sC' di('c' qu<, \ ~, (',", la ,"1/1//(/ 

dl/,(('/r¡ de \1 '/1/ ,\' II',:,~' SC' c'sc'J'il)(' CO!110 

( l.:~() ) 

La dilllc11si(')!l /1 de' \ ~, ('S ('videlltclllc ll t(' igual él la sUlIla de' lél eliJl)(,Jl~i( ')J1 111 ~' ti dc' \ 1'/1 Y 
II '~, La iJltC'l'~('('('ióll dI' 11 '/11 Y I\ '~ ~(' redu('(' él cero, Se' dice quc' 11 ',: (';-' (,1 (OlTlfl/( l/U l/lo eI(, 
1 \ '", ('11 1 ~,' 

lO 



Sub espacios Ortogonales 

Si Vn tiene un producto Hermítico < x , y >, dos vectores x y y se dicen que SOll 

mutuamente ortogonales si 
< x , y >= o. (1.31) 

El conjunto de elem ntos de Vn el cual son ortogonales a todos los elementos de UD 

subespacio W 1 de Vn forma un subespacio W 2 de Vn , llamado subespacio o7"togonal a W 1, 

los subespacios W 1 y H! 2 son complementarios y Vn es la suma directa vr l 8 W 2 . 

1.5.2. La Suma Directa de Dos Representaciones 

Consideremos un grupo G y un espacio vectorial Vn provee con un producto Hennítico 
< x , y >. Asumamos que el producto es invariante bajo G , en otras palabras, para, 
cualquier elemento G del grupo tenemos 

< x. y >=< r(G)x. r(G)y > (l.32) 

el cual es el caso de los operadores unitarios r(G). 
Sea W) y H/2 dos subespacios ortogonale d Vn , y respectivamente x I y X2 on vectores 
de esos sube pacios. El producto hermítico entre los vectores es 

• Teorema: Sea r una representación unitaria de un grupo G , sea el espacio ele repre­
sentaciones Vn con un producto hermítico, y sea W¡ un subespa. io vectorial de Vn 

que es estable bajo G. Entonces existe un complemento, W2 , ele' 111] en Vn el cual s 
estable bajo G . W2 es el subespacio ortogonal a vV). 

Sea rila representación definida sobre W 1 y r 2 la representación sobre W2 . También se 
puede formar una representación de r tomando el espacio 

(l.34 ) 

como la espacio de representación. Se dice que Gamma es la Suma Di7'ecta de la repre­
sentación r 1 y r 2 y e escribe 

(1.:35 ) 

1.5.3. Representación Irreducible 

Si r es una representación lineal de un grupo G el cual esta definida sobre un espacio 
vectorial Vn , se dice que es una representación irreducible si ningún subespa.cio vectorial 
de Vn es estable bajo G . En el caso opuesto se llama reducible. 
Si r es una repre entación irreducible, no puede representarse ele la suma directa de dos 
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[('prc'<"('lltaciolles. Teorell1a: Cuolquu,. r('pn s( "lo('lón r (.'i 11/ ,~lIf11(J dll'( (11/ d( /'( jJi'( ,'i( nlu­
CIO//( .... 11'1'('(II/('lbl( s. 

CIW represclltélciÓll part ieular e pucc!(, aparecer \'HrraS H'C('S ('11 lllla r<'pn's('1l1 nei¡'lll 1'<'­

el llci bk. L'na c!eseolll po::,ición puede ser oht ('l! ida ('11 la fül'lllit 

r = 1111'1 11') r·) . . .. . 7, 11 r . 
-- - JlfJ ( l.:W ) 

dOlld(' 111J i - i para i = 1. .... p, 

1.6. Grupos Continuos y Grupos de Lie 

1.6.1. Grupo Continuos de 11 Paránletros 

• D(fúl/('lón: Lo::, grupos cOlltillUOS G de ",," pan\lllC'tros, soll grupos illfillilos dOl1d(' I()s 

('[e1lH'lltoS.IJ E G ckpC'nd('ll d(' llll cOlljnllto d(' " parálll<'t ros rea]('" él. - (fI 1, . . . . 1/
1
,) , 

d(' los clmles al !IlellOS llno nuÍn (,olltillllCUllCllt (' Cll llll illt ('!'\·al(J. 

[J] [G Los gnrpos cOlllpactos SO!1 aC¡llellos dOlld(' los pan1.111etros \ 'arÍ,111 ( ' 11 llll illl('l'\ ',¡]o 

compelet o (('('rrado ,\' ncot ado ) de' \'alor('s. 

¡\ lgUllos ('j<'lllplos d(' gnrpo::, ('out illUOS 

1. GL (2): Transformaciones lin('al s gClleralC's !lO sillglllan's ('11 " dilll<'IISioll<'s. Este 

gfllpo ('S i<.,olllorfo a las lllat rices complrjas de n x /1 llO sillgn]an's. El llÚlll<'r() d<, 
panllll('tros del grupo ('s.\' = 2// 2. Es 1111 grupo no cOlllpaC\o. 

2. C(// ): Transformaciolles unit arias ('11 // dillH'llSiOlH'S. l so!llorfo a las Illnt ri('('s L'lli­

tarias (.1 I = .'P) de // x 11. El nÚlllero de pnnll1Jetros dd gr1lpo ('" .\' - //'2. Es IIIl 
grupo competct (J. 

:3.8['(/1 ): TrallsformaciolH's ullitarias ('spcciaks CII 11 dill)('llsiOlH'S. Isomorf() H Ins 

mat rices uni t aria:-, d(' 11 X 11 \' SiJlgU]¡UTS. ('S d('cir. COJl det erlllill,11l1 (' igual il 1. El 
IlÚlll('ro de parcíllH't ros del grupo ('S .\' = 1/2 - 1. Es UIl grtlpo COlllj>il('tO. 

,1. S' L ( 1/. C ): Trans[ormélciOlH'S I i Il('nles ('spccialcs ('11 11 di IJ l<'JlsiOIl<'s. bOlumfo a las 

Illat rices c!e // x f/ ('Oll dctC'rl1lillallt C igual il 1. El nÚIlle!'o de' panílll<'t ros dd gl'llpO 
('S .\' - '2 (n2 

- 1). Es IIJl grupo 110 compacto, 

,). • 'C) ( 11 ): Trallsforlllaciollcs ort ogollaks ('sj)('ria!c:-, ('n // el i lllCI\"iOI 1<'''. (..,oJllorfo a la" 

llmtri('('s reales ortogol!al('s de /) x 1/ COll deterlllinante 1. El IlÚIll<'ro d(' panílll<'1 ros 

c!p] grllpo es .\' = 2// (// 1) / 2. Es UIl grupo compacto, La:-. rotaci()ll<'s el! I()s plallos 

.1' . .1/ ) . (,I}.::; , y (.::. J' ) qU(' prc's('r\,¡Ul ./,2 + !/ ::; 2 repn's('1l1 ¡tll 1III g l'llpO isolllorfo a 
.)'0 (:3). 
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6. Grupo de Lorentz SO(l,3): Transformaciones que dejan invariallte el intervalo 
8

2 = (ct)2 - X2 - y2 - Z2 . Contiene cambios de sistema de refercncia por 

• Rotaciones en el espacio (x, y), (y, z) y (z, x), 

• Pseudorotaciones en los planos e pacio-tiempo, (ct, x), (ct, y) y (e t , z), ó "Boosf'. 

Tiene 6 parámetros. Es un grupo no compacto. 

1.6.2. Grupos de Lie 

• Definición: Un grupo continuo e de n parámetros a = (al, .. . , an ) que varían cn 
forma continua es llamado Grupo de Lie si cumple 

g(a )g(b ) = g(c) 
g- l(a) = g(d ) g(a) E e, (1.:37) 

donde e puede expresarse como una función analítica de a y b. Y d es una función 
analítica de a . 

En todo grupo de Lie existe una vecindad V E e alrededor de la identidad 1 tal que 

gi . gj = gl.; 
-1 gi = gl 

donde gi E V Y i = l ..... n. (1.3 ) 

Sea un elemento 9 de un grupo de Lie e cuya dependencia explícita de los TI parámct ros 
se denota como 

9 = g(a1, a2,' . . ,an ). 

donde el elemento identidad es el origen del espacio de los parámetros 

1 = g(O,O, . . . ,O) . 

Al hacer un cambio infinitesimal éj con respecto a uno de los parámetros , bajo Ull desa­
rrollo de Tay lor 

g(O, . . . ,éj, ... , O) ~ 1 + éj (::) 

J a ) =0 

donde definimos el operador 

entonces 
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Al hacer \lll call1bio fillito u) = Sc), ('] elelllcl1to y ('S el produ('to dI' lo" (,¡t1111¡ios illfillitl'­
sitllalc" ,'; \'('( ('" su('p"i nI" 

~ j)" , ,l.; . ) 

TOlllando (,1 límite' ('IIHlHlo . ' t iCllde a 

( I , JJ ) 

('sl(' ('S Ull n'''ldtado eX<I('to, Este <!e"imrollo aplicado sohn' lodos los panílll(' ros, ('ualqlli('r 
(']PIll('lllo d('1 gr\lpo 1)\ I('d(' !'epn's('lll ars(' ('Olll() 

y (o¡"" ,0 11 ) 
I '\" II).J) 

( ' L-) , ( 1,1:2 ) 

A los ojwrac!ores .J) SI' J<. llaman" GI IIc/'(Jdo1'l S d( I Grupo", Eslos 0l)('r¡¡dor('s 110 pNt ('IlI'('C'1I 
al grupo ,\' (,llmplell ('Oll los sig1li('nt ('S leon'IlIHS 

• T( OT'( 11/(/: Si la representación de un grupo ('S ullit min, los g('Jl('r¡¡doJ'('s \'i(' ll< 'll ('ara('­
tpril.ados por Illat rices Il('J'ItlÍt icas, 

• Tcon 11/(/: 'i UIl ol)('rador liueal H defillido (' 11 IIlI ('Sj)(\('io \'('('lorial \ ' ('S im'mialll (' 
[1'('l1t(, a trallsfoJ'JllaC'iollcs el! "<¡IIC ['{'pn'SI'lltaIl a UII gl'llpO e, c'1I1()I]('('S 1,1 ojl('rador 
JJ conIlluta COI! lodos los gelleradores d('1 gr1lpo, 

• Tco/'( TII(J: El (,ol!ll111lador de dos gel!cradoJ'{'s ('S 11IlH c()llIbiIli\('il'¡¡1 liJl('al dI' 10:-' )..!,I'IH'­
UH lo!'p:-., 

[.JI' .J.ll = ./¡.}, - .J)'JI = "E. (';) .Jk ( I "I:~ ) 
k 

dOllde .JI ('S Ull g('llerador de 1lI1 grnpo .\' ('~ SOIl llÚI1]('J'()S ('Olllpl(,.i0s llaIllado:-. (,Oll­
stallt('''i de estrl1t'1 ura, 

El conjunto dc todas las combinaciolles lineales de los gCllcrad()J'(':-' d('1 grup() (,()1l:-.1 it U.\'(' 

111! éilgebra (k Lic, 

1.6.3 . El álgebra de Lic 

• D(jill/{'¡Óll: l'1! cílgebra dI' Li(' es Ull ('spa('lo \'('('Iorial L dI' dilllc'll"i6n 11 o]¡II'lIido 
de todas las cOlllbinacioncs lilleales dI' los geIleradoJ'('s de 1111 grup(), jUlll () ('011 ulla 
0l)('n\('i()n inU'rIla ddlnida por el COlllllulador. el cual t'lIlllpll' ('()Il las "iglli('1l1 (':-' 
propie( lad('s, 

l. 13,[111( alirl(Jd 

(1.11) 
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2. Identidad de Jacobi 

(1.45) 

A cada grupo de Lie le corresponde un álgebra de Lie. Un subespacio vectorial de Ull 

álgebra de Lie que cumpla que el conmutador de dos operadores cualesquiera del sube­
spacio, pertenece al mismo subespacio, forma un subálgebra, y se dice que cierra ant 
conmutación. 
Si el álgebra de Lie de dimensión r de un grupo de dimensión r contiene un subálgebra 
de dimensión s, entonces con s generadores independientes contenidos en el subálgebra 
puede generarse un subgrupo del grupo original de orden s. 

Si el álgebra de Lie de dimensión r de un subgrupo puede expresarse como la suma directa 
de dos subálgebras de dimensiones s y r - s, tales que los operadores de las dos subálgc­
bras conmutan entre sí, entonces el grupo puede expresarse como el producto dir cto de 
los dos subgrupos de orden s y T - s, generados a partir de las subálgebras. 

Casimir 

El Casimir de un grupo continuo es un operador que conmuta con todos los gcnerador('s 
de un grupo. Un grupo puede tener uno o varios Casimires independientes . 

• Teorema de Racah: El número máximo de Casimires independientes es igual al 
rango del grupo. 

El rango del grupo se define como el número máximo de generadores mutuamente COl mm­
tantes. También no es difícil demostrar que uno de los Casimires para un grupo semisimplc 
siempre es de la forma: 

( 1.46) 

donde g ij es el tensor métrico del espacio donde actúa los elementos del grupo como 
operadores lineales y X i es un generador del grupo. Como g ij es una matriz real y simétrica, 
puede llevarse a la forma diagonal por una transformación de similaridad, es decir Ul1 
cambio de base, entonces en la base apropiada el Casimir es: 

(1.47) 

En el caso especial del grupo 50(3), el único Casimir es de la forma ¿ Li2 dOl1de Lt 
representa los generadores del grupo 50(3). 

Los G eneradores en la D efinición de un Espacio Irreducible en 50(3) 

Una de la importancia de los generadores es la de definir una representación irreducible. 
Sea un grupo G con generadores X i que actúa sobre un espacio vectorial Vn con vectores 
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base (/. <'i ('''pacio ('S irreducible si los vec(o['('s bas(' SOlI ('ig('II\'('CloJ'('" de' 11l1()S de' lo" 
g('lwrador<'s y los Casilllires. Cuando se' relaciollall los g('JJ('nHlor<'s COII I()s ('jI''' C()()r<!ellil<!()S 
se' escog(' al g('lIerac!or que se relaciona C011 ('1 <'j<' ;:; para definir c'l ('spilci() irreducibl('. 
CoJtsiderelllos lo g('lwradores L,.. 1"1 !' L~ d('1 gnlpO 50(:3) donde (,1 úllico CaSill\ir (lt-I 
grupo ('S 

rOl' la defillicióll de lln espacio irreducible . el C'clsiJllir y UllO <!e los g('IH'l'ador<'" ilcl llilllelo 
sobre los \"('('1 ores base' <'s proporciunal al tI1 isnlo n'ct or base 

( 1 . I 

La forIlla dc' obtell('l' los C'igeJl\'alores .\' los eig('IIH'ctor('s d<'l asilllir se' f'f('Cll 'I<I por (,1 
lIlétodo ('stiÍlldar e1c'l cílgebra lil1m!. El PoliJJolllio caraC'terÍsI ico para 111j('''tro probl('llliI: 

I 1. l~) 

Es común t ('11('1' ('ll 1<1 notación de' los n'cl ores hase números relaciollados ('Oll los ('ig('II\illo­
n's asociéldos COll ('1 Casimir y ('1 g<'ll('rHdor pr<'fC'rido. por lo <PI(' ('xist ('n \';¡ria" 1101 ¡lCi()lll's. 

y los ('igr'llvalores dd Casimir y del gellC'rado!' L: 

L2 11m ) =1(1 1) 1 111). L~ I /I1/ ) = 1111111 ) . 

A 1 se' k ('Ollot(' COll!O 1I10111cnto auglilar y a 11 1 se' le' conoce' COIllO proy('cci(')1\ d('IIl\olll<'IlI o 
allgular. :'\()I('s(' qu(' L~ ('S el Casimir dd suhgrupo 50(2) de S'O(:3 ). 

1.6.4 . Aplicación en la Mecánica Cuántica 

L'lIa de las aplic(tciOl\e's de la (eorÍa ele grupos es ('11 la I1l<'dnic<1 Cll;illl ica. [1: 
, I d halllilt olliano d(' 1111 sistellla ('S in\"arinl1tc' ffeutc a las I ntnsfOrIllacioll<'s lill('al('" que ' 
[('!H'('S('Il!cU\ a Ull grupo G, elltoIlC('S: 

• El l[¡¡lllilt ouiallO ('S UlI polinotllio dd Casilllir del gm]lo. 

• L()~ ÍlIdic('s '\ 1'" .. /\/1 que caract('riZéU\ las J'('IH·('!-.('lllnC'ioll('s irr( 'ducihl('" de ' lo!-. grll¡>ns 
('11 la ('adenH d(' n'd ucción 

pll<'d{,ll utilizarse' COlllO bU(,J\o~ IlÚ!llCroS cwílllicos parn ('Iiqll<'tm I()s ¡Ult()('slados d('] 

halllilt olliaJ\o. 

• Todos los estados <¡UL' gCll('rall rcpfC'sclltHcioJl(,s irn'(!l\cii>ks de ' (,'0 . (7· 1 . .. . (; /1 I i('Il< ' lI 
('1 lllislllO Índic(' /\ de G ~. Se' \IHIl1HIl esl ¡¡dos degelln¡¡<!os. 



Los generadores de un grupo corresponden a operadores hermíticos y todos conlllutall 
con el hamiltoniano por lo que representan observables. Uno de los generadores bajo 
una representación matricial pueden ser diagonalizables y, por lo tanto, sus eigenvalorcs 
proveen constantes de movimiento. Como los elemento de un grupo S011 exponenciales los 
autovalores (números cuánticos) de dichos generadores son aditivos. 

1.7. Relación entre el Grupo de Rotación SO(3) y el 
Grupo Unitario SU (2) 

1.7.1. Centro de Grupo 

El centro de un grupo es un conjunto de elementos los cuales COlllllUt an con todos 
los miembros del grupo. Es igual a la intersección de los centralizadorc's del grupo. Si G 
es cualquier elemento del grupo y Z un elemento del centro del grupo, entollces debe e\<' 
cumplir [4] 

Z-lGZ = Z-l ZG = G. (l.52) 

El grupo Unitario E pecial SU(2) tiene como su r presentación fundallH'ntalmatrices de 
2 x 2 tal que todos los elementos del grupo son unitarios y ti en II determinante igual eL 

uno, es decir. si U E SU(2) entonces ut = U- 1 y det IUI = l. Todas la matrices ele la 
forma 

(_ab* :'" ) , donde lal 2 + Ibl2 = 1, 

son elementos del grupo SU(2). El centro del grupo SU(2) está dado por 

1. 7.2. El Grupo Factor SU(2)/Z2 

Si G es un grupo, H es un subgrupo de G y 9 E G. entonces 

gH = {gh : h E G} 

H 9 = {hg : h E G} 
es un coset izquierdo de H en G, 

es un coset derecho de H en G, 

( l. 53) 

(l.54 ) 

( l.55 ) 

(l.56) 

• Definición: El conjunto de todos los coset derechos de N en G se denomina G/N. 

Cuando el coset derecho es igual al coset izquierdo e puede formar un nuevo grupo 
llamado Grupo Factor. 
El centro del grupo SU(2) está dado por la relación (l.54). El grupo factor SU(2)/Z2 es 

(1.57) 
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1.7.3. La Relación entre '0(3) y C(2) 

'llpongHlllos una rotacióll ('11 el espacio VC'ct orial de posicic'lll, S('H 

x 
( 

,1' ) 
.tJ ( l.,) ) 

lmju ul1a t l'élI1SfOrlllaciúll de rotaciól1 

, ('''') x - y' 
~, 

Rx 

dOllc!(' R C'~ la Illatri;: ck rotaci611 dc' ('sta l'C'pl'C'SC'llt ación definidu p()r I()" ctllgulo" dI' ell/(,. 

( 

c()~nc()s )('ns~. -Sill()sill~ 

- co~ () ('()~ ) i 11 ~ - ~i n () ('0" '\ 

eo" (\ sin ) 

sin (\ ('os .J ('os~, -r ('o~ (\ ~il1 ~ 
sin (\ cos j sin ~, + cos (\ ('o~ ~ 

sill n sin , j 

I? ( (\,i.~ )-

"111 ) c'o" ~ ) "111 j si n ~ 
( 'OS i 

( I ,(j() ) 

CIuC 1'('pn'sc'lItn al grupo SO(:3 ) ,\' cada ángulo cOllsiste ('11 las tn'~ J'()tilci()IH'~ ~uc"si\'ns: 

1, e ua rol acióll dc' UI1 clngldo (\ C011 1'es 1)('(' t o al ('j" ::;, 

.) ulla rot aC'ic'lll de' UI1 .. tngulo ) con r('~p('ct o al I1U('\'O ('je y. 

:3. una rol a('i('m (le> lUl cingulo ., COl! r('sl)('et () c'l ('j" ::. trallsforlllado. 

Si al ('~paci() \'('ct oriaI ele> posi('ic')J) se luapc\1 sohr(' 1111<1 lllat ri;: :2 > 2. el \'c'elor 

( 
~ .t _ ::i.lJ ) 

r = ,1' ~ iy_ ( I . (¡ 1 ) 

('S ('C¡ llÍ \'akll t (' el X p('ro la t mn formacióll dc rot aci{m sc rige por 

1" = C ( ':, .1' - iy ) e I = C rC l. 
,{' Iy .: 

( I ,!l:.2) 

donde' C ('S la lllalriz <[tiC cubre' la rol ación." c's tln elemento d(,1 gnlpo .'.;[ '( 2) <¡U" 1 i('IH' la 
forma pre~el11 ada por la ('('U(leiÓll (1..1:3). Los "kIlH'l1tOS de In Illnlril {' ('sl,il! rc'l(lciol!,¡C!()-; 
por los úngulos de ' Eul('1' por 

, ) ( .. .... )j. ) 
(l = ('os _ ( 1 " -

2 
h 

1) sil1 _( 1( 0 -, ); 2 

2 
(Ud) 

l~ 



y e refieren como los parámetros de Caley- Klein. 
Se puede ver que cada matriz unitaria del grupo 5U(2) corresponde a una rotación única 
del grupo 50(3), pero cada matriz de 50(3) corresponde a do matrices de 5U(2)5, los 
cuales se diferencian por un signo. 
Las dos rotaciones R(O, 0, O) Y R(O, 27r, O) que denotan el elemento identidad de 50(3), 
se mapéan sobre los dos elementos del centro del grupo SU(2) de la cuación (1.54). 
En general, las operaciones R(a. (3, 1) Y R(a, (3 + 27r. 1), los cuales representan el mismo 
elemento de 50(3) corresponden a dos matrices unitarias diferentes de U(2) , uno cle' 
lo cual es el negativo del otro, y a su vez corresponde a un elemento dd grupo factor 
5U(2)/Z2. En otras palabra, hay un homomorfismo 2 a 1 del grupo 5U(2) sobre 50(3). 
y un isomorfismo entre el grupo factor 5U(2) / Z2 y 50(3) 

5U(2)/Z2 ~ 50(3). ( 1.(4) 

La representación fundamental del grupo 5U(2) tiene como generadores 

(1.65) 

donde (Ji son las matrices de Pauli 

(1.66) 

Los generadores cumplen con el álgebra de Lie donde la operación de' cOlllllutación enLr<' 
los generadores 

(1.67) 

~ótese que rotaciones con respecto a los ejes x, y y z por un ángulo 7r se reducen respe'c­
tivamente a i(Jl, i(J2 Y i(J3 de acuerdo a los parámetros de Calcy-Klcin ciescritas por las 
ecuaciones (1.63). 
Bajo esta representación el Casimir es proporcional a la matriz unidad 

2 1 (1 ) J = 2 2 + 1 12 , 

donde 12 es la matriz identidad 

12 = (~ ~). 
y el generador que define el segundo número cuántico del espacio irreducible es Jz. 

J2 11/ 2 m) = ~ (~ + 1) 11/2 m), J:; 11/2 m) = m 11/2 m), ni = ±1/2. 
2 2 

(1.68) 

(1. (9) 

El grupo de las rotaciones 50(3) y el grupo factor 5U(2)/Z2 son isomorfos , por lo tanto. 
los números asociados al Casimir y a Jz en 5U(2) están asociados al Casimir y a L:; e'11 
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SO ~ :3 ) . 

La!-> rotaciOll<'" !->obre 1111 plano e!-> i!->Olllorfo al grupo SO (2). <'l gruP() " .. ;() :3 ) c!( ':-o-crilH' rola­
ciOlle!-> ('ll cl ('~pacio. Si considcnuuos (,1 pla!lO ,r .l). el grllpo de rol aci('¡1l sobre ese plallo 
t it'll(' C0!110 g( '!lcrador Lz . . \' considerando q11e' rotaciOlles sobre' 11n plallo ('!-> Illillwado !->o!Jr(' 
5'0 (2). elllOllces Lz ('S d gem'rador de ,':;0(2) bajo esa repn's(' lltaci('lll. Ilor lo que' SI' CO!l­
cluYe' q11(' ('[ ntlor m asociado el Lz !->(' asocia COI1 el grupo SO (2) y esl (' a "11 \'('í' n'pH'S('111 a 
Ull !->ubgrupo de 80 (:3) al quc le aS()CiaIIlOS los \'(tlorcs I y 111 cOlTespolldielll('s al Casill lir 
y el Lz. n 'sp('('t i\'CUllelll C'. 

1/1 SO (2) 
l. 111 SO(:3) 

EI1 gcncral. si j ('~ el llÚI1Wro. al qllC se' llalllmá e'spín. asociado a 1111 C'asilllir ./2 d(\ lllli\ 
reprc's('lllaci{lll elel grupo SC(n), ClltOIlC('S. dependielldo elc la J'('j)n'!->('1I1aci( 'JlI.) puc'd(' "('1' 

j = S 2 donde .Y es 1111 número ('ntero. EIl contraste COIl los gwpos ,C.;{ '( /I ). el ('spíll 1 dI' 
una repn'sclltaciúll de UI1 grupo SO(/I) siC'lllpn' {'S cnt('ro 1 = S. "ill illljlorlar ('ual S('iI 1;\ 
repn'!->('II t (l('i{')Jl. 
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Capítulo 2 

Representación (1/2 , O) EB (0, 1/2) del 
Grupo de Lorentz 

2.1. El Grupo de Lorentz 

2.1.1. Postulados de la Relatividad Especial y las Transformadas 
de Lorentz 

La teoría de la relatividad especial formulada por Albert Einstein en 1905 está basada 
en los siguientes postulados [7] 

l. Las leyes de la física son idénticas en todos los sistemas de referencia inerciales. 

2. La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacío es una constante indepc\n-
diente del sistema de referencia de la fuente. 

El primer postulado de la relatividad es idéntica a la usada por \"ewton en la formulación 
de las leyes de la física clásica. El segundo postulado implica que la luz se propaga a una 
velocidad constante medido como 

e ~ 3 X 108 m/s . (2. 1) 

Supongamos un observador que se mueva a través del eje x a una velocidad V x con respecto 
a un sistema de referencia al que llamaremos si tema del laboratorio y registra un evento 
que ocurra en una posición Xl y a un tiempo ti con respecto a su sistema de referencia, 
mientras que el sistema de laboratorio registra el mismo evento en una posición l' a un 
tiempo t, la relación entre los datos registrados en ambos sistemas es 

ctl = IX(ct - (3xx) , Xl = IX(X - (3x ct ) , yl = y, 

donde 

(3 - V x 
x- . 

C 
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Las ecuacioJles (2.2) n'preSl'n "Ul llllH t I'nllsfoJ'lllaciún (k Lor('l1t 1. \. pll<'(kll ill ('I'I)I'('t ar'-,(' 
C0l110 una p~l'llc!orot aci(ín ('11 el plano (ct .. J') . 
EIl ('~t él 1 rall~f()rl1laciúl1 la dif('[('nC'ia de cuadl'i\do~ 

l/ 
12 (2. 1) 

pcrmanc('(' invariallt ('. 

Bajo Ilna !lO ación de \'cctores .\' ('lISO!,('~ ('ovariant ('S y C0l11 rm'ariallt ('~. ddillilllO'-, 

dOllde 

x. .1'~ -
'2 -.r = l/. :l 

.l':¡ = -.r - ~ (:2. (¡ ) 

.(//1 _ .fJ/u' == (1. - 1. -1. -1). (2.7) 

tal ClII<' 

2. ) 

La~ ('('ua('iollc~ (2.2) ~. (2.1 ) qlH' d('scril)(,ll la rall. formada. bajo lH 110 ¡1('i(')!1 ('ovariall (' '-,(' 
c~cri be con 10 

, .11 - ~ (1 .1 + J ).0) • - YJ, . 1).1'" 

,,'2 = ¡./,). . . . // 1'//'1.1 . . 1I 

(2.!) ) 

(2.1 () ) 

La tran~fontlada (k~crila por la~ ('('llaciolles (2.~)) y (2 .10) ( ' S Illla P~('llc!or()taci( 'lll ~()I)['(, ('1 
plano .ro.,.1 por llll éltlgltlO <PI ,\. se' 1(, pucc!e asociar las fUllcio!l('s 1 rigolloll!¡"t ricn" ltiJ)(,rboli 
cas. de' tal lllall<'W q uc 

11) () 1 .r =.1' C( lS 1 .;; I I . 1 1I I I 
.J' ">lll 1 .;; I..r = .r ('os 1 .;; I 

() . 1 /' , .r Slll 1 .;; l. .r - - .1'-

dOlldc 
. 1',. l'.,. 

Slltll';;l = 1.1' . ('osh';;l = 1.1" tallh';;l 
(' (. 

Las ('(,lla('i()lle~ (2.11 ) pllcdcll c~CTibir~(' el] fOrJIJa Illatricial ('01110 

si!llt ';;1 

('osh .;; 1 

() 

() 

o (.)) ( .,.11 ) O O ./, 1 

1 O ./,2 

O 1 .,. :1 

(2.1 J) 

(2.12 ) 

La 1'<'])res('1I1 aciúll d(' la PS('uc!orol<H'ióll desnit n d(' la ('('ua('ic'lll (2.1:3) SI ' PIlC'c!(' ['('P/'{'S('1I1 al' 
('() IlJ o 

( 

('osb r.,; 1 

B ( ~ ) = si !lit y 1 
I 'r' 1 () 

() 

sillh ';;1 

('osh .;; I 
() 

() 
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donde ](1 es el generador alrededor del eje Xl de la representación matricial d 1 grupo de 
transformadas de Lorentz: 

(

O 1 O O) 
](1 = ~ (BEl) = -i 1 O O O . 

i B'P1 1=0 O O O O 
y O O O O 

(2 .15) 

de manera similar podemos escribir los generadores de la transformadas de Lorcntz alrecie­
dor de los ejes X2 y x3 como 

e 
o 1 

~ } ](2 = 1, &Bry = -i o o o 
, (a"t,=o ~ o o 

o o 
(2.16) 

e 
o o 

n ]( _ 1 &B3 _. o o o 
3 - i (8_J _,=0 - -, ~ o o 

o o 

Si consideramos las rotaciones espaciales, es decir, transformaciones del tipo 

( x,o ) 

U 
O O 

~ )( ~; ) xtl cos83 sin83 
X,2 - sin83 co 83 
X '3 O O 

(2. 17) 

cuya matriz de rotación con respecto al eje z es 

R3(B3 ) ~ U O O 

n cos83 sin83 = eihfh 
- sin 83 cos83 

, 

O O 

(2. 18) 
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10'- ge!l<'rac!ol"<''- de la~ rot aciOlH''- ('''I)(t{'ia!C's "O!l 

o=i ( 
() O O () 

) .1 =l(~) 
() O () () 

I / iJlI¡ (J¡ () O () - 1 
() O 1 () 

( 
() O O () 

) J. ) = l (~) 
() O () 

(~,ID) = / 
() O O ~ / iJlh (J2 o () 

() - 1 O () 

e 
() O 

11 ) J. =l tJ..!iJ. = / () 
() - 1 () 

• ,3 / (iJo.!) (J,l o () 1 () () 

() o O () 

La~ rotacioll(',- . obre lo.., plano,- ('"pa{'iales !>lll'()~ CO!110 la" ps('uc!orotaci()!lI'''' ('!I 10'- plallo'­

d(' cspacio t iClllpO, defillidos e!l ('sta sccción, derillell al gn!po . '()( 1. :n, ,\' t i('ll!'!! ('O!IlO 

g('l1cradores a .1/ ,\' 1\'/ donde i - 1. 2, :3, La rc!>n'scntación de' lllilt ric('''' d(' 1 '< 1 ('~ la 

repn's('ut ari()!1 [UlH Imue!lt al elc I gru po dr LOl'<'llt z, El espac io e!l el q I 1(' ,,('t lí" ('1 grll po d(' 
Lorellt /, se 1(, ('OllOC(' CO!110 ('1 espacio de :\ linkowski, 

El gru po de' Lorcn /, propio e,- (,1 grll po de rot aciones en los plaJlo.., (.1',1/" (.IJ::' \ \' (.:,1') q 11<' 

d('jan invariallt<' Ulla esf('ra cn el ('sp¡\cio ordinario ,\' de t nu¡s[ol'lllH{'io!H'" pmas d(' Lon'llt /, 

qllC' son rotaciollcs pS(,lldoeuclidiallas e n los planos (.1' d), (/J d) ." (.: d) <jll<' Pl'<'S('l'\'all 

lrip6rbolas ('ll el cspacio rcspectivo , El operador \'('('torial de' t I'<\llsfol'lll¡wi()ll dcl gnlp() de' 

LorCll z Sill rotacio!j(\ (''''paciaks lo Ila!llcU'l'll!OS "J]oos(', 

2.1.2. Relación entre el Grupo de Lorentz y e l Grupo S'L(L. C) 

De mHll('ra sct1l<'jante como el grllpo de rotaciOllCS tU\'O llll !lla!)('() ..,()hn' 10:-- ('l('lll<'lllo:-­

del Grupo S'L '(2), d grll po de t ranSfOnll(\cio!H's de Lon'Jlu tit'llC ll!1 !Ila!H'() sO\>r<' 10:-­

C'!('!lH'lltos del grupo SL(2, C), El clwd rivector del ('spacio de :\lillko\\'~ki hajo la lllI<'\'a 
{'('!H'C'-(\llta('ióll ('S (,Ollgl'l!PlltP con dos l'C'presclltaciollcs dir('n'lltc's , El ('Illlclri\'('ctor ('!I "'1\ 

fOrllle\ ('o\'ariallt(' ('n la r<'!)l'(\S('llt acióll de lllat ric('" ('S 

-yll ; ( ·1'0 + .1':\ ./'} /·/'2 ) .1'01 2 -.r, ri 
,1'1 + i.r2 .ro ,1':1 

.1'// ~ (~, ~() 

XII ; ( ·1'0 + .1':\ .1'1 /.1''2 ) ,/'ol:.! -+- ,r ' ¡¡ 
·1'1 /,1'2 ,1'(1 ,1':\ 



y el cuadrivector contravariante es 

Xa(3 ( Xo - X3 -(Xl + iX2) ) .1'0 12 - .C . (j* -
-(Xl - iX2) Xo + X3 

XJ.L ~ (2.21) 

X o.í3 ( Xo - X3 -(Xl - iX2) ) xo 12 - ¡ . (j -
-(Xl + iX2) Xo + 1'3 

El tensor métrico que nos permite bajar y subir índices, se elige como 

a{3 _ 0.(3 _ (O 1) _. _ (O -1) 
E - E - -1 O' E a;3 - E ci;3 - 1 O ' (2 .22) 

tal que 
X . - e Xa /J(c . . )t 

"fb - L"fa L (3b , (2 .23) 

El invariante de Lorentz 

(2.24) 

Una transformación de Lorentz sobre el espacio de las coordenadas 1'/. se mapéa como 
una transformación de similaridad sobre x a(3. Si X es la matriz con componentes XCl /J 
entonces 

Xl = uxut , (2 .25) 

donde U es la repr sentación matricial del grupo de transformaciones de Lorentz. 
Consideremos el caso de X a (3 ' El grupo de transformaciones de Lorclltz consta de rota­
ciones y Boost . El grupo de rotaciones bajo esta representación se mapéa sobre el grupo 
SU(2) descrito en la ección l.7. donde un el mento del grupo está r presentado por 

(2 .26) 

donde ¡¡ = (el, e2, e3) son los parámetros de rotación, los generadores del grupo SU(2) 

y (Ji son las matrices de Pauli. Se define A· jj = ¿~=1 AnBn. 
Consideremos ahora el Bao t. Un elemento del grupo que representa el Boost es 

donde ¡P = (<PI, <P2, <P3) Y los generadores del Boost bajo esta representación 

KR = (K 1 , K 2 .K3 ) 

KL = (-¡{l. -K2 . -K3 ) 

para la representación xn/3 

para la r presentación .\.oJ 
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f - rv . 1) J - rv . 1') J - rv \ I - -U11 ~ . \2 = - 1(J2 _. \ ;¡ = iCJ;¡ / '2. ('2 .:Hl ) 

!3éljo esta J'('!H'c's('ntaciún, (,1 delllcllto dd grupo d(' Lorelll¡, C. tÚ'II(' lil forllla 

que rcpn'sPllt a Ull elell!cuto del g1'llpO S'L('2. e). 
POl lo tanto <'l gmj)o d<, Lor('[lt¡, se nwpra ('11 el grnpo SL (2. C). 

2.1.3. E paClO de Tipo UR.jr) 

Se puod(' hac('I' ulla combinaci('lll Cllt re los g('llcwc!orcs del grupo d(' Lon ' llt I p<lra 
('ollsl mil' 01 ros seis gell<'I'adol'es qw' esl Úll ddillidos COIllO 

('2.:n ) 

los cuales Clllllplcll ('011 pi ¡\Igebra de Lic 

[ ] J J k' J I. ] / rJ ) ] k] .)1. J / [J J J "] () . L .' I = 1( / • I . l ' I? . . /? = IC / • /? . L . ' H = para t o<!o j. k . 

Cada COllj llllt o de gCllcradores Iu ., . .J~, forma lllla l'(' j)n's('nt i'1ci<Ín c!( '1 gnl po , 'C ('2 ) d('l!ot <1 

dos por SC ( '2 ) u~' T (2)L rc'sl)('Cli"<111IC'll\(' . ." dichas repn'selllacioIH'S ('()Illlllltall ('lit re si. El 

grllpo de Lorc'lltz se puede Ill<l!)('al' lo('alllH'llt(' sobre el producto dirc'eto S'C ('2 ),{ ,",{ '( '2 ), 
llalllado ca pa compleja de S L (2. C) (C'O Ill pkx Shell ) . donde los est ados S( ' plledell (' iq Ile! al' 

por (jfl.j¡J. que correspolldc' al "alor característico del Casilllir «'SpÍIl ) elc' los r('s!H'ctims 
gnlpos SL '('2 fl ." SC(2) l.' Los suhÍndic('s R :v L sou llamados ( 'OIllO <'spacios d('n'e1lO (' 
i¡,q uif'l'do, 

Por cjC'lllplo. para la reprc's('lltaeióll flllldalllt'1l1al las ('('Ui1CiOIl( 'S (2.:3'2 ) ,. ('2.:3:3 ) tOlllal! la 
fornlH 

·h { () 

~j? (J _ 

.fu { (i / '2 
() 

!mra [" 1'('!>n's('1l1 (lei(')11 c!N( 'ella 
para la repreS('llt acióll i/.qlli( 'rd¡\ 

para la re!>n'sc'll t (lCiÚll c!C!'('( '!¡¡¡ 
para la repn 'sclll ación izqllinc!iI 

JI{ = 1/ 2. 
J,! = (J. 
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Así, la representación derecha e izquierda se denotará en base a los valores de j R Y .7 L Y 
se define a la representación como 

representación derecha ~ cPR(O), (2.36) 

representación izquierda ~ (h(O). (2.37) 

El término derecho ó izquierdo se refiere a que la representaciones X R Y XL se relacionan 
bajo una reflexión pacial (Operación de Paridad), de tal manera que para el cambio 
de X R +---7 XL es necesario que Xo ~ Xo y X ---, -x. esta operación no cambia el signo 
de los generadores del grupo de rotación Ji ~ Ji pero cambia de signo los generadores 
del Boost K i ~ - K i · Esto es, las representaciones (.iR, O) Y (O.jL) se intercambian bajo 
reflexión (.iR, O) +---7 (O, .7L), donde nombramos a una representación como Righthanded o 
derecha y por consiguiente a la otra como Lefthanded o izquierda. Si se desea considerar 
representaciones invariantes bajo reflexión . es n cesario considerar la suma directa de ellas 
(jR, O) e (O,.7d · 
En esta tesis se usará la suma de ambas representaciones (1/2, O) e (O, 1/2) donde s(' 
considerarán partículas con espín 1/2 y es la base de la ecuación de Dirac. 

Los Operadores de Casimir del Grupo SL(2, C) 

El grupo SL(2, C) tiene dos operadores de Casimir, debidos a la cOlllbinación de los 
generadores JR 1 L \ de acuerdo a lo visto en la sección (1.6.3) . 
Los Casimires para el espacio (1/2, O) se definen como 

C R1 = ~ (JR
2 + JL

2) = J2 - K 2. 

1 (2 2) . - "/ C R2 =2 JR -JL ='lJ.}(. 

La suma del cuadrado de los generadores cumplen con las relaciones 

3 1 (1 ) " J-J = - - + 1 1') L t t ') ') _, 
i=l ~ ~ 

3 1 (1 ) " KK· = -- - + 1 12 L tt ')') , 
i=l - -

y el término 
iKR = -iKL = 1 

entonces los Casimires para ambos espacios se definen como 

C 1 = ~ ( J R 2 + J L 2 ) = ~ (J2 - K 2) = ~ O + 1) 12 , 

C 2 = ±J2 = ±~ O + 1) 12 , 

(2.3 ) 

(2 .39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.4:3 ) 

(2.44 ) 

Con la obtención de los Casimires se completan todos los ingredientes necesarios para 
mapear el Grupo de Lorentz sobre el grupo SL(2, C). 
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2.2. El Espacio de Minkowski Producido por Espinores 

El espacio de ~lillk()\Vski bajo la represelltación (1/2. O) reprrselltado por las ('C\!,WiOlH'S 

(2.20) y (2 .21 ). también pueden ser reprcscuUulo como el prodllcto 111at ricial de tCllsores de 

segundo ordell representado' por matrices complejas dc 2 elementos ('lJ forllla ele C'spillot'('s. 
tal que 

.\ (~j = ( ~~ ) ( ~ i e2 ) (.., . 

(
') 1 - ) _.,±.) 

X ad = ( ~~ ) (~i ~2)' 
donde ~l. (2, 6 y 6 son números complejos \' sus respectivos COlllpl('jos conjugados ~i 
~1*. ~2 = ~2". ~i = ~1'" Y ~2 = (/'. Dcsanollallclo C'l producto matricial 

~\1] ~1~i ro + .Y:3 . 

X 22 e(2 .ro - 1'3. 
(2 .. J()) 

X 12 ~le .r] - l:r2· 

X 2i (2~i .t] + íX2 . 

y 

X li (I~i rO + .r:l . 

.\22 6~2 .ca _ .[3 . 
(2 .• 1 T) 

X 12 ~1~2 .c 1 +ix2. 
. X2i ~ c. 2(",] 

.¡-l _ i.r2 . 

Definimos él los espinores 

en ( ~] ) ~(\ --+ ( ~l ) (:2 .. J ~) <" - e 6 

clollde la operacióll oc bajar ó subir índices (V('r e('nación (2.22)) [\1(' d('finida como 

en: _ (n:¡j e e c 3 
(., - " 11 . "n = f a!3" . (:2 .·E») 

Por lo tanto. los elc!1lcntos ne la rf'prE'sE'lltacióll matricial ele tUl c\lndri\'l'cto[ d('l grupo ([l' 

Lorellt z es 

(2.GO) 

Una transforlllacióu de Lorentz es cCJnivalcnLc a transformaciolles de los espillores 

(2 .. ')1) 

donde 

L'R = exp (i5 · (if - i;5)/2). (') ~')) _. )-
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es la representación matricial de un elemento del grupo de Lorentz bajo la representación 
derecha. De la ecuación (2.51) se distingue la relación 

(2.53) 

que representa una transformación de Lorentz en el espacio de los espinores. 
Los espinores pueden descomponerse en vectores base. de tal manera que definimos para 
el sistema en repo o 

(2.54) 

La base de los espinores en reposo de la ecuación (2.54) 

Base (1/2, O), (2.55) 

es la base de la representación fundamental del grupo SL(2, C). Bajo una transforlllación 
de Lorentz , la base se tran forma como 

(2.56) 

Esta nueva representación es una representación irreducible puesto que cumple con las 
relaciones 

(2.57) 

donde s = ±1/2 Y C l y C2 son los Casimires definidos en las ecuaciones (2.43) .Y (2.44). 
Este mismo razonamiento se puede aplicar a la representación (O, 1/2). En la reprc'­
sentación (0,1/2) en lugar de utilizar los espinores ~Ci se utilizan sus complejos conjugados 
~ó:. La base en reposo de los espinores izquierdos son 

Base (0, 1/2) . (2.5 ) 

y la base bajo una transformación de Lorentz es 

cp~\¡;) = UL<P~2(Q), (f¡1 /2(if) = UL <PL 1
/

2 (Q), (2.59) 

donde 
UL = exp (iB · (if + irp)/2). (2.60) 

repre entan la transformación de Lorentz en los respectivos espacios, .Y 

(2.61) 

es el equivalente a las ecuaciónes (2.57) y no indica que el espacio (O. 1/ 2) también es 
una representación irreducible. 
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2.3. R epresentación (1/2. O) E9 (0.1 /2) 

La suma directa (1/2. O) f"J (0.1 / 2) es ot r<1 reprc'scntación del grupo d(' 1.01"('111/. La 
bas(' e11 reposo en la represelltación ( L/ 2. O) (_\ (O. 1/ 2) es 

(') (,.») _. L 

dOllde .'i = :r: 1 2 Y .\II) es la masa de la pmtíc1l1a . La repr('s('11tacic'lIl de' la 1 rall~f()rlllac!a 

de' LO[elll z ('~ 

_ " ¡: . _ (CI! O) _ ( (lii.(íJ 10)/'2 () ) 
U - G H ~ (j L - () e - o ( lii.(I/. /f~' :! . 

L 

dOllde los t <-rminos e y ;; son respecti \"ét lll(' ll t e los cocficient es d(' rot aciúll .\' I3oo~t . Los 

ge11eradores de estet represent acióll son 

I eJ{') I ( ~I O ). ] - - - 0=:2 O . I - 1 iJU¡ U
I al 

J ) = 1 (~) I ( ~2 () ). - 1 i)(h Ih 0= :2 () a2 

I C){') I ( ~:\ O ). j. - - - o =:2 () •. \ - 1 iJU;l 0;\ 
~:I 

para la rot ación . . \" para el Boosl 

/\" = 1 (i2L) 
I ¡ iJ<.p ¡ .p ¡ o=}( 

/\".) = 1 ( .QC ) 
- 1 iJ -') 'r'_ ";'2 o=} ( 

X . = 1 (.QC) = 1. ( 
.\ 1 iJ.;;¡ .;;\ o '2 

L()~ CnsiI1lir<'~ SOIl 

1 '2 ""2 :3 - (J - 1\ ) = - 1 1• 
2 el 

-~l () 

O ~l 

-~2 O 
O a2 

-~:I 

() 

"2 :3 .J = -1 1. 
..j 

). 

). 

(~. (i , 1 ) 

(')C - ) _. ).) 

(2.(¡(j ) 

La base clIlllple con las relacioues que clefiJle el la base ek una rc'I)l"('~('llt lIC j(') l1 jrr('dllcible . 

. ) - 3 -
J-u, (O) = 4" 11 .,(0) 

') - :3 -
J - /· .,(O) = 1/ '.,( 0) . (') ('- ) _. )( 

l .) .) - :3 -
2(.1- - X -)II.,(O) = 411 .,( 0) 

l .) .) - :~ 
2( .] -" /{ -)/'.,(O) = ,/'.,(1)). ( ') (':-- ) _. ) t 

III1 .,((5) = 8U,, (0) I ¡l',({l) = 8/\(0). (2. (;9 ) 



Bajo una rotación y pseudorotación la base cambia como 

Bajo esta representación, la rotación y el Boost tienen la forma 

donde 

e - e 
R = 14 cos - + 2i J . ne sin -, 

2 2 

B 1 h Y 2'}/- A • 1 Y = 4 cos - +2 "\ . nrp sm 1 - , 
2 2 

'P = V'P1 2 + 'P22 + 'P3 2 , 

J 2 2 2 e = el + e2 + e3 

n<p = ('P], 'P2, 'P3)/'P 

ne = (el, e2 e3 )/e 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2 .76) 

representan el ángulo de rotación total (e), el ángulo de boost total ('P), y los cosellOS 
directores (ne, n<p) con los respectivos ejes. 

2.4. Descripción de Partículas con Espín 1/2 y la 
Derivación Tradicional de la Ecuación de Dirac 

El espacio descrito por los espinores de dos elementos, vistos en la sección (2. 1.2), 
describen partículas con espín 1/ 2. Esa partícula e puede describir independientemeute 
por (1/2, O) Y (0,1/2) donde para pasar de un espacio a otro es necesario aplicar el 
operador de Paridad. Para describir la partícula sin necesidad de pen 'al' en qu spacio 
se esta trabajando, se utiliza el espacio (1/2, O) 8 (O, 1/2) como en la ec uación (3. 17). 
La base del espacio (1/2, O) EB (0,1/2) está dado por U s y V s donde ,<; = ± 1/2. Definimos 
partícula si al aplicar el operador de Paridad un elemento de la base el1 el sistema ele 
reposo y este se manti ne positivo y antipartícula en caso contrario. Bajo esta definición 
de tipo de partícula, n el espacio (1/2, O) EB (O, 1/2), se encuentra que /ls describe a las 
partículas, mientras que Vs a las antipartículas. 
En la sección (2.3) se encontró la representación (1/2, O) 8 (O, 1/2) del Grupo de LorellLz 
que incluye rotaciones y Boost . En adelante se considerará solo al Boost. 
La ecuación de Dirac describe partículas con espín 1/2, la cual se cOllsiderará que tiene 
una masa NI D, una energía E = Po Y un momento p. 
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2.4.1. Ecuación de Dirac como Ecuacione Acoplada de E -
pinores (1/2. O) y (O. 1/2) 

El álgcbra ('Spillorial !lO C'S t <1.11 populnr ('11 los libros d(' 1 ('xl O~ pr()\'i~l O~ para fí~i('o~ 

lludcare~ ~. dc partículas a cxCCpCit'lll de' teoría~ supcrsilllótricH~. EII lu¡.!,ar de' 1 rahajm 
COll L(2. C) (para una tc'orín 110 local) ('s Iwís cO!llún utilizar S'L '(2)u SL "(2)" ('tl.YO~ 

g('ll('rHdore~ ~on Iu " ± i !~. Este grupo. es localnlcn(c isomorfo al ¡.!,l'tlpO O( 1) <jU(' 110 ('~ 
pn'cisalllclltc' el grupo de Lorentz. si no lllld forllla E uclidiaml. .' i lJ ('1111 Jarl2.0. la~ l'<'p!'(''>('ll (1 -

cio!H'S de (ipo (ju. O) (O,.id ~Oll COlllUllCS de los grupos. L(2. Cl y ,S'{ "('2)/( SI "('2)", 
E11 (':,ta ~c('ci()!l, se va a dar Ull reStlllJ('11 de In c!eri \"ación de la (,('tta('iOII dI' Dimc dI' \"ar­
ios libros populCU'('s COtllO (,1 Ryder [l] CO!l el o\)j('t ivo de t('I)('r Ulld cOlllpmHCi('lll ('Oll los 
llH;t ocios pn's('lltados ('Il est a ('sis. 
Para dcscribir par( ÍC'ulas cargada:, '>C USall cspil1o!,('s de la forlllil 

( ,) --) _. ( ( 

ll(,ccsaria para la C'oyarianza de paridad de la eCtlación de' Dime. EIl la ('CtIHCi('l11 ('2.77; JI 

('S ('1 mOl1lel1t () dc la part Í<'ttln. Lo~ ('OJll POI1('llt es dercchos o7? (jJ se' 1 r(lll~fortlla ('OIIlO UIl 

('spinor (l 2. O) ,\' los ('Ompolleutcs izquierdos ó~~Ui) COlllO UI1 spillOl (O. ¡ / 2). d()lId(' In 
rC'lacióll ('011 los C'spillorcs ('!l reposo y d 1300s( ('S 

ojl?(¡J) = exp (15 . .,3) 07/(Cf). ('2.7 1 

07, Uf) exp ( - ~5 . .;) O~I, ((5). (') -(Y ) _. (, 

dondc .,3 p~ ('1 panímet ro c!p rapidez \" 5 SOI1 la~ Illat rices dc Pauli d('fillidas ('11 la~ (,(,tl(1cioll('S 
( l.(j(j ). 

La lI1at riz dd Boost ('11 (' l espacio (1/2. O) e (O. J /2) ilmtrialll (' haj() l'<,jjexi<'lll t 011W Jn 
('orilla 

fl) = ('XP (~O')O)) ('xl' ( -10'/»)) . 
L<t~ l'('ll(tcioll(,~ (:2.,55) ~. (2 .. )0) c!('nlli(']'()!l los ('Spill()rc'~ ('11 n'jloso tal qtlc ó7{(O) 
!)('ro para obtctler C'Olllplct('z es llc('('sario q uc [12] 

dO!lde' ( = ± 1 

• En la :\ot a('ión dI' Ryd('r 

.1, '" (() 1 ")) ,..., / 01 "". . / - ..", . 

('2, () 

.)/i (()) C. 1, . 

('2." 1 ) 



Según Ryder, para derivar la ecuación de Dirac primero se susti t u.\'c la ecuac ión (2.81) y 
se obtiene 

De la ecuaClOne (2.78) y (2.79) se obtiene 

(2. 3) 

Sustituyendo las ecuaciones (2.82) en (2.83) 

(2 . 4) 

El exponencial de las ecuaciones (2.84) puede 'er expandida en series ele potencias y 
considerando las propiedades de las matrices de Pauli se obtiene 

exp(±a· $) = 12 cosh<p ± a· nsinh ¡p. 

definición de y está motivada por la condición de masa 

y la identidad 
cosh2 <p - sinh2 .p = 1 

donde la siguiente parametrización puede ser hecha 

Entonces 

E 
cosh ep = NI

D 

. P 
Slllep = M

D 

_ E1 2 ± a· p 
exp(±O" . f.!) = . 

MD 

, /) 
n =-. 

7J 

Sustituyendo la ecuación (2.87) en (2.84) se obtienen las ecuaciones acopladas 

(E12 + a· f.!)1J2(f.!) - EJ¡ fD 1J~(jJ) = O, 

(E12 - a . p; 1J~(p; - MDE1J2(f.!) = o. 

(2.85) 

(2. G) 

(2. 7) 

(2. ) 

(2 . 9) 

Uno puede acomodar las ecuaciones acopladas (2.88) y (2.89) dentro de llll el matriz como 

(2.90) 
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La ('('llacióll (2.90) SI' Pllrdc l{'('r C'OlllO la ('cu{\ci('>l1 de olida (k Dime d('1 ('-,pacio de r<'pr( ' 

S('ttt (lciólI (1/ 2. O) _ (0.1/2) como 

c\OUc!(' se' usa la llO! élciúll 

1'" - (E. ¡}). 

,T, h (:;'\ _ ~ ( 07((/)) ) '*' /) 1' ) - \¡ .H f) h ( :;'\ . 
() 1, p) 

01>1 clli(,lldo la d('('rtllillélut<, de la ('CllélCi('ltl (2.DI) 

l-lll) ('IlCllrtllra In disl)('rsióu corrccta ('tllr(' la ('tH'rgía .\' tllOlll('!lto ¡;".! _ /, '2 -'1/,/. 
i l"('IlOlllbwttlos 

jJ - ...... I'PII 

('u! ()!]('('S la ('Cl!aci¡')lt 2.~Jl SI' p11edc I"<'('scribir CO!110 

(:2. DI) 

(1.!)1 ) 

(.) () - ) _., .) 

(2.%) 

EIl la 'iguiell! (' S('('C'i()ll SI' prcsC'lltnní a la ('C'l!aciólI ele DireH ( 'OI110 Illla ('()ll-'('CllI'llcia d(' 1;1 
('olldici¡'m dI' "C'olllplel('z" ('1I el espacio (1 / 2. O) ~ (0 .1 / 2). 

2.4.2. Obtención de las Ecuaciones de Dirac para l//¡ y l'/¡ co­
mo Condición de 'Completez" para Todos lo ~ Si telna ' 
lnercialc 

E pinore de Dirac del Boost 

Para obt( ' IH'r los ('spinon's \{Ij~ ele léI ('nmeiútl (2. (7) SI' ('lllpiczall ('(jll los ('spillol't,-, c;Jft' , 

cu (,1 sis! (,l1JéI de reposo [9] [10] [11 ] 

( 2.~)1) 

1 

(.) Il '2,_ un ( :2.!J~ ) 

dOlld(' H \. L uo:-, indican el espacio c!eJ'('(']¡o (') izquicrdo y (,1 sl1jH'rÍlldiec ' "'( ' rdi('['('ll ¡¡ la 
proy('('C'iún dd e-,pÍII sobre el ej(' :::. 



Entones los espinore de Dirac IIJ~ 

(2.99) 

(2.100) 

donde el Boost es el obtenido en la ecuación (2.72) que se puede reescribir en términos de: 
las matrices de Dirac 

B (ff) = cosh ~ + n . ;;l' .. l sinh 'f, 
2 2 

(2. 101 ) 

donde podemos considerar las relacione 

cosh'!!... = J' + 1 
2 2 

. <{J ~-1 s111h- = --
2 2 

(2. 102) 

por lo tanto el Boost es 

(2. 103) 

donde 

1 
N = ---¡=.===== 

J2MD(E + MD) 
E± = E + M D ± P3 , P± = PI ± iP2 . (2.104) 

y los espinores de Dirac toman la forma 

(2. 105 ) 

y para anti partículas 

(2.106) 
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Propiedades de los E pinores IIh UD y l'h (¡I) 

Lo~ e:pillore~ 11 d¡l) y /'/¡ (¡I) ell C'llalq \1 iN marco de refen'llcia SOIl ('ig('ll('~t a el o!" dI' .1 2 

PU('sto que' ~ati~fa(,cll la~ n'IH('io!lC'S 

2 h T) 1 (1 .J \IJ u(/J -=:2 :2 1) \IJ~) (¡I), (:2,107) 

para 

\IJ~')(¡1) = u,,(/T) , /'h ( /}) donde /¡ = ± 1. (2,lOb) 

,'ill ('lllbargo, \IJ})(¡1) !lO ,O!l ('ig(,llcstados elc .f:l' el lllCllOS qu(' (,()ll!'-id(']'('!Il()~ (·1 caso ('sIH'('ial 
dI' la l)(l~(' d(· 1!('li('iclad dOlldc p! = fJ2 = () '2, (,llt OIlC('S 

] ,T, (:;'\ { 1 wj,;(¡}) para \l1t(¡T) = /1 11'2(/J , /'1 2(/) 
':l'l'f)/Ij T'T,h(:;'\ 'I, h(:;'\ (:;'\ ( 

-2""n /} j para ""f)/}j=1l 1¡'2/Jj,I' 12/) 

R('( 'orcl('lllOS qut' el op('rador de paridad etc! úa sol)J'(' los ('spi!I()j'('~ dI' [)im(' ('UIlIO 

para \IJ7)(¡I) = IIh 

para \IJ ~') (¡}) - I'h 
- , 

2 

Es fúcil vcri/;('ar que lo~ espilloJ'('S 11 y /' son ortollot'lllal('s a nt (' In pmida¡] 

donde d<'fill i tl}()~ 

rara la rela('i(íll de (,olllpkt('~ ~(' le(' C0!l10 

¿ (11 h (¡I)TI/¡ (¡I) - /'h (¡})T'h (¡T)) = 1 l 
/¡ 

1 
/¡ - ....... -, 

, ) 

U,IO!)) 

( ~,11(l ) 

U,l J1) 

(:U 12) 

(2,lJ:n 

La ('('ua('ión 2,11 O) lllll(",t ra q l!C \IJ j'} (¡T) t iell(, paridad i nt rÍIl!'-('ca ddi n ida, así q l!(' p()dell.()s 

(,ollstruir pro,vectores sobre ~ub('spa('ios de paridad('s relat i\"iUlll'l1t (' illt rÍIl~('('as, 7í para 
los ('~pirlOn'~ I/,,(¡T) y 7í para los eSpillUI'CS ('¡,(¡T) , 
El pro~'c('t or 7í _ está d<'f;nido como 

JJ/) () J ... : /):1 

" ) I: ",,(¡T)"¡,(¡1) - ~ ( O .\J J) Ji, J~' /);\ 
(2,1 1 1) It. 

E - /}:I .\In () , 
h _JJI) -1' 

- P+ E /):\ O .\1 /1 

2Bajo la cOII<lici<Í1I PI 1'2 () In proy('('ci(íll d('l ('spÍn \' la l!('licidad <1(' la parll<'\lla I i<'IU'\l ('1 Illi~lll() 
:-;igllo, 



mientras que el proyector 7f _ es 

7f_ - - L Vh (p)v h (P) 
h 

( M
D O -(E + P3) 

- p- ) 1 O .~fD -P+ -(E - p:¡) 
2MD -(E - P3) P- M D 

O . 
p, -(E + P3) O JID 

Es fácil ver que 7f + Y 7f _ son proyectores y cumplen con las relaciones es! lindares 

7f 'l!~ (P) { 'l!~(P) para 'l!~(P) = Uh 1 
h = ±-O para 'l!~(P) = Vh 2' 

7f - 'l!~(P) { O para 'l!~(P) = Uh 1 
h = ±-. 

'l!~(P) para 'l!~(P) = Vh 2 

7f+ 
2 

7f+ , 

7f_
2 

7f_, 

7f++ 7f_ 14 . 

(2.115) 

(2.116) 

(2. 117) 

(2.11 ) 

(2.119) 

(2.120) 

La ecuación de onda para los espinores u y v se puede obtener de la condición de complE'tC'z. 
Denotando la diferencia entre 7f + Y 7f _ como 

donde se puede demostrar directamente las identidades 

La forma que tiene D s 

(D - 14)Uh(P) 

(D + 14)Vh(P) 

O 
O 

P­
-(E + P3) 
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O, 

O. 

E +])3 

-P 
O 
O 

(2.121) 

(2. 122) 

(2 .123) 

(2.124) 



dondc las mat rices ~, IJ S011 las matri('es c!e Dimc. 
Por lo t a11t () las ('C'llaC'iolles de omla S{,l'<tll 

dc ¡¡¡d(' 

( - { 
-1 
-1 

para 
para 

\jJ~)(¡}) = ud¡J) 
w~) (¡J) -= ¡'¡,(¡}) 

(,) ¡'r ) _. -) 

1 
" = ........ - . '2 

('2 ,1 '2(¡ ) 

Las ccuaciOlH'" ('2.%) .\' (2.12:» S011 igwdc's. pero fueron c011struidos por dif{'n'lll('s call1illO''. 
La dif('I'C'llC'ia ('" que la ('cuación ('2.125) se oh( 11YO ut ilizando el IlH;tOc!O d(' los proy('ctoJ'('s 
construidos por los espinorcs y la C0111pl('( ('Z el! (1 / 2. O) () (O, 1/ 2) Illic'llt ras (11[(' 1<1 d<'ri\'(l('i('Jll 
del Rvder sc' ren('I'(' al Hcoplamient () de O~I (¡J) y C;)~, (¡}) por el t (>r'llli n() d(' lllasa. \' i ngu 110 d(' 
los dos m6todos 0('1'('('(' 1111 principio ('s])('cifi('o flllHIHIll(,lltal que se' podría lIt ilizar por ()( ras 
simetría. discretas. El! el siguiente' t'Hpít I!lO S(' ofr<\('(' 1111 pril!cipio <111!' S( \ p1ledc' ut ililar 
para otras "illlNría" di"cretas. En dla se obt(,lldrú la (\(,1lélC'iúll dc' Dimc dirct'lélllH'llt(· <1(, 
la ('xigellC'ia de' <jll!' los (\spinores sean eig(,IH'st ados de la Paric!ad. 



Capítulo 3 

Las Matrices , J.L como Operadores de 
las Simetrías Discretas e, P y T de 
Espacio Tiempo 

3.1. Inversión del Espacio (P) 

El operador de Inversión del Espacio representa una reflexión sobre el C'spacio, de tal 
manera que el cuadrivector (xo, Xl, X2, X3) bajo esta operación de simetría cambia como 
(Xo, -Xl, -X2, -X3). 

En la representación de espinores. la representación derecha e izquierda bajo sta opera­
ción de simetría cambia como 

En base a las ecuaciones (2.20), (2 .21), (2.46) Y (2.47) utilizamos 

y los espinores ~Q y ~ó 

6~i 

~2~2 

6~2 

~2~i 

eé Xo + X3, 

e~2 Xo - X3, 

e~2 Xl - 'lX2, 

eé Xl + iX2, 

o 3 
X + X = Xo - X3, 

o 3 
X - X = Xo + X3 

Xl + ix2 = _(Xl + iX2) , 

Xl _ iX2 = _(Xl - iX2) . 
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(3 .1 ) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3 .6) 

(3 .7) 

(3. ) 
(3 .9) 



La ¡td uat'i6Il de' P ~()I)l'(' .¡'Ji !'('slllta ('ll 

p(~I~I) P (.ro J";¡ ) .ro J';¡ - (1~1' (;3. ] ()) 

p(ee) P (.r() - .1":1) .ro .r;¡ - 6.("2' (:3.1 ]) 

P(~,fJ P( -(.1" 1 i.r"2) ) J'I + 1./""2 ee l
. (:U~) 

p(e"2~I) = P( -('/'I - i.I"'2)) = .1"1 - iJ'"2 fiel " . cU:n 
EIlI OIlCC~. bajo la operación el(' ül\"('rsiún del Espa('io. los <'l('ll!('111 o~ d!' I()~ (':-.pillo!"(':-, C(\!ll­
biall COllJO 1 

p~1 (l' 
pe e 

""2' (:U·I) pe el 
"1 " . pe. =- e"2 
"2 <.., 

Ell la [('pr<' ('11 I aciúll (1 '2. O) - ((). 1 :2). :-'1 apliccullOS la o]H'rHci('>I1 d!' paridad ~()1 H"<' Ull 
(':-.pillOr. esl (' :-'(' I rall"forIlIH ('01l10 

U~) _1' 
Ci ) ( 

() () () 

)( 
el 

) 
<.., 

~"2 () () () 1 c2 
<.., (:3.1.-) ) el 1 () O O e. 

" <"'1 
e"2 () () () e. 

<.., <"'2 

d011d(' la IlW! ril.: 

p~ () (;; ~; () ~ ) 
1 () O O 
() () O 

('S la rcpn':-'('Il! aciúll lllat ricial de la OperHCiÚll (](' Sillle'! ría (k [¡}\"( 'rsi(')Jl del E~pa('i(). E!l­

(O!l('(':-'. la im'minllcia bajo la im'crsióll del espncio requiere' e1 doble' (le- lIÚlll<'ro dI' grad()~ 
dt' lihertad llc('('~ario:-. para de:-.cribir par! ÍClllc\s ('Oll e:-.pín 1/ '2. En g('Il<'ral d co-<'''pitlor ('S 

difcrc 'lltC' del ('spinor. es decir 

( - '1 · (:3.11) 

El Op('rador de' Illwr:-.ión del [:-.pacio P cambia la hdicidcv[ dI' U!la pilrl ÍCIIla 

P ((J . ¡T) -+ 5 . ( ¡1) 
E E' 

I Ell ¡!pll{'ral. al aplicar PI o!lnudor P a la;.; rt'prl'~l'llla("i()II(,~ (0.1/2) y (1 / 2. O). ¡¡pan'c€' IllIa fil~(' ('lit n' 
la . ., i'('pJ'('~('nll1('i()II('~. {,:-i d('dr 

dOlldp Op ('~ la fa . ..,!' debido a P. I)Pbido a <¡II(' la r{'pn':-i('lltación ((l. 1/ 2) ;. ( 1/2.!l) e~ la qll<' c¡ullhia 

por pi operador P y la fa;,(' solo illdica q\l(' l'S otro ('\('111('1110 dI' la n'pr(':-i('lIt :!('iúll (·()rr('~polldi('III<· ..... p 

cOIhidl'rant O!' n. 



La helicidad se refiere a la correspondencia entre la dirección de movimiento de la partícu­
la y el sentido de giro de la misma. Si la partícula tiene un sentido de giro en dirección 
del movimiento de la misma, entonces se dice que la partícula tiene una hclicidad posi ti va 
ó h=+l, en caso contrario la partícula tiene una helicidad negativa ó h=-1. Cuando se le 
aplica la inversión del espacio a un sistema y este, salvo una rotación , permallece idéntico 
al sistema inicial se dice que el sistema tiene Paridad. Si no es n 'cesario una rotación 
el sistema tiene Paridad positiva, pero si e necesita una rotación de 1 00 (en el plan ) 
entonces el sistema tiene Paridad negativa, por lo que al operador P también se le COlloce 
como Operador de Paridad. 

3.2. Retorno del Tiempo (T ) 

n procedimiento muy semejante al caso de P se puede realizar para obtener la re­
presentación de T en el espacio (1/ 2, O) e (O, 1/ 2). 

Sustituyendo las ecuaciones (2.46) y (2.47) en (3.19) 

y por lo tanto 

Sustituyendo 

T(xo + X3) = -Xo + X3 = -(~l ~j) , 

T(xo - X3) = -Xo - X3 = -(6~:2) , 

Te ~i , 

Té -6, 
Te ~2 , 

T~2 -~2 . 

é = -~:2' 6=e, 
:2 

~ = ~i 6= -e, 

en Ec. (3.24) y (3 .26), respectivamente, se obtiene 
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(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3 .22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3 .26) 

(3 .27) 

(3 .28) 

(3.29) 

(3.30) 



Por lo t allto el operador T a plicac!o sobre E," y E," ('S 

Te ~ (- i(a:2 )""E."r - (ala:l)n,' !'·E,'. 

TE.ri ~ (-i(a:¡)""E,,)" (a¡a:¡)oj !'·E". 

dOIld(' !,' representa la conjugación cOlupleja !\' [j'. 

C~·:H) 

(:L:~2) 

Ent OlI('('S para la l"('pn':-Imlacióll ( L/2 . O) ~ (D. 1/2) . e] operador T call1bia n los espillon's 
como 

( U~U: ) ( 
() - 1 O O 

HU L O O O 
() O () - 1 
() O 1 O 

el1tolIcCS ('1 operador T es de la forma 

T"-.J I :¡ ¡ . = -;, \ 

donc!(' 

( 
() O 11 1) 

~I O O 1 () ( () -al ). CL3.-) ) = -
O - 1 () () al () 

- 1 O () () 

( U 
O () 

) ~:¡ -
() () () - 1 ( () -a:l ). (:3.:Hi) , -

- 1 O O O () a:¡ 
O 1 () O 

En (':-;ta caso. (,1 operador T aplicado sobre c\lalquier l'epres(,lllacloll. ya :,ca (1/,2. O) 
Ó (0. 1 2) da COlllO resultado otro e]('nl('l1to de ]a lllisllla r('pn's('111 aci('>!!. ('S d('("ir 2 

e I .en 
(., ,\ --" (., . 

Para el caso (k] operador d(' Inwrsióll del Tielllpo S(' r fien' a <¡u(' si 1111 proC(':-IO OClllT(' 

('nt OIlCCS ('S posibl(' (,1 proc('so ill\'('rso al ti(,lllpo, En ot ras palabras. "i llil,' Illl pro('('"O ('!l 

d se' t i('IH' Il!l , ist('lllH inicial ¡\ y COlllO !'('sllltndo se' obticll(, ItIl sisl('nl<l 13, ('1l101l<'('S ('xi,,!(' 

PI proc('so ('11 ('1 que' (,1 sistellla inicial (':-1 13 v ('OIIlO r<'sltltaclo :-1(' oh! if'IH' (,1 sis! ('llW A, ('()Ill() 

por ('je!ll plo cOllsid('['(, d pI'OC('SO 

11 + /J ~ rI 1/,. 

donde' 1), ('S el llcu!rillo d('] ('kctróll, (' ('S el (' Iectnín y u ~' rI SOll los <¡lliIrks mril>a ,\ ' ,¡\Jiljo 

J'('S])(,(, inUll('ll( '. :\ 11lbo:-l proC('SO:-l. t alllo bacia la ([c>!'C'c!ta C()lllO hacin la il.qlli('rda, ...,OIl 

posibles. 

2En 1;1 silll('trÍa T talllhi<;1l hay \lna fas(' (,'JI' y CO!110 ('1 ('W';O d(' P g<'Ilt'l'a 01 ro t'spillol' dt' la IlIi,..lIlil 

1't'!)rC'S('l1ta<'Í<ÍII. Por silllplicidad Sl' cOllsid<'ra \lIla fase' n'al. 



3.3. Reflexión Total (e PT) 

Al realizar la reflexión total, al que llamaremos R T , sobre la I"eprC'scl1( ación (1/ 2, O) el 
cuadrivector cambia como 

R TXII 

RTX ecj = R T(xo12 + T . a) 

-xJ.t 

-(xo12 + 7· a) . 

Sustituyendo las ecuaciones (2.46) y (2.47) en (3.37) obtenemos 

RTee -(e~i ) . 
RTe~2 -(ee) , 
RT~1~2 -(e~2) , 
RTe~i -(~le ) . 

Por lo tanto 

RTe -e, 
RTe -e, 

RT~i ~i 1 

? 
RT~- e · 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3AO) 

(3.4 1) 

(3.42) 

Bajando los indices de ~o como ~i = -~2' ~2 = ~i , permite ele o\)telle'r ('ll lugar de (3A1 ) 
y (3.42) 

o escrito de otra manenl 
RT~o. ::: ~o. . 

RT~ó. ~ -~ci . 

(3 ... 13) 

(3. LJ4 ) 

(3.45) 

Entonces para la representación (1/ 2. O) 8 (0, 1/ 2), el operador RT ca ll1bi<\ <\ los ('spillor('s 
como 

( 
~~ ) ~ ( ~~ ) = ( ~ 
~i -~i O 
~2 -~2 O 

por lo tanto, el operador RT es de' la forma 
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O O 
1 O 
O - 1 
O O 

O ) ( ~I ) O e 
O ~.' 

-1 ~~ 
(3.46) 

(3. LJ7) 



dOllde h = ±1/2. Elltollces 

(:3.,:¡~)) 

(:3. (jO) 

dOllde 1 (1.¡ + rO) ~. 1 (1.¡ - ,0) S011 los provcctores sobre paridades j)osi t i\'as y !lcgat i \ 'as 

respcctivCllllcut ('. 

Trabajel1los con los espinores /l/¡ . A la (,cllacióu (:3 .59) se le apli('a ('1 Boost 

1 () - -'2 B (¡J)(¡ + l¡)u¡JO) = [J (¡J)u¡, (O) 

~ B (P) (¡ll + 1.¡) B 1 (¡J) U ¡,(¡7) = IJ h (¡J). 

El Boost de la c(,llación (2.103) se Pllcdc csnibir como 

.v Sll III H'rso 

(:3.(; 1 ) 

( ') ( .. ) 
.). )_ J 

donde.\' = 1/ j2JJu(E + ¡lID ). Entollces de b ('cI¡acióll (:3.Gl ) tOIllC1!lI<JS el t("l'lllill() di' lH 

izquiprcla y cOllsidcra1ldo que ,°2 = 1.1 

(;3.G 1) 

l"t i lizanclo las reglas de cOIllllutatividacl \. allt icolllllutati\'idad. se ('11('11< ' 11\ lit <¡I[(' 

.;.2 _ l' '1 _ E2 :2 _ Al :2 (J - ¡J"P,/y r - - jJ - J I f) . 

Sustituyendo C11 ( TG~l ) 

B(JT) (ro + 11 )E 1 (¡T) = f + JJf) . 
JIu 

(3.G.) ) 

Entonccs la (,cllación (3 .6.5 ) se sllstitllV(' cn In ecuación (:3.61) \' s(' oht j(']l<'ll la e('\l(H'j('lit 

de DirélC 
p + ¡\JI) 

2.\J
n 

uc(¡T) = uc(¡J) . 

() 1 licn 
(:3. (ji ) 



De la misma manera se hace para los espinores v, y se obtiene 

(p + lvlD)vh = O, (3.6 ) 

donde h = ±1/ 2. Las dos últimas ecuaciones son idéntica a la ecuauon (2.125). De 
aquí se obtiene un resultado importante, los proyectores sobre paridad son idénticos a los 
proyectores construidos por medio de los espinores de Dirac. En (ras palabras 

B(P) L Uh(O)Uh(O)B(P) - l 
h 

1 
B(P) 2 (1.1 + 'l)B(¡J; -1 , (3.69) 

1 
B(P)"2(14 - 'l)B(¡J) -l . (3.70) -B(P) L Vh(O)Vh(O)B(P) - l 

h 

Los proyectores con truidos de los espinores equivalen a los proyectores de la imC'tría, 
discreta P . del espacio- tiempo. y ambos tipos de proyectores son consistentes entre si. 
Esta construcción nos da idea de que se puede construir la ecuación para espinores COll 

paridad C empleando el proyector ~ (1 4 ± i"? K ). 
Comparando con el método de los libros de texto, donde se utiliza el hecho ele conocer 
de antemano los espinore u y v en el sistema de reposo, en el método desarrollado en 
esta tesis la ecuación de Dirac resulta ser una condición invariante de Paridad en todo 
sistemas de referencia. :'\ uestro método revela la propiedad del Espacio-Tiem po como el 
origen de la partícula de Dirac. 
Los cuatro espinores Uh(P) Y Vh(P) constituyen un conjunto completo de grados de liber­
tad invariantes a la Paridad espacial en (1/2, O) e (0,1/2). Entonces, uno puede ver la 
discretización de la paridad P del e pacio- tiempo como el origen de partículas de Dirae. 
~ote que la paridad espacial de los vectores base de (1/2, O) e (0,1/2) pueden ser solo 
reales. Una observación practica es que los bi-espinores con paridad P son conjugados a 
C uno a otro de acuerdo a 

EhCUh(P) = i"?Eh (Uh(P))* , 
EhCV-h(P) = i"?Eh (V-h(P))* , 
-El = 1. 

(3.71) 

(3. 72) 

(3. 73) 

Los proyectores de Paridad obtenidos por medio de espinores y los proyectores analíticos 
son equivalentes. E te no es el caso para la paridad en C . lo cual hace que los espinores 
con paridad C tengan comportamientos diferentes a los espinores con paridad P. 
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Capítulo 4 

Simetría e del Espacio-Tiempo como 
Origen de Partículas de Majorana 

La descripciC)ll dC' [nllliolles neut mies ('S tillO dc los U'ltlas ('( 'ut ml('s elc' la físi('a (,Oll ­
t('lllpOntlH'a uo SOlalll<'llte por espc'ctn('ular el f('Il<ílll<'110 de Os('ilaci(')1l dI' :'\('111 rillo" "illo 
t all1biéll por los campos de norma de los f(,rlll i(lll('S q1le' apan'('('ll ('OlllO ('UlllJliIÜía dI' los 
bO, OlJ('S de' uorma ordiuarias ('ll t('orías sll])('r-simhric(\s. Part ÍC'ula" :'\( '111 ral<,,, "Oll iudis­
t iugllibles d(' sus Clntipart ÍC'ulas y son eigellest ados del Oj)('rador de C()uj1lga('ioll d(' Carga 
(' para partículas ,\' alltipartículas [1:3] [12] [2] [1.')]. 
La ('()lljugaci¡')n de carga se ddiniú ('OlllO lllla dI' las sillletrÍas dis('l'('tas d('1 (' '')lacio t i(,lllj>O 
dOlld(' SI' ('n('on reí ('11 la ('('uncióll (:3..':>:2 ) qtH' para la rej)n's('ula('it'>ll ( 1/ '2. O) ((l. 1/'2, 

( I.l ) 

donde I:! _ - ~. '2. 

:'\ o( (' quc ']"1 ('S ilmuiant (' ante e, Est el ('S la razóll por la q 11(' pu('d(, 11 "ar - para la 
d('scripciúll de' partÍC'l¡]ns llcutmks C01110 ('(11 11 pos derivados dir('('talll('IlI(' de' los l'eqll<'ri­
l11i('lltoS so]¡rc' la sillletrías e ele (1/2 . O) <1 (0,1/2). En la sigl1i('lllf' "f'('('i('>l\ "(' pn's('lItn 
l1ua de<.;ni¡wi('m de [el'lllioucs lH' 111 ralC's ('11 th'l1linos de ('anlpoS cwíUI ico" dI' \ln jor,llla. 
Despl1és oh ('Udn'lllo<,; los call1pos cmíllt i('os dI' \lajorHnil d('sdc I()s r<'(¡t1<'riI11i('1l O" dI' la 
SilllC'tría (' ('11 (1/ 2, O) ~ (0,1 / 2). 

4.1. La Sim tría e y las Partículas de Majorana 

Las parl ículas !l('111 red('s SOll illdisl illgllibl('s d(' SI1S aut ipart.Íclllcls \. ~()ll ('ig('II('SI ados 
dl'l operador de (,olljllgaciún d(' Carga C. La l'('])J'C's('lltaci('>I\ de Lon 'llt ¡ para ]l1l1't í(,llla~ 
11( '11 t raks dI' ('''píll 1 2 (q 11(' s('ráll d('llot ndos por 1JJ';i' ) (ji)) q Jl(' diag()II¡t! i¡¡tll (,1 ()] )('r¡I<!()1' 
dI' COllj llga('ióu de' carga. 

l"lla grall cantidad de libros de' texto introclll('('1I los ('llalro ('SpillOJ'('S ha,,(' d(' Paridad e 



como 

w~i") ( ';ia¿: (h l' ) = ( '~;h ) 
éj = ±1 , o Ej = ±i, h =i, 1, (4.2) 

donde 
. h 

(h = cPL · (4.3) 

viene de la . Los espinores diagonalizan e de acuerdo a 

. [ 'T,h;(Ej)] '" _ ,T,h;(E]) 
Z"(2 '±' M - E j '±' M . ( 4.4) 

Existen dos tipos de espinores con una paridad e real (éj = ± 1) e imaginaria (Ej = ± i), 
en contraste con el operador P , "(0, el cual solo p rmite espinores con paridad espacial 
real. 

4.1.1. Paridades e Reales 

Primero se con truyen las soluciones d paridad e en el si tema de' reposo 

~ (14 ± h2 K ) W~~(±1)(0 ) = W~}±l)(O). 

Se encuentran las siguiente cuatro soluciones en el marco Cartesiano 

WT;(+1)(0 ) = r¡J ( ~1 ) 
M V 111 M 1 ' 

O 

w l;( 1)(0) = r¡J ( ~1 ) /11 V 111 Al O ' 

- 1 

W~(-l)(¡¡ ) = ¡MM ( I ) · W~(-l)(¡¡ ) = ¡MAl ( ] : ) , 

donde Jl/11 será llamado :'1asa de :'1ajorana en adelante. 

4.1.2 . Espinores de Majorana de Normalización C ruzada 

(4 .5) 

(4 .6) 

Una curiosidad ocurre cuando se calculan productos escalares de los espinores ele 
:'Iajorana . En primer lugar , todo los espinores son auto-ortogonales. En segundo lugar, 
los espinores de paridades e son ortogonales. Los productos escalares SOl1 O excepto entre 
los espinores :.1ajorana de paridades opuesta y opuestos valores de h , 

W ~;¡+1\0)W ~~( - 1) (O) = W~;- 1 ) (O)W l~(+ l ) (O) 

W ~;/-1) (0)wU+1) (O) = W~~(+l) (O)w L(-l) (O) 
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2.U/II , 

-2/11/11 , (4. 7) 



doude 

( 1. ) 

Lo:-, (':-,pillon', de :\Iajoralla que se Itl\l('~t rall arriba se' caracteril.¡\I1 por t c'l}('r do:-, \'al()J"('s de' 
J}('licidad Op\l<'S os, Ellos constru,vCll dos espacios illdep('ndi('llte~ di:-,tillto, por ('1 sigilo d(' 

~\l Ilorlllalil.(lción cruzada. Caela sub('spacio cOlltielle IIll ('~pilloJ'('" dI' paridad e po~it in):-; 

negativo. Tall pronto C01110 (,1 prod\lcto ('scalar es im'ariallt(' de Lorellt l.. 1;1 llo!'llIalil.aci('lIl 

<Tllülda ('S la misma para todos los mmcos inerciales. 

4.2. La No Propagación de los Espinores de Paridad 
e 

La (,('\lación d(' lllovimi<'llto ~at isfedm por los espinor('s d(' paridad e ('ll !'ualc¡uH'¡' 
~i" ('Illél illC'!'cial cs obt ('nida aplicalldo so!m' ('('uadón (..J. .. ) ). (,1 [3 0();-,! 

1 
(;h 2 l\') D(¡J) l lJJh. (, ,) (-) \ji" / [] (¡T):2 ( 11 + (ji ) . \1 fJ 1 

[] (1' ) 
1 

\1 ~1l),\1l I (p , l ' . 

V '2,\1.\1 (Po + .11,\1 ) 

B (¡J) -1 
1 

'\ Il(p ,\1 I'Y°). ( l.!» I 

V2'\ / ,\/(]Jo ,\1 \1 ) 

. 'in Plllbargo. SI' PIl('lI('lltra quP ~,II",'2 = -')2 1" por lo tanto 

fl(¡T)CB 1 (¡T) e, ( 1.10) 

('S decir (PI(' (,1 proyector de e ('S indepelldiente d('1 1II011H'llto dc' la pa!'t ÍCI¡]a .\' la ('('lw('i( '1I1 
(,l.D) "(' (,Oll\' iNt e ('Il \lna i(kutidad. 

( 1. 1 1 ) 

P an'('l' ser <¡\le el procedimiento dc' cOllstJ'l1('cióll dI' Illl CCllnpo cWlll ic() ! ¡asado en (' 110 
('S posible. 

Ellt OIlC'('S lo proy('ctorc's p "" ((j) para paridad e n'al 

P ':'( O) - P (/) . ( 1.1:2 ) 

SO!l i Ild('pClldi('llt e, d('1 IllOll1el1t () ,\' apan'nt ('Illl'llt (' los EspillOJ'('S dI' .\ 1 a.imalla !l() propaga 11. 

En la proxillla sc('ci('¡1I ~t' tratc'> (k elllplear los proy<,ctorc:-, (,olhtruid()~ por \1./;,' para 
obt (')1('1' la propagaci(lIl. 

:jO 



4.3. Construcción de Proyectores Mediante \Jf~(Ej) (O) 

En esta sección se empleará el método por la cual se obtuvo la ecuación de Dirac visto 
en la sección (2.4.2) con el fin de construir espinares de Majorana que propagu 11. Cuando 

se usa W~~( E) ) (O) en la con trucción de proyectores (denotado por P(O)) de vectores de 
paridad e, se encuentra que en general son diferentes, a los proyectores analíticos en la 
ecuación (4 .12). consideremos 

P+(O) = _1_ (W -;(-d )(O)W ;(-1)(0) - W ;(,I)(O) W';(- I)(O)) 
2MM M M M !'vi 

P-(O) = -2~¡\[ (W ~(- l ) (O)W~I(+ I ) (O) - W~( -l ) (O)W ~/, I\O)) 

rr+(O) + rr - (O) = 14 (4.13) 

Se puede verificar que P+(O) y P-(O) respectivamente son proyectores sobre los espinares 
de paridad e positivas y negativas, de acuerdo a 

P+(O)Wh(+I)(O) = W~/+ I ) ( O), P' (O) WL(- l )(O) = W A;,(- I) (O) , 

P- (O)w ~/ - I ) (O) = - W ~tl ) (O) , P - (O) WL(-l) (O) = - WL(+I) (O) 

(4.14) 

(4.15) 

Uno esperaría que P±(O) coincidiera con el proyector analít ico n el sistema de reposo 
P - (O) en la ecuación (4.12), sin embargo no es así. 

- h'(± I ) Podemos considerar otros proyectores denotados por rr:I: (O) que actúan sohre W Al soore 
la normalización cruzada posit iva y negativa 

rr (O) = _1_ (W T;('l)(O)W ;(-1)(0) + W ~;(- l ) (O) W T;(- l )( O)) 
2MM Al Al Al A' 

rr - (O) = -2A~M (W~l(- l ) ( O) wt( 1)(0) + W~(- l ) (O) W ~;/, I ) (O)) 

rr+ (O) + rr- (O) = 14 (4.16) 

De acuerdo a la ecuación (4. 7), espinore de normalización cruzada iguales son de pari­
dades opuestas e. Es por esto que los proyectores rr±(O) son en general diferentes de' 
p :I: (O) . Un prueba inmediata y rápida está desarrollado en el marco cartesiano, donde se' 
puede calcular que 

( 4.17) 

mientras que 

P±(O) = ~ (14 =f ir2A) , ( 4. 18) 

donde para espinores con paridad e real 

(4.19) 
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,\' aparf'IlU .. '1ll 'ntc B(p P=({5)B(jJ) 1 \' B(p )II ::' (O)B(ji) 1 ¡[,III d()~ 1'1" .. 1111 ado ... ('~('I\('ial -
1ll('llt (' difen'll ('~ de ('cuC1ciolles no ('O\'nrinllt('~, 
Lo,' proy('ctor('~ rr· (O) se refieren el UWI sillletría dif('rcnt(' fl la qu(' e'~t¡í dada por jJ (()), 

Ln realidad lo~ ('~pillores Il<~ }± 1) SOIl ('spillor('s propios d(' ...,.',,,\ 1, Y por ('~o ulla ('(' 1¿\('IOll 
pll de ~('I' 

( 1. 20 ) 

~il1 Plllhargo ('sta ('('IIa('ión e~ no conuiant(', 

Dicha sillle! ría dis(T('t a ('. ' (\ccid('nt al. 'OlllO regln, los CSpillOJ'('S lil m'!-. ( 11m pl('11 (,O!l \'arias 
('cunciones, p('ro solo lllla de ('llas c!('snib(' la dinúllIic(l correct a, Por ('j('lllplo, lo!-. ('!-.pi!loJ'('!-. 
de Dira(' son espillores propios, IlO solo d(' ~,() , sino tambipn d(' ~," '~, :¡ ,\' ... at i ... fa('('!I la e'( 'lln('iú!I 
!lO ('O\'miant e' 

( 1.:21 ) 

¡)(Iro est o 110 "igninea q\le dlo!-. se' propagll(,ll 110 COllH'llie'lIt e'IlH'lIt (', La úni('n "'lII}(' na 
disCT<'ta del f'spacio ielllpo que se (,olllporta ('()\'ariantel1l(,llt e ('S la j)nridad, 
La silllet ría más ge]}('ral para los ('spi ll or('s de paridad e ('S h:!A dOlld( ' A ('!-. la Illat ril 
<¡Ile S\lstit U,H' la (,oTljllgo('ión ('(}lIIplr./(j {Jctuando sobn la bw;( ('Il cOllsid(']'(lf'Í(')Jl. 

[r ~ A, ( 1.2:2 ) 

correspOll( l ie!l t Cll]('llt (', la~ ('C' I wC'i OIl('S no-co\'arian t ('S lllás g('!l('l'Cl les S()J 1 ('11 t ()I1('('S () l)t ('Ili( las 
COlllO 

,T, ":I' 1 
'" ,\1 /), 

Para paridades e imaginarias ('n el mHrCO Cmt ('SiallO dónde' In forma cI(' la (,ollj l1g(\('iúlI 
compleja ('S 

[r -, "") ( 1.2l) 

o\' la paridad (' se r(,cllIplaza por la "paridad" i 2/,í' El proyector se' asocia COl! In úl 11111\ 

simetría es tUlH sillletría discreta d('\[J~~} ± I )( {) ) ('11 (,1 marco C'nrt('siaJlo pero 110 ('S tilla 
si 111('t ría de t i(,lllpO espacial. la cllal se Ice 

( 1.2,») 

( I.:2G ) 

CjlH' da lIgar el otra ('('Ilación !lO-('O\-CU'iallt(' d(' lo, spillores (', ,\' 1111(\ \ ' ('1 Illit:.. prodtl('iní tlll 
('alllpo ClUlllt ico no-local. L" II ej(,lllplo ('xtCllSO cs 1(\ base de 1l('licidad 

\ .\1:; ( 
11 ,) ) (,oS;¡ ( 1..._ 

si!l ~(~l'; 2 ' ( 

- si!l ~( 1; '2 
1/- • 1 2 ('os ... ( • ) , 

( 1.:2/ ) 



donde el funcionamiento de la conjugación con pleja toma la forma 

(

e+i<P o o 
o e -i.p o 

[ ]* ---1 A := O O e+iep 

O O O 

( 4.28) 

La ecuación no-covariante, de espinores e puramente imaginarios en el marco del helicioad 
s obtiene entonces como 

( 4.29) 

Esta ecuación no-covariante se ha defendido en la Ref. [12] (el módulo en la referencia SC' 
diferencia en la definición de e = /2 K). 
Debido a la simetría entre <p1, y <Pi. 

hay una opción mas para representar la conjugación compleja, se sabe quc 

. - (O') A) 
[ ]. ------ A = A':: 1 O

2 
' 

y para obtener una ecuación más no-covariante como 

((p + lvIM , o)¡oÍ/2A,o(p + MM/O) ::¡: 2MM (Po + MM)) 'lI~~(±i) un = O. 

na opción diferente para la helicidad en [14] 

epR(O) = V/lh/ ( .cos~ . ) epR(O ) = V.~IA1 (-Sill~ C-i.p ) , 
S111 ~ e -r-ti¡) , ('os Q 

2 2 

( 4.30) 

( 4.31) 

(4.32) 

( 4.33) 

la conjugación compleja toma dos formas diferentes incluso dependienoo oC' la helicioad ele 
ep~(O) en la Ecuación (4.2) . En este último espacio lo se encuentran dos las ecuaciollC's 
diferente non-local del espinor C. 

( 4.34) 

Al parecer, además de las ecuaciones anteriores (4.26), (4.29), (4.31), Y (4.34) , uno puc'ele 
generar el infinito el número ecuaciones no-locales a través de los cambios oc la hase. 
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4.4. Con trucción de Espinores de Majorana que 
Propagan Covariantemente 

E11 c~ta 'i('('ciúll !--(' d('~arrolla la idl'a [1:3] dl' COIlIO tratar la nll'i( ' IH'ia d(' propagaci(íIl d(' 
lo.., ('spillorC'!-- de :"IajorctnCl C'!l el espacio (1/ :2, ()) , (0, 1/ 2) obs('l'\,(lda!-- arriba, Lo:-. l':-.pill()l!'''' 
dl' :\lajonuHI d('scri t a:-. por la ('CllclCi()1l ( l.G ) !--O!l t ah>~ q uc el o!H'rador d(' Paridad, ~ (), ..,i n'(' 
como "trall!--fol'lllitcióll" cntrc lo!-- ('!--pillores d(' \lajorann elc opuesta paridad e ~' ()pll('~ta 
hdicidad d(' 10:-' espinorc~ <P~~ (()), de HCl I('relo a 

"\ illJ! '\) 4 1) (O) 

,,\() IJ!\') I)(()) 

,,\() IJ! ,'\'; I)( ()) = 

~.n IJ! '\'; . 1) (()) 

'1<,' 1) (()) , 

\[J '\:,' • 1) ((J) , 

- \fJ\t1l(0) , 

\fJ '\'! 1) (O) , ( l.:~,-» ) 

Est a o\)st'rvilci(')ll forma di rcct HnH'llt e lIna 111 1('\'(\ silllct ría e11 (':-' ('S ¡¡a(,lo lllil:-. gra lld(' d(' 
dim(,ll"iollc:-, ('''pi l1< ll'ial('s, La llll<'\'¡l simetría ('st el asociada COl! lo, pr()\'('('t ()J'('''' ('Il (,1 IU¡ll ('() 
(!<- reposo el('1 tipo 

( I.:W ) 

ahora <!('filli('llelo (,1 operador de Conjugacióll de C'mga cn estl' (':-'jl(\('io ('OIllO 

e 

~' lUlO i Ullll'<! iat cUIH'Ut (' CllCUC11t ra q u(' 

1. los ('spinorl's t iellCll una paridad e bie!l ddi nida, 

2, ('1 o!H'rador C (,Ollllluta ('ou r.-=(()), 

,'(' usa la lllW\'a simctrÍa discreta para la coustrtlc('iún dI' pro,\'('('tO!'('!-- ('()\'arialll(', lit ili¡alldo 
¡,- (O) él tfélIl:-.forIllHciollC!-- ..,illlilarcs para el 13()()~t 

~ (1" :2 ( 

() l 

n (/I ~()[](¡i) l 
B(¡i)",/ BU}) 1) )) ( IJ! \/(_ 11)) (1);) (\fJ ~/ l (¡i) ) 

, 1" ( I.:~ ,) 
() l \{l .\! (/); '1' \/ (/1 

D('bido a q tIC' B ( /1 ~ 1) I3 (¡T) l = ji O I,\/. el Bo()st S(' puede l'('('!--(Ti \¡ir ('OlllO 

;J·l 



y finalmente esta última ecuación se puede escribir de la forma 

( 4.40) 

similármente uno encuentra que 

(4.41) 

La ecuaciones (4.40) Y (4.41) son equivalentes a la siguiente ecuación 

( 4.42) 

El término de masa tiene precisamente la estructura del término de masa de \lajorallcl 
en la ecuación (1.6). El e tudio de este trabajo demostró como el término de ma 'a ele 
:"lajorana se origina naturalmente de la simetría e del Espacio Tiempo, cumpliendo de 
esta manera el objetivo de la tesis. 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

• Las llla( ri('e~ d(' Dirac son pnlllc'uullell( (' opcradores el<- la~ ~ill}('t rÍa~ di~<T('t n~ P. ( , 
:-. T de'l ('.!>(\cio 1 i('mpo ante's de d('finir el termino cil1et ico ('11 la I':clli\cie'lll de' Dim(. 

• Lo. op('radon'~ de ~i mct ría dis(Tct a c. P .\' PTC ddi 11('11 la~ ('CU¡Wl()1 1(''' e k lll()\'i Illi('I1-
lo para las part Í<'ulas n('ut rale~ cou UIlCl paridad C. pnrt ÍCl da~ ("i\rgada~ COI1 \lila j>a ri . 
dad ('~pa('ial. y filtalmente partículas COll UllH bU('lla paridad PTC . r<'''P('("\ i\'aJl1<'III('. 
Los o]H'rado["('s T. PT .\' CT no se pu('den diagonal izar ('11 d ('~p¡\ci() d('1 lllOll\('llt (). 
por lo (an( () las SilllC( rías T. PT. CT :- ' e P se puedel1 COIlS! mil" ('XC 111~i \';1I11<'II! (' 
CO!110 ('~tados CWtut icos. 

• El opcrador d(' Paridad P. ('S lél Silll('\ ría escogida por la ua! m;Ii('/i\ por "('l" úuic() 
operador ele una 'iimctrÍa dis(Te! a que t iCllC una l"('prcs('llt aciúll c()\'¡\riallt (' ('11 t ()d() 
los si~t(,l1Ja~ iHcrciales lo ctw' r('sul! a ('U la ('cuacióll (k Dirac. La~ ('C1Ia("jOI1<'" d(' 
1ll00'i Illi('nt o rdH(" iOllaelo~ COH las o( ras simc! rías el i~(Tet a~ "oU pri Ilci pal! 1l('11 t (' 110 

conlriant es. 

• [as «("I/a('iol/( . ., no ('()('urianf(s (n la S('('('/ón 4.2 rrfi7'l(' l/do,,( al O!)(I"IIr!O,. e .' .. 0/1 1/1/ 

nrt (fa el o a 1/ 1 ( lu i 111 pos I b di dad el (' 1 (' 1/ (',. 1/ na rCj) ,.c.' (' 11 1 (J (" ¡/O fI 11 /(J 1 /"1 ( /(/ I rf ( lo () /)( I"(/(' lO 1/ 

de (,olljllgof'/ón COlllplejO. Esta {'S UlI;\ observación origillal 1H'c!la e'll ('sla In l('"is. 

• Para (kscri bir llllH propagacióll ('()\'CU'iaIlte ele CSpillO[('~ (k :.. [ajora lla tlll() debe' ('S 

tlldiar COIllO aClüa rl oprrac!or de paridad ('U cstc ('~paci(). I() <¡tI<' lIO!-o II{'\'¡¡ clirc'( ­
talll('lltl' al t(;rmi!l() de' lllasa de :"[ajorana ( \"{;a:-;(' sc("("iúu 1.1 ). Dicho ('110 ra:-. pala-

bra~. 1(\ propagaciúll cO\,("lriall!C de Ull ('spiuor de :"lajorallél W/;¡' (1) !"('<[lli('n' cI(' llll 
("Olllj)¡\llCro. Por ('s! () ('~ !lccrsario dllplicar el espacio dO!lde 10:-" e'~pill()rc'!-o ("()!II() ftl<' 
d('..,crito por la~ Ecuaciones ( 1. :3,)) .\' ( 1. :36). La ('cllacióll d(' Illo\"illlie'llto <¡tI(' ("lI!llpl('11 
los ('~pillor('S debi("os elc :"lajorallCl SOll ( .. 1. cJ.2) .\' ('1 ! rnllillo de lllaS;\ !lO ('" diagollal 
C0l!10 ('!l ('1 ca~o de Dirae. sino es diagonal ill\'{'rl ida . . \' por lo tallto ('" Illl te"rlllill() 
de masa tipo :"]ajorarlH. 
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e Symmetry of Space Time as Origin of Majorana Particles 
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Recibido el de de : aceptado el de de 

Derivamos directamente de la simetrla C del espacio-tiempo de Lorentz un campo de Majorana con un 1 rmino de masa de Majorana 
antisimetrico puramente imaginario no estandar y estudiamos algunas aplicaciones. 

Descriptores: eutrinos de Majorana, gauginos 

We derive directly from ¡he e symmetry of Lorentzian space-time a Majorana ficld with a non-standard pure-imaginary antisymmctnc 
Majorana mass term and study some applications. 

Keywords: Majorana neutrino. gaugino 

PACS: ¡l.3D.Er. ¡4.6D.St 

1. e invariant quantum sta tes ad hoc 

The description of Majorana fermions is one of the cen­
tral topics of con temporary physics not only because of the 
spectacular phenomena of neutrino-oscillation or neutrino­
less double beta decay, (Ov(3(3 ), but also beca use of the truly 
neutral fermion gauge fields (gauginos) predicted to appear 
as companions to ordi nary gauge bosons in supersymmetric 
theories. From formal point of view, Majorana particles are 
treated in the textbooks differently but Dirac particles. While 
the Dirac field is systematically derived from the P symmetry 
of Lorentzian space time, Majorana particles are composed 
ad ILOC at the quantum field leve!. The most prominent e in­
variant quantum states are those exploited in the description 
of neutrino oscillations, constructed as 

v uh(p)at(p) e- ip
·
x 10) , 

v e Uh(P) bt(p) e- i p
.x 10) , 

1 
VL / R 2(1 4 ±')'5)V, 

v 'i / R ~(14 ± ')'5 )V
C 

, (1) 

where uh (]J)a; (p )IO) and uh (p) bt (p )IO) are in turn the 
Dirac particle and anti-particle states of mo mentum p and 
spin-projection h =i / J.. T he neutrino spinors VL and v'k 
are the so ca lled "electroweak active", whil e VR, and v~ are 
the "electroweak sterile" ones. The e parity sta tes in Eq. (1) 
underly neutrino oscillation data ana lysis and are frequently 
referred to as Majorana spinors. T hey satisfy the following 
system of two Dirac equations coupled by the Majorana mass 
lerm 

( 
P-lIID 
-MAl 

-MM 
P-MD 

O. (2) 

Equati on (2) is the Dirac equation for one neutrino genera­
ti on. It has as two limiting cases the vanishing D irac mass, 

!v! D = O, and the vanishing Majorana mass, "ft.f = O. re­
spectively. The quantum sta tes (1) belong 10 the so called 

Dirac-Majorana fields, 'ljJ g~)1 (.r), which are e invariant and 
constructed as the following combi nations of the Dirac quan­
tum fie ld , 1/JD(X), and its anti-partilce conjugate, 'l/; 'í>(:r ), 

(,,) ( ) 
I¡J DM X 

eol.( " ) (x) - f .01.« , ) (x) 
'P DM - J 'P DM , 

El = -f2 = 1, or, 

~ (¡f; D(:t) + (: 'l//;) (.r )) 

e = i')'2]{ , K = [ ]* , 

El = -(2 = i. (3) 

To obtai n 1¡!o (x) one interchange~ a t:! b in 'lfJo (.r) 121. 

¿ (Uh(jJ) bh(jJ)(' 'p·.r 

h 

The one neutrino-anti-neutrino generation, rolu7n1l (v , 1/) , 
in Eq. (2) is then described by means of the Dirac-Majorana 
Lagrangian which is cast into the following matrix form IJI 

LDM (x) 

01.(" ) 
'P( 8 ) = 

+ (5) 

a field with one-storey "wave functions", and lwo-:-.torey 
creation/annihilation operators. The diagonal pan of the 



2 \1 KIRCHBACH . e CO\l!I'[;A '\ ·JASSO. L Ll IS · .... ORIU;,\ 

ma ... ~ matrix 1, lhe ... tandard Dirac mass lerm. \Ve here call 
~tandard- and non-!>tandard :v1ajorana mas!> lerm!> lhe ones 
corre~ponding to (1 = 1. and (1 i. respeclivel)'. We fur­
lher nOlice lhal lhe malnx oenning lhe Majorana mass lerm 

can equally well be viewed as a melric in lhe v~~~)k) spac¡; 
according to 

(1 1 1 ) 
() 1 • 

(6) 

and wrile do\\ n lhc Lagranglan fm .\ {IJ = O as 

- ( - .\1.\1 11 
1."" (J' ) 

(j i f! 

Once having cast lhe Lagrangians IntO lhal form allows lo 
search for neld sol ulion!> beyond Eq. (5) and of lhe (gcneric) 
form 

L '\k ¡))d d ¡J)( - 'I'.T 
1.-

(Jdíi) d¡ (¡) ){ '/'.T) , (8) 

Ilere dI ' is a properly chosen phase volume. lhe index k en­
codes in a proper \\a} the required eighl degrees nf freedom. 
d,: (¡l). and d" (/)) are in lUrn creallOn and annihilalion oper­
alor~ of one neutnno general ion. \\ hile >.~. (p ). and PI.- (fJ ) are 
the associaled "wa\,e funcllom;·. Our goal here is LO derive 

YSlematicall) >'d¡)) . ano P¡..(I)) from lhe disnele e :--ym­
metry nf ... pace time. Compared lO Eq. (5). we expect Feyn­
man dlagram rules ror (Jk (¡))-. and Ak ( /) ). follo\\ ing fmm 
vp,)(X) III Eq. ( ) LO be more wmfortable in calculalions of 
traces cnlering cms~ sectinns. 

2. Local quantum fields for one neutrino-anti­
neutrino generation 

2,1. Rcstivc e paritics 

The e In\ariant LorenlZ repre!>entalions for spin-112 (lhey 
will be denOled b) IJ¡':/' J (/1 ) in lhe following) diagonalizc 
lhe charge-conjugalion operalor. 

• 1, " ('J)(-) 
( ) '1' \/ JI. (9) 

Th¡; eXlslence 01 lWO 1) pe!> of e imariant Lorenl/ 
represenlatioll'. \,\!lh real. (1) = :1: 1). and imaginar)'. (c) _ 

i) C panlle:-.. conlrasls lhe case of lhe P operalor. -'o . \,\ hich 
allow!> only ror real ,palial paril) splllors. We tirsl con:-.lrucl 
resl-Irame e panties as 

ano tino as possible solulion, III lhe CJrte'lan trame lhe tour 
SplllorS 

= \/" ( i' ) 
/.\1 " ( 

((;)1~) ( 11 ) 

The basi, ,pinor, \fI'~/ ' (O) re:-.ull tmm lh¡; more general 
fmm given. among olher'. in Re!. 1:21. as \\e11 as in Ref. 1:\1 

( 
.. . " l . 

) ( '~. " ) IJ¡" .(I J ) ()la:.n<''' J 
\1 

(" " 
{)=±l. or ( - / , /¡ 1- ( 12) ) 

'pinor ((). and clHo,pinor ( ') are oeflneo a:-. 111 

( 

( 1.\) 

ano (ia'2),) (,) is lhe Le\-l ·(' I\,I(;\ ,ymhol \\hl<:h plays lhe 
role of melric in lhe ,'iL(2. e) Splllllr ,pace. The equatulIl 
01' mol ion ~ati~ned by lhe e panl) ~pinor~ In an) InertIaI 
frame i~ no\,\ obtained in :-.ubjeellng hl (10) In lhe IOrl:nl/lan 
boo~t. 

", " "} (-) 
'f' \/ //. 

[3 (¡)) 

To ones greal ~urprise. due lO -'/'-':'? -.'2-/:' lhe hoo~leU (' 
operalm lurn~ out lo be 11/0111('11111111 il/cI/'!'CIIlICI/I. 

IJ (¡1) 1'Y'2 ld3 (/1 / 2 1\ . ( 15) 

ano /(lellliclIl 10 Ihe /'('11 ¡mili/' (' !WI/I\ of1emlOr. Thl~ ap­
parenlly conlrasts lhe ca~e 01' lhe re~l frame pam) operalor. 
p 'o . lhal upon boo~ling pro\ Ide~ lhe I..lIlellC lerm 01 lhe 
Dime equalion . 

/1' , 
IJ (/)) -'o [3 (¡1) 1 - - ( 1 (l) 

/11 

II ~eem~ lhal lhe conslruclion pmceoure nf a (' ha~ed ((l\ ~111-
anl local quanlum licld com¡;, here lo a SIOp, \Ve empha ­
si/¡; on com/'llllll. and local. heeau,e 1I \lIle I~ \\ ¡JllIlg 111 en 
lertain non-loca l quanlUm nelds haseu un lhe non-cmallanl 
\V':/' JI (/1) propagalion. (lne can ha\e a plelllluue 01' lh¡;1ll In 
consioering in place 01' C mlSceIlaneuu, ul',crele ~) mmelne,. 
I-'or example. lhe real e paril) ~plll\lr\ ar¡; S1ml1ltaneoll~l)' 
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1511 invariant and B (p) &(14 =r= 1511 )B- I (p) iIJ ~/±l) (p) = 
iIJ ~/± l\p), would be such an equation.1In general, e pari­
ties satisfy non-covariant equations of the type, 

B(P) ~(14 +if.jl2A)B- 1(p) iIJ ';:/") (p) = iIJ ~('))(p) , 
(17) 

where A is the matrix that mimics complex conjugation in 
the basis of choice ar resto To be specific , let us consider 
imaginaryC pariry in the helicity frame, where 

Here, the operation of complex conjugarion of iIJ~( -i) (O) 
takes rhe form K -t A :=Diag (e+ iy , e-i<p, e+i<p, e-i<P). In­

serti on of rhe latter expression into Eq . (14) and accounting 

for commutativity between '0 and A allows to obrain the fol ­
lowing frame dependent wave equarion reponed in Ref. [5]: 

w here A = 12 A, and we used "m" as a generic mass norion 
in place of l'vIM . In effecr, as long as rhere is no universal ma­
trix representati on for the operarion of complex conjugarion, 
one encounters infinite number of non-covariant equations 
corresponding to infinite number of frames relared to each 
orher by simi lariry transformations. We here take the position 
that such frames can nor be interprered as preferred frames in 
the Universe as occasionally done in the lirerature [5]. Non­
loca l quantum sta tes based upon non-covariant propagating 
Lorentz representations are in our opinion unphysical. 

2.2. Taming e parity a nd two-storey spinors 

In order to resolve rhe dilemma of srati c e propagators, we 
here for the sake of concreteness focu on imaginary e par­
iry spinors and norice rhat spatial pariry, the only covariant 
discrete symmerry, ladders between e parities according to 
,o iIJ 1)i)(0) = _ i iIJ ;.)i) (O), lO iIJ;.~(i)(O) = i iIJ f,)i )(O), etc, 

and creares a new discrete symmetry. This allows one to ob­
tai n covariant wave equation in rwo-storey spaces of the rype 

( 
0,1 -iB(pb

04
0 B (P) - 1 ) A(j5) = A(p) , 

iB(pbo B (p)-l 

1 Notice thal also the Dirac Uh (p ) (or. Vh (p )) spinors can sal­
isry non-covariam equations. Suffices to recall thal they are also eigen­
spi nors 10. for example. 7573 and therefore solutions ro B (p )~(14 ± 
'Y51'3) B - 1(p )Uh(P) = Uh(P). Free spinor always salisfy a variery of 
occasionally non-covarianl differential equations. It is the dynamics thal 
selecls lhe relevanl one in according 10 data . As long as data require co­
variance and the only covarianl discrele symmetry in spinor space is parily. 
the wave equations for spinors of other di screle parities need ro be obtained 
from the action of 70 upon them. 

In substiruring for B (p boB (in - I = IU == ..É... results in 
111, 1n 

) ( O. 
i.'\1Af 1.1 

P 
( 18) 

This is a Dirac Ii ke eq uation for a two-storey sp inor. lt differs 
from Eq. (2) through the non-standard Majorana mass ter m 

) 

which is pure imaginary and anti -symmetric. ln nullifyi ng 
. the dererminanr of the larter equation one obtains the standard 
time-like energy momenrum di spersion relati on, 7;2 - MF., = 
O, and proves thar such a mass term does not imply aca usal 
spinor propagation. These spi nors are self-orrhogonal, 
y,h;(±i)( _ ) .T. h' (±i)( _ ) O d l ' d d' 'i'!vI P 'i' M p = ,an cross-norma Ize accor Ing 

y,h ;(±i)( _)'T, - h;(±i)( _ ) ±2"1 (.1: .1:) ( to, 'i' M P 'i' M P = . 1,1> M Ull t - ull ~ prop-
erties referred to as bi-orthogonality in Ref. 131). We here 
notice rhat (i) self-onhogona lity describes the limiting cu!>e 
of a vanishing Dirac mass term , (i i) cross-normalization cor-

O, responds to a non-vanishing Majorana-mass term , and con­

elude thar fields based on top of iIJ ~/()) (p) wi ll describe 

rhe limiting case of apure M ajorana field. Though the cou­
pled equarions (18) have been noticed (up ro nota tional dif­
ferences) already in Ref. [61, the identificarions of the mass 
terms has not been established there. 

We now introduce the following complete set of two-storey 
spinors corresponding to Eqs. ( 18) 

:\ ~ (p ) ( uHUi) =r= iuL(j5)c 
ufUi) =r= itJ(py ), 

.\ ; (p ) ( u H(j5) =r= iuL(py 
Ui~( 7J) =r= iU}(P)C ), 

A3(p) ( u!l (jI) =r= i u{ un e 

- ui7(p ) ± iut(p)C ), 
.\ ~ (p ) ( vfl.(p ) =r= iu"(pY .j. ~ 

- u!? (p ) ± i uf: (p y ), ( 19) 

with T = ± . In defining now ~ k(p ) as 

A T ( - )r (i) 
Hk]J 8 , (20) 

allows for rhe construction 01' an orthogonal basis in Lhe re-

Rev. Mex. Fís. 48 (6) (2003) ??')-')?? 
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cenlly del>igned l\\-o- ~lorey ~pace a~ 

.\ ~(jJ). \ ;Ui) = ~ 1 \1\1. T -= -1-

T 

j = 1.·1: 

j = 2.3: 

_\;(jJ).\ ;(jJ) =. - L\h,. T +. J.. = 2.:3: 

T = k = 1. -1 ' 

-' , . k -:j; l. (~I) 

Equalion (21) shov. ~ lhal lhe ~pace under consideralion con­

lains equal numbers 01' rnutually orthogonal spinors 01' real 
posilive- . and nI' real negalive norms. much alike Ihe Dirac 
!>pace. Thi), ad\amage ali<m\ I'or a canonical quanlizalion tÍ 

la Dirac \\-hen imroducing lhe local l.', (J' ) neld operalOr a~ 

4 '(H) (,1') J i/\-[ L . \ ~ ( J3') d~ (ji) (' l l»·r 

J 1.1 " .) :?:l 

L . \~ (¡)) d ~ (fi)(II'J'].cm 
, - k 2,:1 k 1 I 

Here. dI - i~ Ihe appropriale phase volume, This local quan­
lum field IS huilt on IOp 01' Lorentzian e paril} repre~enla ­

tiom. and de~cribes one Majorana-neulrino generation. In 
thl \\-ay \H: derivcd a lrul) neutral local ,>pin-1J:2 tield di­
rectly from (' Imariant Lorentz repre~entaliom •. As long a~ 
above neld, are elghl-dimen~ional copie~ of Ihe Dirac neld. 
the Feynman diagram rules will be the eighl-dimensional ver­
sion of lhe rules valid for lhe .,tandard Dlmc .,pinors and can 
be exploited In ealculalion, nI' crms-seclions. 

A decompo'llion nI' lhe textbook e parily spinors in Eq. ( 12) 
into Dirac spmor, lal..e), one to a further surprise. 11 lurns 
out that th o~e are not the most economic e invariant com­
binations 01' Dirac u and /' spinors a ... lhe} are ,uperposi ­
tion), 01' t\\-o :-.maller e mvanam ~pinors of oppmite ),pin­
projection!'.lhcllcilie, accordlng lO 

,T, ',( +,) ( ) 
'+'\1 P 1 ( r 2 (u- - iu,) / (u, + i<l) , (23) 

ele. As a con ... equence, lhe quantum ),lale~. 

(~4) 

are 01' unspecined ~pin - projeclions (helici lies). Ilo\\-ever. 
aboye conducl onl} reAecl\ independence 01' e parily 01' spin ­
projeclion. and i~ nOl MaJorana neulrino ~pecinc a~ elaimed 

1. S bpoSIl().~UO\OClmCnlOB lI1.1.w911996): 
. Espo'llo. and '\ . Tancrcdl, Eur. Phys, J. C.J. 221 ( 199 ): 

S. ESrxlSllll. Inl J. \1od Phy" A 13,5023 ( 199 ). 

2. :vI . E. Pes"ln, and D. " Schroeder. 111/ II/Irodl/cliol/ lO (jl/UI/ 

11/11/ ¡'-idd IIzeorv( West\lcw Prc%. :--:.Y. 1995) pp. 68-76. 

3. o V. Ahlu\\alIa. 1m. J \1od. Phy\. Al 1. I 5 ( 1996). 

4. J. IIladl", Sl'il/or.\ ill 1'ltlllCl ( pnngcr- Verlag, :\. y.. 1999). 

in Re!". [.J[, bul avoidable, a facI airead)' manlfe~1 In Eq~ . (1), 

(5) above. One could have ~Iarted fmm lhe \ ery beg.inning 
\\ ilh lhe ),maller !>ingle-helicil) MaJorana !--plnor~ and con­
~lrucled a local quanlum neld (In lllp nf 

( 
1If¡ + ¡'J Ilh) -
( . ") dlll,.,.(Ji). IJ 

T IIJ¡ - IIJ 1If¡ 
l. T - ± 1. (~5) 

110\\ e\er. lhis peculiarit) ha' no Imracl onlo ph: \Ical ob"cn­
able~ ~uch like width~ and ero,~ ~cellon, . I ndeed, 111 Ref. [7/ 
we calculated that trace" including two-store) ']11 n 01'" 01 un ­
~pecified /¡ label alway~ reduce lo "tandard Dirae trace:-- In­

cluding Ilh '( ¡J ) ~pinor" nI' \~ell dcfined Ir'. ~olice, finally. 
thal al~o P p::trity doe~ nOl dl,,11l1gul\h hCl\\een" and Ir, and 

one can \\-rite Ihe Dirac equalion a\ (/1 /1/)( 11" 11,,) O. 
Thal one favors the well 1.. n 0\\ n "Ingle helzcll) \er\IOIl 1\ nOl 
a con~equencc 01' parity but a lrihute to angular mOIncntum 
con"ervation. 

3. Summary and Oiscussion 

The meril of our wml.. a\ \Ve ~ee 11 l' lo ha\e ( i ) re\cakd 
exi~tence 01' cilher real. or, Imaginar: (' raril) krmlon,. (11) 
~ht)\\ n how to derivc pure MaJorana locol qualllum held\ 

lrom fir~l principle\ on space ti mc !--) mmetne~, cxplolling 
covariant. parity ba\ed di ... crete ~ymmelne~ in eighl ~plnorial 

dimen"ions. (iii) argued llon -ph)\IL'alll) 01' non-local lheo 
rie~ a~ anifact of a lalking uni\er~al malJ"i\ rerre"enlatlon 01' 
complex conjugation. (iv) ob\encd lhat lhe rO\"lhk 1I1dcf ­

initene~~ 01' the " lahcl (due lO hclIl.'ll) 1I1dercndence (l f (' 
parily) dnes nOl sho\\- up in lhe rhy\Il.'~ ob~enahle\ \uch a, 
width" and cross-section\. In Ref. [7 [ \\ e fUrlher ... hO\\ cd that 
unpolarized heta deca)" do 11(\1 dl\11l1gul ... h belv.cen Dlral.' 
and Majorana field .... In polari/ed "'Ingle -1 dcca:\. lhe non­
slandard Majorana ma ... :-- terrn Idl a lootrnnt 111 triggenng the 
drop out of lhe neulrino ma~~ fmm lhe lrace. 
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Abstract. We construct and apply to (3 decays a truly neutral local quantum field that is entirely hfL~ed 
upon momentum space Majorana spinors. We make the observation that theory with momentum spacc Ma­
jorana spinors of real e parities is equivalent to Dirac's theory. For imaginary e parities, thc ncutrino mass 
can drop out from the single-{3 decay trace and reappear in Ov{3{3, a curious and in principIe experimellt.ally 
testable signature for a non-trivial impact of Majorana framework in polarization expcriments. 

PAes . ll.30.Er Charge conjugation, parity, time reversal, and ot her discrete symm tries - 14.60.St Non­
standarcl-model neutrinos, right-handed neutrinos, etc. 

1 Introduction 

The theory of truly neutral fermions is based upon quan­
tum fields that are e eigenstates. In the convention of 
ref. [1] the charge conjugation operator reads 

(1) 

with f{ standing for the operation of complex conjugation. 
The calculllS of widest use for neutral spin-(1/2) fermions 
is based Ilpon a field that is the sum, 

VM(X) = ~ (Yio(x) + Yio(xn , (2) 

of a Dirac quantum field, tlio(x), and its charge-conjugate, 
Yio(x)C, [2-4]. This so-called Majorana quantum field (de­
noted by VM(X)) i given by 

vrvt(x) = J 2Po~;:)3/2 L [uh( p )ah( p)e- iPX 

h 

+Vh(p) [A at(p)] e'P'x] , 
1 

ah( p) = J2 (bh( p ) + dt(p)) , (3) 

where h =i.l labels spin projection, bh(p), and dt(p) are 
in turn fermion annihi lation and anti-fermion creation op­
erators. The Majorana quantum field constructed in this 
way is of real positive e parity, 

(4) 

.. e-mail: mariana(l)ifisica.uaslp.mx 

A comment on A is in order, the free phase factor in tl1(' 
defil it ion of at(p) in eq. (3). It is known as th crcatwlI 
phase jactor, was introduced in [5], ami secures tllat tll(' 
phase freedom one has in th choice of the one-part ic lr 
states does not how up in the observabl 5, in particular, 
does not change the e parity of VM(X). lt is a lso llseful in 
the construction of a real mixing matrix. 

Charged particl e currents , 

in conta ining the term, bt(p)Uh(p)-y'-'dt, (P)Uh'(P), a ll ow 
the lepton number to change by two units, IL1L = 21, 
and account for the neutrinoless double-{3 decay, Ov,Br-J, a 
process in which we are particularly interestcd here. 'rhe 
re ulting Ov{3{3 trace is expr ssed in terms of 11l0mentlllTl 
space Dirac sp inors, Uh(p), a nd v,,( p ). Rccall, that Ill ()­

mentum space Dirac spinors diagonali/'c the parity 01)('1'­

ator, PR with R standing for space rrAection, 

The spatial parity of the Dirac spinors has b n delloted 
by TI; wi th j = 1,2 and TI) TI; = 1, and call be ei ther n'al 
or pure imaginary. Dirac spinors with real spalial parit.v, 
p = 10, correspond lo a real mass, and are of common US(' . 

Thm:e with apure imaginary spatial parity, P = 'Yo f{, cor­
respond to imaginary mass and nre rulcd out bccnllsc ()f 
acausal propagation (see ref. [6] for detai ls) . To I'ccaplt­
ulate, the Majorana qllantllm fie ld is constructed as HIl 

afterthought of the Dirac qllant.um field . 
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On the other hand , one can have also momentum space 2 Dirac versus Majorana momentum space 
spinors, he re denoted by i]I~;{'J) (p), that have the property spinors 
to diagonalize the charge conjugation operaLor, 

i"'r2 (i]I~;{(J)( p)) ' = E;i]I~;{(J)(p), EJE; = 1, j = 1,2. 

(7) 
Such spinors are referred Lo as momentum space Majo­
rana spinors [1,3, 7- 9]' and find mentioning in neutrino 
osci llations [10, 11]. 

VVe now ask the question whether e parity spinors 
qualify for t he construction of a truly neutral local quan­
tum field, and without reference to the Dirac quantum 
fie ld , i.e. a fie ld tha t is distinct [rom eg. (2). l t is the goal 
of lite present study to de ign such a fi eld and compare 
i t lo LJM ( X ) . 

1'0 do o we follow the standard textbook quantization 
procedure, and construcL as a first step i]I~;{'J) (p) proj c­
tors and propagators . Here we run into the first obstacle. 
Becau e of non-commutativity of / 0 and /2, egs. (6) and 
(7) cannot be diagonalizecJ by the same sel of solution 
Momentum space Iajorana spinors are linear combi na­
tione of Dirac Uh (p) and VI. (p) spinors and satisfy a sys­
tem 01 two coupled Dirac-like eguations. Ari appropriate 
technique to lreat propagators resulting [rom systems of 
two couplecJ spinor equations is to i) first organize the two 
spinors in one auxiliary eight-dimensional , (8d), spinor, 
ii) titen construct associated projectors , iii ) next obtain 
from them the propagators, and iv) carry out the guanti­
zation proced ure, a program realized in ect. 2 below. 

VVe consi ler two types of solutions to eg. (7), one with 
real, the other with imaginary e parities . Naively one 
could expect Majorana spinors of imaginary e parity lo 
propagate acausally, similarly as imaginary spatial par­
ity Dirac spinors. As we hall see below, t.his is not the 
case because for coupled Majorana spinor equations there 
is no immed iate relation between e parity and causal­
ity. In the auxiliary space we build spinors of real mas e 
and causal propagators for any e parity of the underly­
ing Majorana spinors, and exploit them for the construc­
t ion of local quanLum fi lds. We use Lhese fie lds in the 
calcu lation of (J decays. The (8d) space considered by us 
is in its nature auxi li ary because physics observables re­
lated to baryon :J decays depend on traces, and our (8d) 
traces always reduce to [our-dimensional traces expressed 
in terms of Dirac spinors. At that level we can compare 
Majorana and Dirac fram works . We show that single-(J 
df'cays of polarized ources distinguish between Majorana 
and Dirac momentum space spinors a result discussed in 
sect. 3 below. 

The paper is organized as follows. In the next section 
\Ve compare Dirac and Majorana momentum space spinors 
and obtain coupled eguations for Majorana spinors. Sec­
tions 3 and 4 are in turn devoted to single-(J and double 
Ov(3(3 decays. The main texL closes with a brief summary. 

The gener ic e pariLy spinors can \¡ f' wrillf'11 (lS 

( ) 

Here, ~o and ~p are lh complf'x componcnts of (0,1/2), 
ancl (1/ 2, O), respectively, which in t urn COITC'spond Lo 
spinor-, and co-spinor , while i0'2 , with 0'2 staIlding for llt <' 
second Pau li matrix, plays the role of meLric in spinor 
space [12]. ote thaL for chargf'd Dilac spi nors, (1/ 2, O) 
and (0,1/2) are uncorr la t.ed. 

As long as parity and charge cO Iljugation operators in 
(1 / 2,0) 'D (0, 1/ 2) do not comlJlule, t/I~;(±I)( p ) wi ll be a 
linear cnmbination of Dirac's Uh (p ) and VI. (p) spinor::.. a ncl 
vice versa. The easiesL way to fincl the linear c01l1hinRtion 
is to solve eqs. (6) and (7) in the rest frame> , Rnd C0 I11 -

pare the solutions. To be specific, we exploit Cartesian 
re L frame spinors, her denotecJ by <1.(0) ::::: (O, 1/ 2), 

<1(0) = .;m ( ~J) 

2.1 Momentum space Majorana spinors of real e 
parity and symmetric Majorana mass term 

(9) 

For concreteness, we first consider rea l e parity spinors, 
i.e. Ej = ± 1 in eq. (). ext we solve eg. (6), for 1L¡,( p ), 

Vh (p) and eq. (7) for i]I~,(± 1) (p ), rf'spect.ively, in following 
the procedure of ref. [13). Finally, in comparing spatia l to 
e parity solution we encounter t.he following d composi­
tion of momentum space Majorana inlo momelltUf1I spacc 
Dirac spinors: 

(

nt(p)) 
nl(p) 
VI (p ) . 
l'I( P ) 

( lO) 

Notice unitarity of Lhe transformation maLrix. 
From the last equation one immediat.ely reads off t hal 

Majorana spinors are self-orthogollal. Row by row one 
find , 

~~('J\p)i[/~;(")(p ) = L Uh( p )lLh( P ) 

h=1,1 

+ L Vh( p )Vh(p ) = O, 
h=T.J 

(JI) 
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where we used u,,( p)u,,( p) = 2m, and v,,( p)v,,( p) = -2m. 

Moreover, t he iJi~;( ±) (p )'s are cross-normalized according 
to 

iP~?¡)(p)iJi~(-I)(p) = iP~(+1)(p)iJi~(-I)( p) = 2m, 

iP~(+l)(p)iJi~(-¡)(p) = iP~(- ¡)(p)iJi~(+I)(p) = -2m. 

(12) 

Self-orthogonality and eros -normalization are unpleasant 
properties as they frustrate covariant propagation and lo­
cal canonical quantizalion (see ref. [6J for technical de­
lails). It is one of t he goals of the present study to find a 
way out of I hese problems. 

The equalion satisfied by the momentum space 
Majorana spinors is now determined in subjecting 
[(p - m) ® hJ EB [(p + m) ® 12J to a similarity transforma­
tion by means of the matrix in the r.h.s. in eq. (10): 

( 

14 14 -1 4 14 ) (p - m 04 04 04 ) 
~ -1 4 14 -14 -14 04 p-m 04 04 
4 14 - 14 -14 -1 4 04 04 p+m 04 

14 14 14 -14 04 04 04 p+m 

(13) 

The resulting set of equations for momentum spaee lajo­
rana spinors can be casl inlo the fo llowing block-diagonal 
form: 

=0. ( 14) 

Finally, eq. (14) is equivalently rewritten as the fo llowing 
syslem of two coupled Dirae equations: 

At that stage it is rather instruetive lo reeall thc fol­
lowing properties of Dirae spinors: 

15 u,,( p ) = v,,( p ), 

C7.L¡(p) = vl(P), 
Cv¡ (p) = - u 1 (p) , 

15 v,,( p ) = u¡,(p ) , 

CU1(P) = -v¡( p), 
CV1(P) = uT(P) · 

( 16) 

(17) 

The insertion of eqs. (16) and (17) into eq. (10) al­
lows lo re-cxpress thc Majorana spinors as eombina­
lions of th left-handed (L), and the eharge-eonjugate 
right-handed (R) Dirae spinors aeeording to 

t[t~(+l\p ) = ur(p )C + u~(p), 

t[t~.(+ l )( p ) = ut(p)" + u~(p), 

t[t~i(-l )( p ) = -vf(p) + vhp)", 

iJiJ(-I)(p) = -vf(p) + vr(p¡C . (1 ) 

Here, 

R 1 
u" (p) = 2 (1 4 - 15) u,,( p), 

1 
uk( p)C = 2 (14 + 1'5) h2 U i,( p) , (19) 

are the same classieal Majorana spinors t.hal llave IJcen 
inlrodueed wilhin lhe eonlexl of neulrino osC'i ll at.iolls in 
refs. [lO,l1J. The two eoupled Dirac- likf' equations (l5) 
are now equivalently rewrit len t.o 

p(uf(p)+uHp)C) =m(-v~(p ) I vr(pn, 

p( -v~(p)+viJ(p)C) = m(uf(p )+ur(p )C) . (20) 

The lechniquc lIsed by liS to trea t the C'onplcd cqlla­
tions (15) is lo introduce the fo llowing complete srl of 
auxiliary eight-dimensional spinors: 

( 

-vf(p ) vhp )C ) 
Jls( p )= Os (ut(p )c+uf(p )) , 

s = 4,6, 04 = -06 = - l . (2l) 

The advantage of the auxiliary spinors is lhal lhcy can I){' 
ortho-normalized provided, olle exp loils lhe IJlalrix froll! 
t he mass term in eq. (15) as a mclric in Ihe auxiliary space 
and defines Ak(p) as 

¡h(p) = [Jlk(p )J + rs rO , k = 1, ... ,8, 

r p' = (04 14) 
14 04 

(22) 

With t his definitio n, t he norms of lhc JI J (p ) spinors fU'!' 

obtain das 

A,(p )JI,(p ) = +4m, i = 1,2,7,8, 
Aj(p )Jlj(p ) = -4m, j = 3,4,5,6, 

Ak(p )JI¡(p ) = O, k :l- l . (23) 

It is interesting lo express JI,( p )JI,(p) in tcrms of u~( p), 

uk(p)C, vNp), and vk(p)c. To be sp cinc, for t - 1 w(' 

nnd 

A¡(p )JI¡(p ) = -vf(p )uhp )" - (vf( p )u\J(p l") + 

+vhp )Cuf(p ) + (v["( p )Cuf(p)) + (21\) 
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In the standard notations of ref , [10,11], the [atter equa­
Lion translates into a Majorana mass term with a real 
symmetric mass matrix, r 8 , in the space of states like 

(25) 

clescribing one neutrino-generation, 
Equation (23) show that the auxi liary ( d) space con­

tains equal numbers of spinors of real positive and of real 
negative norms, much alike the Dirac space, This advan­
tage a lJows for a canonical quantization á la Dirac when 
introducing the local rJ!{ }(x) fie ld operator as 

rJ!{8}(X) = J dV [ L J1 k(p)ak(p) c-'P'x 
k=l,2,7,8 

+ . L J1 j (p)aj(p) e'p,x] , 
J=3,4,5,6 

(26) 

Ilere, dV is the appropriate phase volume, This local 
quantum field is built on top of momentum space Ma­
jorana spinors and the counterpart of eq, (3). lt allows 
Lo ca\culate (3 decays in term of J1 i (p) momentum space 
spinors . 

2,2 Momentu m space Majorana spinors of pure 
imaginary e parity and anti-symmetric Majorana mass 
term 

For the moment um space Majorana spinors of pure imag­
inary e parity, €j = Ti in eq. (8), the transformation 
matrix in eq, (10) changes to 

(27) 

As a result, in place of eq, (15), one finds 

In nullifying the determinant of the latter equation, one 
obtains the standard tim -like energy momentum disper­
sion relation, p2 - m 2 = O, and delivers thereby the proof 
that imaginary e parity, contrary to imaginary spatial 
parity, does not necessarily imply acausal spinor propaga­
tion. Also these spinors are self-orthogonal 

;r;h ;(:¡:i) ( ) ,T, h;(:¡:i) ( ) _ O 
"'~I P "'M P - , (29) 

and cross-normalized according to 

a property termed to as bt-orthogonahty in refs. [14]. 0-

tice that the imaginary crOSS-llorms chang(' sign lIpOll n'­
versing the order of the spinors. At the pr sent stage Litis 
may look odd but in the long term it will hr of illt~le~t ill 
so far as it wi ll amount to s lightly differenl. physics relrll,iv(' 
to real e parity Majorana spinors in eq, ( ), The couplerl 
equations (2 ) have been written down (up 1.0 notational 
differences) already in rer. [15] by inspectioll of explicitly 
constructed momentum space Majorana spillors , 

The complete set of auxi li ary (8d) spinors correspolld­
ing to eqs, (2 ) is introduc el as 

T = ±, 1)1 = - 1)2 = 1 . (:3 I ) 

Defining now Ak(p) as 

allows for the onstruction of an orthogollal basis in t he 
recent (8d) space as 

Aj(p )J1j(p ) = +4m, 

A~(p)J1~(p) = -4m, 

A'¡;(p )N' (p ) = O, 

T=+,j=l,4; T = -,j = 2 , :~ 

T = -1,k = 2,3 ; T - ,k = I, tI , 

T =1= T', k =1= L . (:1:1) 

In terms of the degrees of freedolll in eq. (19), say, 
A¡ (p )J1¡(p ), is expressed as 

A;-(p )J1¡(p ) = -uhp)Cur(p ) + (U[(P) C1J~(P)) ~ 

-u~(p)uhp)C + (uf(p)u\'( pt r ,(:34) 

Again, in the standard notatiolls of refs. [10, 11 ], the lallN 
equation translates into a Majorana mass term with an 
imaginary and anti-symmetric mass mal rix , F8, in 1 Ii(' 
space uf states of the type 

;r;h;(:¡:, ) ( ) ,T,-h;(:¡:i)() . (ó ó) 
'" M P "'M P = ±2tm h 1 - hl ' 

d scribing one neutrino-generalion , Also lhis space bifur­
(30) cates into equal numbers of spinors wilh [('al positivc ane! 
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real '2.egative 110rms, much a like the Dirac space. The ma­
trix r sr o plays once again the role of the new metric here, 
whlch this time is purely imaginary and anti-symmetric, 
which are properties that relate to eq . (30). AIso here 
canonieal quantization á la Dirae is straightforward. 

Comparison between eqs. (33) and (23) shows that the 
mass matrix in the coupled equat ions depends on the e 
parity, ej, in eq . (8). In case Ej is real, the mass matrix is 
real and symmetric, while in case E' is pure imaginary, it 
is imaginary and anti-symmetric. The aboye difference re­
fl ects the difference in the cross-normalization properties 
in eqs. (12) and (30), respectively, and will be of pivotal 
importance in the calculation of the single-beta decay per­
formed below. 

3 Single-f3 decay with momentum space 
M ajorana spinors 

[n order to illustrate the predictive power of models based 
upon momentum space Majorana spinors, here we take a 
c1 0se look at single-,6 decay. When one considers physical 
processes that involve both Dirac and Majorana spinors, 
one needs to match single- with coupled-spinor equations. 
The simplest way to harmonize dimensions is to amplify 
t.he Dirac spinors in analogy with eqs. (21). In order to 
respect orthogonality of P eigenspinors, one has to keep 
spin projections the same at top and bottom. The com­
plete set of Dirac eight-spinors introduced in this way is 
given by 

U() ;h) (p) = (1]~~~(~))' Vu ;h ) (p) = (1]~~~(~ ) ) , 
1]1 = -1]2 = 1 , (36) 

respectively. The metric in the auxiliary Dirac space is 
ro = -Yo @ 12· To simplify notations, from now on we 
will suppress the momenLum , p , as a rgument of spinors 
ami operators . First we consider the auxiliary (8d) space 
bu ilt on top of Majorana spinors of imagin ary e parity. In 
order Lo calculate cross-sections, t.e. (8d) current-current 
tensors, GJ.l.V, one has next to introd uce the eight-currents. 
lIere we consider the interface Dirac-Majorana current as 
the (8d) ex te sion of the Dirac vector current according 
to 

J 0-;k) (j;h) = jf~rJ.l.U(j;h) , 
rJ.l. = -yJ.l. @ 12 , k = 1, 2,7,8. (37) 

As an il!ustrative example, below we rewrite, J(+;I)( I;T)' 

in t. erms of the degrees of freedom in eq. (19) as 

J I' A-+r,IU 
(+; I )(I;T} = I (1;1) 

= L ubJ.l. (u~\)C + L ..... R . 
h 

Mass and four-momentum of the Dirac particle wil! be 
in tum denoted as mI, and PI. The a boye currents are eon­
served in the m -+ mI limit and have the property to take 

state U(j ;h) , of positive norm , to e eigellstates, of posi­
tive norm too. The current-current tensor for 1 (1' ' k ) ( 1)' 

'T , • J, l 

is calculated to be 

GJ.l.V = ~ 
2 2: ~jf~P"U(j ; h ) (A~ r"U(J,h)t ' 

(T;k),(J,h) 

In exploiting the definition of ;\~ in eq. (33) a nd Illaking 
use of, r v + rO + = r O r''', one finds 

GIW = ~ '\"' ~;\T pi [J o r " 'f+ AT 

2 L.,.. 4k 8 k' 
(T;k) 

4m¡[J O = (U(1;T¡V(! ;T) + U(2 ;1¡17(2; 1») 

=(m I 14 + PI )C :) (30) 

Converting eq. (39) to trace is now s t andare! ano ,!l, ivcs 

GJ.l.V _ ~t (p-yJ.L -im-yJ.L) ( (PI + ml)-Y" (mi + PI )-y" ) 
7 - 4 r im-yl" P-yJ.l. (m i + PI)-Y" (PI + m'I)-Y" 

= ~trp-yJ.L(ml + Pl)-yv. (tlO) 

Therefore, the trace entering the s inglc-,0 decay wid th 
turns out to be insensitive to the neutral fermi oll m;1,88 , 
m , in eq. (28). 

The reason for this unexpec t. ed phenomenoll is 
traced back to the anti-symmctri c charact.e r of t.}¡(' 

cross- normalizations in eq. (30), and t he coupled cqua­
tions (2 ). The aboye properti es show up in t IJ e' t.ra~c 

in the form of the anti-symmet ri e oIT-diagonal matrix J ~ 

wh ich triggers cancellat ion of the neutral-particle mass. 
The drop-out of Lhe neutral- lepton mass from the I)('ta 

decay trace in eq. (40) is an interes ting though not. as 
dramatic a phenomenon as the lepton masses a ITeet onl y 
decay traces wit h pola rized {3 decay ,ources (nueleon, llU­

elei) . Recall tha t t he lepton masses do not show tlp a l a ll 
in the time- like GOo , 

GOO=2 (E"Ec+ P,, ·Pe+E" Pe· a +Ee p,, ·a ) , (41 ) 

while in the space-like G ii (w ith i = 1,2,3) t hey en l.<'I' 
only via spin-momelltum correlation t rms [16]. 

Had we used momentum space Majorana spinors wit h 
a real e parity, cross-normalizat ion and eo upled equat ions 
would be symmetric in accord wi th eqs. ( 12) and ( j 5), re­
spectively. In this case the M ajorana f3 r! ('eay t raee wO llld 
have come out identical to the Di me trace . [n summary, 
compared to Dirac phenomenology, oIlly momentum spac(' 
Majorana spinors of imaginary e parity a llow for cliff r­
ences with respect. to single-,6 deeays of polarized sourc('s. 

4 The neutrinoless double-beta decay Ov f3f3 

The neutrinoless double-beta decay (01/(3,0) is a proccss 
where two neutrons in a nucleus, A(Z, N), are eonvcr lcd 
into two protons by the em ission of two e lectrons whilc 
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p e e p 

--u--
v~V 

N N 

Fig. 1. eutrinoless double-beta decay schematic representa­
tion. 

the two anti-neutrinos c10se to a virtual internal line (sec 
fig. 1) : 

A(Z, N) ---> A(Z + 2, N - 2) + e- + e- , (42) 

(see rcf. [3] for details) . 
This process is associated with a second-order element 

of the S-matrix and the relat d amplitude, here denoted 
by TO"{J{J, is given by 

To,,{J{J = WI' W'1[üell'(1 + IS)U".l [üel'1 (1 + IS)U".l. (43) 

In order to bring in the virtual neutrino line in eq. (43), 
one makes use of the following identity: 

üel'1(l + IS)U", = ((ue)ctl'1(l + 15) ((u"Jt 

= Ü'" [-1/,(1- IS)] Ve . (44) 

The latter expression is obtained by making use of the 
relalions 101; = 11'10, 1211' = -1'12, I~ = -1/" the anti­
commulation relations between the Dirac matrices, with 
"f " labeling the transposed matrix. With that , eq. (43) 
takes the form 

(45) 

Ilere we s\lppressed "h" labeling of the Dirac spinors in 
order not to overload notation so that ¿ in fT", mean 
summation over spin projections. Finally, ILI''112 can be 
converted to a trace in the standard way as 

IL/J '1 1
2 = [Üell' (1 + Is)fT'" 1'1(1 - IS) Ve] 

[Üel>.(1 + IS)IJ'" 16(1 - IS) Ve] + 

= tr[fTU
' I I'(1 + 15)17"'1'1(1 - Is)17V

, 

X l ó1'o(1 + IS) IJ"'IO(1- 15h>.] 

[
2m" 

= tI' IJ u
'II'-2-' 1'1(1 - 15)fTv

, 

P", 

2m" ( ] x l ó"Y0-2-' 10 1 - Ish>. . 
P", 

(46) 

In the la t ter equation lhe squarcd Jlcut rino mass (m~J 
\Va::; neglected compared to the sq ua rcd ncutrino momen­
tum, P~" with lh w Il-known re, \lit 

ow w calculatc aboye trace within th ~c('nario of thC' 
previous section. To do so, one ha.~ to pC'rform in q. (46) 
the replacement 11' -+ rl" U e Ue , Ve V e , l/v. 

S/A 
Ak ' and 

(4 ) 

-2 
Our calculation shows that lhe 01/(3(3 tracC' contains r¡;, 
which is the ( d) identity matrix. In erreet, on recovers 
eq. (46) aJln the well-known proportionality of the 01/(3(3 
trace to the quare of the neutriJlo I11fl.SS. Th r fore, the 
Majorana calcu lus does not a lter the rcsulls of lhe Dimc 
theory of the neutrinol s double-hela dccl\y. 

5Sum mary 

We constructed t,wo lypes of truly neut mI spiJl-( l /2) quan­
tum fields that diff r by the e parity of lhe \IndC'rlying mo­
mentum space Majorana spinors, rcal versus imaginary, a 
property that shows up as a differenc(' in t he symmctry 
of the corresponding Majorana mass llIat ricrs real sym­
metric versus imaginary anti-symm tri . W xploited thc 
aboye field to calcuJate traces of singlC'- ano neulrinoless 
double-beta decays. Compared to tandard phenomenol­
ogy, the neutrinoless double-beta decay remains unaltered 
for both fields. The result extends a lso 1.0 one-gaugino cx­
change as long as the virtual fermion line in fig . l can br 
al so a massive ~augino. 

In single-beta d cay, we observed eL cancC' !I Fltion of Llw 
neutral-fermion mass in the trace, iJl tIJe easp of Lhe Majo­
rana field with lhe imaginary anti-symmelric mass mal.rix . 

The latter opl ion opens the curiou. pos ' ihility to have 
a neutral-fermion theory at hand that a ll ows polarizC'd 
tritium (3 decay [17) to drive t he neutrino lIlass eh er to 

zero compared to neutrino oscillation, aJld 011(3(3 measllre­
ments, thus providing an intriguing ane! in principl ex­
perimentally testable signature for a non-trivial impact of 
momenturn pace Majorana spinors on phpnomrnology. 

This work was supported by the Consejo Nacional de Ciellcia y 
Tecnologia (CONASyT), Mexico , undrr grant No. COl-39820. 
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\Ve ask the quest ion whether neutr ino physics with momentum space \ lajorana 
spinors, the eigenvecLo rs of the particle a ntiparticle conjugation opcrator, e = 
i ,2 1\- (with 1\ standing for complex conjugation), is different but physics wil h Dirac 
spinors. First we a na lyze properties of ::vIajorana spinors in great detail. Wc s how 
that four dimensional, (4 d), Majorana s pinors a re unsuited for the construcl ion of 

a local quantum fi eld because e invar ia nce does not a llow fol' a covari ant propa­
gation in four spinor dimensions, a conduct due to 12 p = -p. ~( 2 . The way oul of 

this dilemma is finding one mo re d isc rete symmet ry thaL respect s e invariancc and 
g ives rise to covari anL propagators. \Ve const ru ct such a symmet ry in observing that 

Lhe parity operator, /'0, "Iadders" between (4d) Majorana rest frame spinors, which 
takes us to eight dimen ion al spinor spaces. We build up two types of (R rl ) spaces 
one with a symmet ric- and an other with an anti-symmetric off diagonal met ri c and 
cale u late t races of si ng le beta and neu t ri noless dou ble beta (Ov f3¡3 ) c1ecays t here. 
We find physics with ( d) ::vIajorana spinors in the fo rm er space to bc equiva lent 
to ph ysics with Dirac s pinors in four dimensions. In the latter space we make the 
rare observation that in effect of cancell atio ns triggered by the ant i-sy llllllel ric off 
diagonal ( d) metric, the ne utr ino mass drops from Lhe ingle be La c1ecay trace bul 
reappears in Ov(3j3, without the neutrino being massle s in its free equation a eu ­

rious and in principie experimentally testable ignature for a non-trivial impael of 
\ lajorana framework. 

[\'cy u'orels: ::vIajorana spinors, particle- anLi-part icle conjugation, beta c!eea.\' 

Preprint submitted 10 /UASLP-IF-04-001 



1 Introcluction . 

\ i r I 11 él 1 e x C" It él! H!, (' o f f(, rI 11 i o tl" él m o Il~ m a 1 I e r I i e 1 el" i a q 1I él 1 i I él I i \ e 1,\ 1 )t' \ \ e o 11 

('('pt ill cOIIl<'mpurary parl iek ph.\·sie" é-Illd apl)('élr" ill ,,1I l><,r",\"Il1 JlIet rie t Il('ori('" 

él" él pron'"" "'IppICIl1('lllar.\· lo 1 he cxchélllge of urdillary 1)(),,()IIi('!!,éll'~(' n(,leI .... 

\ . i r t 11 él 1 fe l' III i () Il S 1 i ke p Ir o t i 11 O. g l' a \ i I i 11 o el (' I l' él 11" po r I i 11 I c ra (' I i o 11'" a 11 d él r(' J'1 1 h­
IIelllral [l] . 

¡:¡Irt 1]('1' illlportalll proc('ss of 11](' "b()\'e 1.\' 1)( ' is 111(' \·ir( lIal 11('111 rillo lil](, COIl 

11('ctil1g, t\\·() II 'I~(-- cIIITellh Ilral pro\'ielcs Ihe l11ajor ('0111 rilllll iOIl lo 111<' "'I)('C" 

landar I1culril1ole.s e1ollbl(' beta d('ea.\ [:2] . [ :~] \\·ll<'re l('plol1 11111ll1H'r ('Oll"'('!\·él 

I iotl apIH'élr ... \·iolatcd. 

rrlll~' I]('I,lral ferIlliol1 .... iJl lH'ilH!, I lH'ir 0\\'1l <11 JI i p(\l'iiele'-, . are ill\é!riél!lt 11lleler 

p¡¡nicle allti par iele ( clrarge) ('Olljllg,¡.lIiol1 , ('. allel earr.\· \\'(,11 dclill<'d (' paril.\. 

",lrile clrart"('d f('[mioll" al'(' ill\'Miant lindel' "'P<1<'(' ref!celioll alld él 1'<' elldo\\('d 

\\'il h spat ial. e. paril.\ .. \ " 1()J1g as (' atld / ) do 1101 COllll1ll1t('. ('hélr~('d él!](1 

1 rlll~ 11('111 red fermiol'" ar(' eS"('tll ially di ffe rell l slwcies. 

(;('I111il1('I.\· II('lIlral spill-I ' :2 f(,l'lIliolls are ref('f'I'<'e1 lo as .\1 éljurél tlél pdllicl('". 

\\' hile t 1](' C 1I él I'!.!pd 011<'''' a re I 1](' J) i rae pa 1'1 ic les. 

TIJ(' 111<'01'\ of .\l ajol'éllla ferllliolls is I)é\sed 1Ij1011 qllallt IlIll lield" I héll élre' (' 

eiv,(,tl ... t al (' .... 111<' cale11I"" of \\'id(, I 11S(' for 11<'111 l'étl spi 11 1 ' :2 f<'l'Il1iol1'" i ... I)é! ... ('d 

IlPOII Ihe "'0 eall('</ .\l ajoral1é\ qllantlllll field. to 1)(' del1o\('d !)\ 11 (.1' ) il' the 

follo\\·illg,. 1", COII::;lrtlClioll i.., illspired h.\· 11](' J) irae field. 

(1 ) 

111 ddil1in!!, 11](' I ral1sformal ion properl ies of t h(' J) irac spinor" (ill t 11<' ('()II\'('1l 

tion of Hef. , 1]) alld 111<' I'"oe]( 01H'rators IIlldn j>élrticl(' élllli parlicl(' «()II.iII!!,éI 
t ion a~ r.-) " 

L J 

¡ Co('rr' .... pollclillg élllt h()I 
I:/l/ail (ulrln ........ ( .': mariana@ifisica. uaslp. mx (\ 1. l"': i('c!Jhac!J- ). 

cliffor@ifisica. uaslp .mx ( C. ('()IlIJWéllI ). nohemi -27@hotmail. com (1 
\ ori('ga ). 
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CUh( p ) = ,BV-h( P) , Cah( p )C- 1 = ,3-lb~h( P ), 
,B = 6h.j. - 6ht , (2) 

one concl udes for C 

e = i'2X . 

with J\' standing for tbe operation of complex conjugation. TJw \I ajorana 
quantum field is now defined [6] in identifying in Eq. (1) tll<' operators of 
parLicle- and anti-particle creation according to 

(4 ) 

where h stands for helicity, and A is the so called crealion phaSf Jaclor intro­
cluced in [7]. The freedom of having the A phasC' in Eq. (4) is important for 
obtaining a real mixing matrix under e P conservation. An oLher option for 
a neutral quantum fleld, termed to as ¡..¿(x) by US o would be to use in place of 

massive Dirac spinors, which are parity, P , eigenvectors, the massive rigen­
vectors of the particle ant i-particle (charge) conjugation opcrator, ('. Such 
pinors are known as momentum space Majorana spinors, and are denote'eI hy 

us as W ~~(())( p ) . Here . EJ = ±1. or ±i, fixes e parity. A ¡..¿(x) field built upon. 

sayo real C parity momentum spinors is exp cted to take the form 

( ) _ J d
3
p ~ [ 'T, h;(+l)( ) ( ) - i p·:¡; + 'T, h;(-l)( ) t( ) iP'J' ](:') ¡..¿ X - 3 L 'l' M P ah P 'l' /1'/ P ah P ( ,) 

(27r)2J2po h 

\ltajorana spinors can be encountered in the neutrino physics chaptcrs of a 

multitude of contemporary textbooks such like [2], [5], [8] . [9], [J O]. :\fow ! llC' 
main q uestion is whether a construct like ¡'l( x) is reasonable. and if so. w be! l1('r 
it predicts phenomena beyond the range of Eq. (4). 

It is the goal of the present paper to answer these questions. \Ve aim to go to 
the essentials of the C invariant four-spinors and unveil predictive powrr of 
truly neutral quantum fields ent irely based upon momentum spacC' e parity 
spinors. The preprint is organized as follow . Section 2 reveals va ri ous 1)('­
culi arities of massive \t1ajorana sp inors such as twofold helicity content (in 
the helicity frame). and self- orthogonality. Th re we show that 11(.1') is UJ1-

reasonable becau e tbe W ~~((J)( p )'s are non-propagaLing. \¡Ve circumven! (he 

problem of p i ndepend nce of the \t1ajorana propagators in noticing t ha! pJ1"1 
ladders between certain \t1ajorana spinors, a property that renecLs a discrcte 
symmetry of \fajorana spinor beyond C but in ight spinorial c1ill1ellsions, 
(8d). \¡Ve exploit the new discrete symmetries for the construction of covariant 
projectors and corre ponding wave equation . 
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, I I ,. I ¡ 1 \1 . . 1, 1 . . ( 1 l( ) (' 1 Irou!!, 10111 ,('el 1011 '2 \V(' Il!--(, t 1(' lexl )OU \ . éljOrana !'plllur!--. lv" p U 

r('al (' parit,\ (lllrl I>lIilrl up the [ir!--t complete !--('I of ('ighl dil1H'll .... iolléll "'pillor 

d('gr('e" of fr('er!olll. 11 i!' characlerizc<! 1)\, a mclrie thal i" r('al. (l1f' dia!!,ullal. 

a Ild s~'IllIll<'1 rie. 

I II .'('('lioll:3 \\'(' (i) d('!--if!,1l "arioll" (l (1) CIIIT('II(o.; (ii) calcula\(' 11l<' Il<'ulroll 1)('la 

e!cca\' 11'(1('('. iii) [illd il tu 1)(' S(lI1)(' élS if \\'c had \\'ork('d in folll' dilll<'II"ioll'" 

\\' il h J)ira(' spillors. 

\\'c conl illu(' ill ,'('el iOIl 1 ",il h \I ajorélllél spillors uf plll'e iIllae,illélr~ ' (' Péllil,\. 

w';/ 'J( p ) ill ollr llolaliol1. \\'h ile Ihis 1 Y 1><' of \I ajoralla spillors Ila'" "'élllJ(' !!,ros .... 

IH'cltliaril i('" ill (1/'2, O) + (0 . 1/'2) a" tll<' text I>ook Oll('!--. il also diff('I'''' frolll 11<' 

1(l1ler ill "Olll<' a"pecl .... 111 parlintlctr, "céllélr prodllcl" hel\\'('('lIl1ch \Ia.iolilllél 

pillor" cllélll!!,C' ... i~lI IIpOIl rc'\'cr!--illg or<!cr uf I 11(' !'pillors. Thi .... pe('ltliélril.\ "ho\\'s 

IIp ill 111(' a "ociatcd eioht dill1<'ll"iollal SpélC(, a!-- él Ilwlric llléil is o[f' diél!!,OII¡.d. 

pllr('I,\' illla!!,ill(lr~ allrl alll i syllllllel ric. 

I II 11(' lalkr pace \\'e make the rar(' o)¡ser\,alioll Ihal ill d['ccl of(élllcellcl1ioll" 

I riggered h~ 11<' alll i syllllll<'t ric Illelric. I he 1I<'II1ral parl icle Illfl"'" ('él 11 e!rop 

rroI11 Ihe IJ('lItroll bela dc'ca,\' Irac(' alle! 0 11(' [illrl!-- ¡-I J)irac tr(\c(' \\'illl él 11111".'/1.,., 

11<'111 réll partirle ('C o!'. all drccl I hat !'holllrl 1)(' ill pril1cipl<' uh"<'l'\élhlc ill i 
d('ca,\' \\·il h polarizee! !'OllrCC'!'. 

JIl .'(,C iOIl .í \\.(, elalJOra((' he Iracc ill lIle 1l('lIlrillol('ss dOIIble 1)('léI d('('a.\'. 

0//, J. by Ill<'(Ul'" 01' ( rI) \l ajoralla spillors aIle! !'llo\\' il lo 1)(' 111,,!Ilcree! \\'illl 

['('''1 ><'c I lu h('" alldard ('xpr<, ...... ioll bas('c! lt¡)()1I J) irac spillor". irr<''''IH'(' i\(' of 

111<' ',\P(' uf the "pillO!'. 01' CIlIT('1l1 illplll . 

'J h(' pélper ,lose" \\'i h a bri('f Sllllllllar.\·. 

2 YIajorana pIl10r of real (' parii,y. 

' 111<' ('xt ¡)(Jo).; \Iajoralla "'plllor" (1l(' re ill 1110111<'11111111 space) aIT r!('lill<'e! " ... 

. J . (1 = -( 2 = 1 . ((i) 



Here <Pl( p) is a left hand d, (0,1/2), spinor of given helicity, 1 ()2 is lhe stan­
dard second Pauli matrix, h =t . .,¡. . and Cj is thE' reaL relative pha . ..¡( bcl we('n 
the vVeyl spinors that will be identified with their e parity in the followillg. 

As is well known [5], U ()2 = ()2( - u )"'. and 

(7) 

meaning that i()2 (<pl( p)f is (up to a sign Q = ±), a right handee! fi ,Id 

(henceforth denoted by <PRh(P)) of opposite helicity to <P2(p). 

Therefore. contrary to Dirac spinors . Ylajorana spinors can not be prepared 
as pure helicity e igenstates. Rather, they are patched together by Lwo Wcyl 
spinors of opposite helicities. 

2.1 Rest ¡rame pTOperties. 

The explicit expre sions for the rest frame spinors resulting from Eqs. (6) alld 
(7) read 

(8) 

Preparing rest frame (1 / 2. O), and (0,1 / 2) helicity spinors aJong the directiol1 
of the intended boost is standard (compare [5]) 

r c: ( COS(O/2)e- i 'f ) .¡. c: ( sin(O/2)e- i'f ) 
<P L/R(O)=v m . ' l<. , <PL/R( O)=v m ' l<. .(9) 

m(O/2) e'2 -cos(0/ 2)( '2 

We used the convention i()2<P L/R(O) = <P~/L( O ). and denoted aziIl1uthal aJl(1 

polar angles by,?, and O. respecti\'ely. 

I \Ve prefer to perform our calculations in the helicity [rame where many a sta tc­
rnents are more obviou . Our results are however basis independent, ir not empha­
sized differently. 
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tt w'rifil'..,din'ctl.\ that \lI~}+I)( O ).alld I/I~tl-')( O ) . areorpositi\·(' .\\·hill,\v~}-I)(Ol. 
étnc! tlr.J 1)( 0 ) arc 01' 01' negati\'(' (' parit.\·. 

(' 'V I~} 1) ( o ) = IV" ti- 1 ) ( O) . 

("VI~} 1)( 0 ) = _'Vi,} 1)( 0 ). ( 1 () ) 

[11 at I]('r \\"(>r(k ( -=..J.... 1 can 1)(' \·i('\\"('c! as a (' parity létl)('1. '1'11<' ( ......... Cllt ial 

dilf<'rcllcc lu Dirac "'pillor.., is I hal ~)J?( p ) -1 ;rT2 (~~J p )r. l t i.., (hat \'(·r.\' dilr<'l' 
('IlC(, \\'hieh Illak('.., \fajorana spinors so sp('cial allc!!2,in's ris(' to s('\('I'ill \\'('inl 
p(,C1diaril ie..,. (o 1)(' explored in I !te rollo\\·ing. 

) ) (·m.~.~-.\'O"'"({/I:( ti .\/ajo/,{/I/({ .~p;II()/'., . 

.\ ellriosil,\ occur., \\"1}(,1l calnda( in!.!, scalar proc!lIch 01' t 11<' al)()\(' \l ctjO!illlél 

.,pillors. In first place. alll/ll~t')( O ) él!'<' selr 01'1 1 1O!2,0 11 a 1. SC(,(J!ld . al"o spillOr., 01' 
('qual (' parit i('s hapP('1I lo b(' or( hO,!.!,onal , I I)(' 0111.\' nOll-\·alli..,hillg, .,ca\;lr plOd 
"els ar(' I ho.,(, 1)('( \\,('en \I ajorana spinors ur opposilc (' parit i('s illld o!>po..,il<' 
J¡ léll)('k 

\lI ,)+I)(O)W\} 1)( 0 ) = 1/1 ,}-I)( O)I/I ,} +I)(O ) :!.//l. 

'V~}TI)( O ) I/I~} 1)( 0 ) _ l/I~tl )( O )IV,}+I)( O ) -"2111 ( 1 1 ) 

\\"i t h 

(
0:.1 12 ) . '0 = 
12 O2 

(1 :!.) 

.\oticC'. (hat J¡ :.pecifie., helici(y 01' (11(' lom'r \\·c.\ 1 .,pillor. <Dj ( p ), \l éljor¡1I1él 
spillors \\'('1'(' sl!O\\" 11 al>o\'(' lo be of' I wo f'old 11<'licil \' cOllI(,lIt. I1 1 1'(,.,,,lt. t 11<' 
(e,( I)o()k \Iaj oralla spillors b"ild 1\\'0 illc!('P('llc!C'lI( spaces di ... ( illct 1>.\' (11<' .... i!!,lI 
or llJ('il C!'0"'S ' 1l0rtlh. Eacl! sllbspa('(' cOlllaills él po"it i\'C' alld él 1l('!!,élt i\l' (' 
parily spillor or 1101l-\·é\lli .. dlin,!.!, eros s prujeclioll'" .\ s IOllg a..; s('(tlar p!odll<t" 
ar(' Lorclll z in\'é\riant. C!'oss-lIo!'llwli/'alioll l10lds I rllC in all ill<'rt i¡tI rréllll(·". 

1 he :.('Ir ort hO!2,o1lalily or \Iajorana spinor.., ha" él d('\'asta( i1lg, illlpact U1l ,,('\ ('¡al 
f'''lldallH'lltal op('ratur .... ill (1, LO) ~ (O. 1/"2) S 11(' 11 as mass tCrI11 éllId pmi'·ctor ..... 

(i 



2.3 Absence of a diagonal mass termo 

The str ucture of a (gene ri c) Majorana spin or, \]J ~( tJ ), is mo rC' tr¡:\I\spa rellt 

with in the context of the group SL(2,C) (conslllt [11J among othC'rs ) , where 

<1> 2 is the undotted upper . wh il e ia2( <1> 2)- is the dotted lower indC'x spillor. We 

I f . h d' 1 (D' ) lT, h; ( f j ) l1, h;(,, ) le re ocus our attentlOn onto t e ¡agona ¡rac mass term rn .\1 '1' .\1 '1' .\/ . 

I n fact, it can not be introduced at a11 as se lf-orthogonality nu11ifies w~} (j )q/~} (j) . 

One possib1e way out of vanishing Dirac mass terms for ~lajorana parl icks 
proposed in the li t rature is to restrict 1,0 two component spinors ancl lO COI) -

sider the Weyl spinor components, (<1>2):, a.n 1 [ia2 (<1> 2)]: with a, b = 1,:2 as 

anti commu t ing Gra mann numbers . In so doing, one produces the followillg 
ma.ss term [5J 

"'M <Pi t [íe>, (<pi)"] = mw ((<pi): ' (<pi);) ( _ ((:iU 
(<1>2): (<1>2): =- (<1>2): (<1>2): . 

The mass term for e eigensp inors in thi cenario acquires pure ly Cjllallt 1I11l 

nature [12J. It is the fir t goal of the present tudy to construct classical Illass 
terms for e pari ty spi nor . . 

2·4 Boosted Majorana spinors . 

In this subsect ion we consider the ef1ect of the (1 / 2, O) (0 .1 / 2) boost , lo be 

referred to as BRed p ). upon \]J ~~( t,) ( O ) . In making once again use of I ~ Cj. (7) 
amounts to 

(compare a1so Ref. [13]) . Identity and null matrices of dimensionalil y 11 x 11 

are denoted in turn by In and On' while positive and negative signs ill front 
of the helicity operator. u · p, correspond to BR(p ), and Bdp ). respec tivC'l y, 

7 
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[ 11'. 13e.\oll<l llw rc]>n",clllalioll of tll<' \¡oo~1 1l1,llri:-. in I·:q. (11). 1\(' ... ltal! 

occa ... iollally II~C abu 11)(' foI!O\\'ille, 1I1allifcsl 1.\ cO\ariallt cxpn·~ ... i()ll'" fol' 

1 
I31? ,( P ) - (j) t- 111 ro ho . 

\hlTl(Po - 111) 

( l.) ) 

1 
I3 u ¡( p ) 1 - J \o(j)+ 111';0)' 

:!./11 (Po + 11/) 

( 1 ¡¡ ) 

l .. ) S!w/II// !)(/,.¡fy .... pillo,. .... (l1/rI /)imc ((///I/Iioll. 

1 1 l · 11, h.(, ) ( )' 1 I ] l' f] /l 01"< er t () o )t al /l '" \1 J P propa(l,,¡( Ion O/le (",111 procc('( a Oll~ 1 1(' 111<' o 1 1(' 

!.!,clH'ral ("011 ... 11"11("1 iOIl of \\'a\'(' ('<¡ 1 Iélt iOll~ frul11 t Il<' di~crct(' fJ . alld (' prulwrl i(' ... 

uf "'pac(' 11ll<'. [{('cal!. t Ital 1 he l!,rollp- t ]I('orclical cunsl rllcl iOIl of 11<' 1 )ir¡¡( 

('<¡llation ... larl ... \\'i tl! th(' r('~t frall](' proj('ctor Ollto paril." C'ig(·II\(·( ·I Ol' .... 

1 
( 1 I :r: ~'lJ) . . ) ( 1, ) 

an<l tllC' l'e<¡llir(,IIH'/lt 1 Ital t!lC' ~pillor ... (,(lIT~·!.!,oo<l "'pacial parit .\· ¡Ic('ordillt!. to 

II ~( O ) II I (O) = (1 , (O) . II ~( O )/'/,( O ) = 1'/,( 0 ). 

\\ill! 'R lalH'lin(l, "'pa("(' r('llectio/l. \oli("e th,tI 111<' IU lrallsforllléllioll (}r llt(' 

,o..,' "('l.. (') "'pinors al1101l11ts lo rdl('cl iOll s ill t "n'(' s P¡-I('('. i.c. to x x. p 
p . l!t(' \¡oo~1 ('d forlll of I·:q. (1 ,) r('a<ls 

ji 11/ 

'l.1/I 

111<' Dir¡.l(" ('Cjllat iOIl'" for 1 h(' 11 alle! l' ... pinors ar(' llw/l 

1 
/51? ,( p ).)(II+~'()) Uf( ,( p ) 11I ¡,( p )=II¡,( p ) . 

1 
I3 n , ( P ) ( 1 I - ~'I)) /5'1 ,( P ) - 1 1'/, ( P ) - /'/, ( p ) . . ) 

( Iq) 

(:!.() 

'1'11<' solul iO/l'" of Eq .... (20) can 1)(' fO IIIl<l. all10llg 01 l1<'rs. i/l H('f. [ 1: . I I\(' ('ig,clI 

... p·llors or 111<' lotall." "'Yllllll('lric r('al Illalrix ~' () ,\r(' ('xclll ... i\(·I .\ 01' ¡('¡ti pMi 

li('.., alle! 11lC' ¡¡arit.\· (·(¡tlal ... tll<' r('lati\'(' phas(' 1)('11\'('el1 ~pil1()r (lile! ('()· ... pillor ill 



(1/2, 0) 8 (0.1 / 2) [15] . In that regard . the genera l question on thc rclat ions hip 
be tween the relative spinor- co-spinor pha e and parity may be of iu\'e rcs1. In 
other words , how does an imaginary sp inor co-sp inor relativ ph asc, say, 

(:21 ) 

r late to pari ty? In order to establish such a link wc observe that 

( ±i<I>~(-P ) ) '" _ . ( ±i<I>~(-P ) ) 
la - :¡:2 

<I> 2(-p) <I> 2(-p) 
(:22) 

In a sen se, lO !{ R acts a "analytical continuation" of Lile S L(2, C) pariLy 

operator and its e ig nstates are of imaginary parity. Leaving asidC' t 11(' prob­
lem of a possible group structure for which la !\' R covers space rdlcct ions, 
one nonetheless may try to ubj ect the proj ector resulting from Ec¡. (:22) Lo 
Lorentzian boost Lo obtain 

whi ch is equivalent to 

(2·1 ) 

an equation that (i) invokes im aginary masses and acausal propaga Li o ll , ( ii ) vi­
olaLes Lorentz invari ance . Therefore, one can not expect any relcvancc 0 [' slIc h 
"imaginary spat ial parity" spinors . This cont rast Lhe case of the chargc COI1 -

jugation operator which allows for both real and imaginary parities. \l orcovcr. 
for \1.ajoran a spinors thereis no relationship beLween e pariLy and ca ll sa lit y, 
a reason for which one needs to consider both real and imaginar)' e pari t ies 
011 eq ual footing . 

.2.6' Non-propagaiing e parily spinors . 

In taking aboye path. we first write down t he resL [rame p rojectors onLo real 
C pari t ies as 

(2.) ) 
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130o"lill!!, P==( O) III I':q, (2.'») all1ol1llh lo 

(~(¡) 

I II "Ilb"lillllillf!, I-:q " , (1,1), allrl (I(i' f'01' l5u I (p ), é111c1 /3/1 I (p ) 1,1'('''1)('( ti\('I,\ , 

¡llllOlllll!-> lu 

~ (1 , ± ,1 (jr,;() + 111 )i-'u( ¡()F + /1/)) 
~ '211/ (1: ..L ,,/ ) 

Ui) 

I II 0111<'1' \\'ord~, Oll(' ('<t1C\tlal('~ IllUI1H'111 '1 1ll illr!clH'IIr!('II<'C of I It(, \I éljorélllil plU 
j('('lor, 

'1'11<' COI1"('qll('ll('('" \\'{mlel bc al'''('Il(,(, of' pl'opap,alioIl alle! iI11po~il,ilil,\ ' lo COI1 

"II'IIC a local 1/ ('1') , Tlti" <'Nioll" dl'é1\\'back of' 11<' \l ajol'é-ll1é1 "pillO!''' n'Cillin'" 

"p('cial <11 1('111 iOll, <1 ~lIhj('CI of ""bs('cl iOI1 J,,\ 1H'lo\\' , 

J,7 ,<'i/o/i( ' /'( ,.,~II,' 1/01l-('o¡'o/,illll/ ,,/'o/Hlga/io/l oI ( Id) ,\!ojo/'Ol/O ,'/J/I/O/", 

,\ f'ml Il<'r "llI'pri"c, 1H'l'ltap" ('\'('11 a p¡tlltolog,\', a-,,",ocialec! \\'il 1I \l ajol'al1<1 "'pillol's 

i" Illal \\'11<'11 exploilille; \jJ ~}' l( p ) f'01' 111<' cO lhlrllctioll of proj('clor-, (11<' 1'(' <1(' ­
Iloled h,\ V= ¡ O)) Ullto (' paril~ \('dors, 011(' lilld.., l ItCIl1 il1 ~(,I1('J'(t1 lo 1)(' di 1['1'11'11 

l'IIt 11](' (11 1 (ti ,\'1 ical proj('clor il1 I':q, (:!.,í ), (' o ll sie!cl' 

e- i O) c;: +-(\V~)+I)i O ) \jJ\}-I)( O ) - \V ~tl) ( O ) \jJ ~} 1)( 0 1) , 
_/11 

F (O) = -+-( IV ~} - I)( O ) \jJ ,) I)( O)- W\) - ') (O)W,)+I)( O)) , 
_111 

¡>+ (O) + / > (O) - 1 , ' 

1I dircctl,\ \'('rifíe.., Iltal 1>+( 0 ) <llld 1>-( 0 ) ill Iml1 projcel 01110 "'pillOl'S uf pos 

i I i \ '(' a I1d Jl(,f!,<l I i \'t' (' p¡ui I ies ¡¡ccurd i 1111, lo 

\'ai\'('ly, Oll<' ('Xpcc!s I>±(O) lo coillcide \\'itlt 111<' é1l1al,\'lic<l1 re'.., I rrall1<' pruj('( lur 

P t( 1, ± ¡"u /\') il1 I':q, (:!..í), T ltis is b,\ ' f'ar l1 ul so, TIl<' l'I'él"OIl is l 1t¡1I al 

I'(,,,t /\ '\V '~}' )( 0 ) ef['('cli\'('ly ree!\I('('s lu (w';/'I)( Ol)" = ¡IV';/' )( 0 ), <lIle! 

lO 



(:30 ) 

where A is particular matrix. Obviously. A depcnds on the part iC\llar eho ie 
fOl' the spinors and ean not be frame independe nt as long as the op(,1'ator of 
complex eonjugationdoe ' not allow fOT a univeI'.c;al matTiJ: I'cpTescH/a/ion. In 
case of W ~~(±l)( O ), and in the Cartesian frame, A is the unit matrix. Por tl1(' 
same reason, in general 

A W ~~(fJ) (O) = AE R8 d p ti B RSL( P) W ~)(J) (O) 

i= [E REB L(p )-1r (w~(tJ\ p )r ' 

hecause as a rule one observes the inequality 

(:) I ) 

~ext we eonsider projectors, in turn denoted by rr +( O), and n -( O), onto 

W ~;}±l)( O ) vectors of po itive and negative cross-norms: 

rr+( o ) = / (wt(+l)( O)W;;-l )( O) + Wt\-l \ O ) W~j+ l )( O )), 
~m 

rr- (O) = __ l_(W t ;( -l)(O)W.!.;(+l)( O) + W.!.;(+I)(O)W :(-1)( 0 )) . 
2m .l\1 M M .\1 

rr+ (O) + rr-( O) = 14. (:n) 

As long as aeeording Lo Eq. (11) veeLors of equal cross norms are' of oppo­
sitc e parities, the projectOl's rr± (O) are in general differenL frolll e±(0 ).2 
An immediate and c¡uick te t of the latter staLement is perfornwd in the 
Cartesian frame (O = Y = O in Eq. (9) ) where one ealculat('s ¡¡ ±( O) = 

i(L¡ =f 5 1), while P±(O) = i(14 ± i,.'oA) wiLh A = 14. Apparclltly. hOll! 

BRSd p )i(14±i¡2A )ER8L( p )-I, and BREBL(p)~(J4=f15IdBR8dp) - 1 givc rise' 
to two essentially different non-eovarianL equation . 

(' rtainly, one may eonsider the frame dependent equations ane! nOll- Iocal 
pCr) resulting from boosting P±(O), andjor rr± (o), and advoeaLc i'lrbit 1'ary 
violation of Lorentz symmetry in the U niverse, a path pursued in H('f. [1 :3], 
ancl for the . pinors in Section 4 below. We here take a distinct position ane! 
aim to search fOl' covariant equations that are consistent with the' hoosLe 1 
projectors. We circumvent tbe problem of staLic YIajoran a propagators in 

'2 As we shall see below, in choosing apure imaginary (1/ 2, O) (O, 1/ :2 ) rela ­
tive phase, one at lea t achieves equality of the projectors onto vectors or posi­
tive/ negative cross-norm and those onto vector of positive/ negative (' pariti('s 
but without resolving the problem of their non-covariance. 
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(1j:!. .0 ) (O.I!:!.) tu tl1<' CO" 01' illtrodllCillg allxiliar.\· (",Ira "pill\ll dilll('1l 

"iO!l . [11 1 he lal (el' "pac(' \\'(' "hall e!'lahli ~·dl COlhi!'lcIlC.\' ))('1 \\'('('11 1)1<' (\I\'ariélIl1 

('<¡ual iUIl!' lllld 11<' proj('clor" 01110 I he d('gre('!' 01' f'rccdolll 1IIIdn cOII"id('!'¡t1 i011 

a 11 el "h ¡.1i 1 C () 11 ,,1 rtl c I (l 1 () (' a 1 .\ [ aj o ni 11 a q tia 11 I 11111 f i (·1 d . 

('Ol/,"'! ,./1'" "I!} ('O('(II'ul/Itly jJl'OjJfI,l/O! il/.'! .\/fI.l0/'f/l/fI .... pIlIO,. ..... 

111 1 J¡i~ ~lIh,,('c iOIl \\(. deH'lop (\11 id(,ét he)\\' lo circlIll\\'(,IlI 111<' a)"('Il( (' !If \léI 

jmalla "pillor propagal iOIl ill ( 1 :!.. O) (O. 1/ 2) o)!'('I'\'cd ¡1I)O\·(' . , \ "illlpl(' oh 
"('I'\'alioll "ll<'d-. -.lrollg light 01110 \11<' prol¡lelll tlll<lcr ill\'('!'ligalioll, 11 1 lookill¡!, 

UlIlo Eq. ( ). it i" 110 dirrictJ!t \0 realiz(' I hal I 11<' pari(~ 01H'ralor. -11. "I¡ul 

e1er!''' 1)('1 \\C('II .\Iajorallél "pillor~ 01' oppo!'il<' charge (,olljll!.!,a i011 paril il· ... ¡¡1Ie1 

oppo-.ilc IH'licjl ie" 01' 111<' "ourc(' ~i>illor <l>j' (O), ¡\('cordillg lo 

· :( 
-U\V \/ 1) (O) - \V~) 1)( 0 ) . 

\V • . ( 
-'C) \f 1) ( O) = IV ~) 1)( 0 ) . 

\V~:( 
-'o \/ 1)( 0 )- IV : ( 

\/ 
1)( 0 ) . 

1.( 
- O \V \f 1 )( 0 ) = IVV} +I)( O) . (: ~ I ) 

'1 hi" ol¡-'('I'\al iOIl lak('" 011(' dir('cl I\' lo a 11('\\' e1i,,(')'('I( ' S\' 1l11l1<'1 r.\ ill 1)(' I¡tr! . .!.(·)' 

"pac(' 01' eighl -.pillo)'ial <Iilll(,lI~ioll!'. 1 he 11('\\' S\' I11Ill<'( 1'." i!' a,,-.oci,Il('e1 \\'jl h 1'(·,,1 

fram(' proj('clor" alld "pi lI()r~ 01' 111<' 1.\'1)(' 

.) (1 ... ± ( ~. 1 10 ) ) . 
o U 1 

(:ri) 

111110\\' ddillillu c!JctrU ('coIIJ'lI U alioll ill I !J('('llI¡lrul'd sIJ(l('('a-.e1iélO( /-_, /\ ./- .. /, ) . ..., ~ 0 ,.., . .., _ 

OllC illlll1<'e1iately r('aliz('" \ ha1 (i) 111<' 1>10\\'11 tlp ... pillor~ carr.\ (l \\(·11 c1I'IIII('e1 (' 

pclrily. (ii) IllC (' operalor C0Il1I11111e!' \\'il!J f¡±( 0 ). "'c ('xploil tl1<' 11('\\' c1i,,(')'('!<' 

.... \·1ll11)('lr.'· for lhe ('oll ... lrllclioll 01' co\'arialll proj(·clor ... ill -.t¡)¡jC( lilll-!, ¡;-t( O) lo 

... illlilaril.\' 1 rall ... fOl"ll1al ions hy I hc "(jos( ",il h 1111' f'ollo\\'illi!, rl'-.tJ!l: 

2/11 ( 

\V :( 1)( ) ) \/ P 

IVU I)( p ) , 
(:\(i ) 

t...;ill1jlarly. (11)(' rilld-. 



Equations (36) and (37) are equivalently rewritLen to 

The off diagonal form of the (8d) ma s matnx Jt1 Eq. (38) expr('ss('s cross­

normalization of \]J ~/±l)( p ), and its symmetric characLer refiects th(' inclepen­

dence of the cross-norm on the order of the spinors. Equations (:36 ) ancl (:37) 
demonstrate how Yrajorana spinors propagate in eight dimensions ancl t hat thc 
propagating degrees of freedom are well represented by the followi ng COIl1 plcte 
set of eight dimen ional spinors: 

:\otice that aboye spinor define an orthonormal basis as 

Al (p )Ad p ) = A2 (p )A2 (p ) = .i\7( P )!\7( P) = !\8(P )A8(p ) = 4m , 

!\3(P )!\3( P) = A4(P )A4( P) = A5( p )A5(p ) = Ad p )A6(P) = -4m, 

.I ,(p ) = [A,( p )jtr, fa. k=l, .... ", f 8 = ( ~: ~: ) . (40) 

Here, r 8 plays the role of metric in the eight dimensional space of t he !\d p) 
spinors . :\ext we check the energy-momentum di per ion relation fOl" tl1C' ('eL) 
:\ Iajorana spinors. For this purpose we cast. say, Eq . (:36) into the fOl"1ll 
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( 1/ 1 1 I / 1 ) (\jI ~:(-ll( ) ) 
\1 P = 0. 
1:(+1 l 

11 1 1 1 \ji \/ (p ) 
( 11) 

11llllif\· the cl<'lCl"Illillallt of (11<' ) y,' IlJa(rix Oll (11<' Ih". allel fillrl tll<' lilll<'lik(' 

r<,latioll.l/ 1/1
2 = O. T1H'rcfor<,. I ·~<¡ . (11) descrilH's llcutral parliel('s of reéll 

mas" ill I<'l"IllS of "pillors (hat are Cip,ell\'('ctors of t he parl iele <llll i pal iell' 
cOlljllg,al iUlI 0l)('rator. 

.:.9 ('(I//.~I.~t(II(·.'I (JI 1l'(l1"( (r¡If(/ti()II.~ (I/lr! Jim.i(¡-f(),..~ . 

. \ 1 that <;Iaí!,<' il is n('("('ssary (o test cOllsisl<'ney uf I·:q. (11) witlt tll(' pnJj<'<'Ior 

olllo tll(' .\ d p ) spillors. In tlle followinp, ¡¡ (p ) and ¡¡-( p ) in Im!1 rl<-Ilotc 

proj('ctor<; Ullto \ !.( p \ spillors uf I'ositi\"('. alld !H'p,ali\"(' 1I0rllls i¡('('()J"rlill!.!, lo: 

.... 1 ( ¡¡ (p \ -- .\ ¡( p ). \ ¡{ p ) 
11/1 

~ (, \ \( p )' \ 'j( p ) T .\¡ (p ). \¡ (p ) 
1111 

¡¡±( p ) \ ,.( p )-.\ ¡..( p ) . k= I ..... ~ . 

. \ ,( p ). \ ,( p ) \, I p ) \ ... ( p l) . 

(·12) 

.\, (p ) \, ,1 p )) . 

( 1:)) 

( 11) 

\\"11<'r(' ñ+( p ) appli('s to ' \ I( P ). '\ 2( P ) .. \ ,( p ) .. \.-.;( p ). wh il(' ,-( p ) ilJlJlli(,,, to t 11<' 
I"(,,;t .. \ dir<'cl calclllat iOll of. sayo ¡¡+(p ) I ('él el" tu 

~( p ) ) 
(O) -+- 11 -( 0 )) 

( l.») 

\\'I]('re \\'(' (''\ploiled CUIl1plcl('ll<'''s of Ih(' w';/ Il( p ) d('í!,r<'('S uf fl('('d()lll. alld 

illlroduced ~( p ) L':'I w';}'Jl( p )W';}'Jl( p ). 1 hi ... qllitnti1\' call 1)(' recl1lC"ed to 

(1 cOlllbilli¡ i011 of Dirac u ancl /' spinors lIpOl1 cl('composillg tI\<' (,olllpl('I(' ,el 

of w /\t ,l( p ) spillor' illto tll<' complete set of I)il"il(,', {1I¡,( p ).I·d p )} SpiIHJI". III 

"() doillí!, 011(' ('llCOlln(crs 
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W ¡J+ll( p ) 14 14 -1<1 14 ll¡( p ) 

W ¡l,J+ll(p ) 1 -14 14 -14 -14 tl.j.( p ) 
( 1} (j) 

wXJ-ll( p ) 2 14 -14 -L1 -14 u¡( p ) 

w*~-ll( p ) 14 14 14 -14 U.j.( p ) 

The latter equation shows that a w~~(±ll( p ) spinor is a linear cornbination 
of Dirac 's 1l and v spinors of opposite parities , as it should be dLle Lo t 1](' 
non-commutatiyity of the e and P operators. 

In making use of the decomposiLion in Eq. (46 ). orre calculatcs ~( p ) L be the 
sum of the projectors onto Dirac u and v spinors according Lo 

~( p ) = u¡(p )u¡( p ) + ll.j.( p )U.j.( p ) + V¡( p )V¡( p ) + L' (p )V.j.( p ) 

= (Pv + Pv ) . r + m v - m ¡; . ( .17) 

Her we denoted four momentLlm and masses of the neutral particJcs ancl 
anti-particles by PV) Pv, m V) and m ¡; , respectiy ly. 

Consistency between Eqs. (41 ), and (42) is warrant through Llw equaliti('s 
Pv = PV) and the relaLed m v = m v following from e PT symmet ry. Tlwrdor(', 
one find ~ = 2p and 

+ 1 (m] 4 P ) 
TI ( p)=~ 

~m P m14 
( 1} ' ) 

thaL establishes thc consistency under discussion. 

Canonical quantizaLion á la Dirac is now straightforward in Lhc eight c1illH'!! ­
sional spinor space, denoted by S . when introclucing the local 1I{8}( .r ) r¡eld 
operator as 

1I{8}(.r ) = J dl '[ L ·\ d p )ak( p ) e- ip
'
I + L_ :\j( p ) a~( p )c'P'.r] . (iJ9 ) 

k=1 ,2,7 ,8 J= 3,4 ,:>,6 

Here , dV is the appropr iate phase volume . 
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3 ~eutron 1 decay In S" and textbook ::\1ajorana quant lllll field . 

I 1I Ihi~ ~cctiol1 \v{' cxploit 111<' local Ind,\' 1I('lllral <¡llalltlllll f¡cld ll{ ,, ¡( .r ) ill tl1<' 

calclllatioll of j <leca.\· trac('s. 111 c!1I(, coursc \\'(' sha llll lOti\'alC' 1/ (,1") ill I·:q. ( 1). 

Om fir"t goal 011 that jOllI'lIcy \\'ill 1)(' to ta],;c a close loo],; 011 11('llt 1'\111 .¡ deca,\ 

ill S", I f 011(' \\'i~_"¡l<'s to eOIl~id('r ph.\'sieal proc('sscs t hat ill\'l)h'e hol I1 I)ilac alle! 

\Iajoralla r('rlllioll~. 011(' Il('ee!s to \\'Orry ahollt Illatchillg rlil1]('II"ioll~ uf hot h 

"pillO(' "pacc..;, T1H' , illlpkst \\'a.\' lo harll101liz(' e!illl{'Il<;ioll" i" lu c1111plif.\ 1 he 

I)ira(' "pillor" similarl .\ lo Eq". (:~q ) , 111 ore!cr to J'('<;jwct o['thO!.!,OIWlil.\ of JI 
{'igc'll..;pinors, 011(' ha~ to ],;('('p Il<'licit ies ~allle ¡-1t top alle! bot tOlll , Tlw Dir;\( ' 

('ight spillors illt rOc!llc('d ill t hi~ 111<1l1llC'r arc 

/,' ( íO ) 

['('s j >C'ct i\'('ly, 1'0 <,ill1plify 1I0tat iOlls \\'C' \\'ill SIIPI)l'CSS frolll 110\\' oll\\'are! t 11<' IIlO 

1!1('lIt 11111. p, a~ argll111cllt of spinors and o j>C'rators. 111 orclcr to caklll¡t1(, (ro~~ 

~('cl iOlls. i,c', cm['cnt -ClIITcnt t('nsors . ( /' /11" in S.". 01\(' has n(',\t to 111,1],;(' ,1 ('lloi('e 

fOI t 11(' eight -cur['C'nts, 111 allalogy t o t I)(' Di rac \'C'ct 01' cllI'rC'nt. \\'C' Il<'re COIl"t nlC"l 

/ 1' \ r /l { . r /. _ ~ /l 
, ;;(,:/,/) -, i: (J'/' / ) ' - I 

/
/1. " 

. k ( .h/ ) \f ' I' I' { ' J 1)- ' . k " (]:/,I) . '" = .:..... (.l:', (,í 1 ) 

FOllr 1ll011lC'llt 11111 alld llla~~ of t 11(' Dirac part iele \\'ill I){' ill I lII'lI e!ellolC'd <l" !JI. 

(lllrl 11/1' .\ " IOIle, as \\'C' are 1101 gauging tlw Il1('ory. bllt are \\'ritill!.!, e!O\\'1I (/1/ ¡'(J( 

CIIITc'lIt". OIlC' Illay thin],; of tll<' (t\rI) lllodC'1 for 11<'1I(roll b('la c1cca,\' pr( '~('lItC'd 

herc a" él .. toy " Illode!. Yet. as it \\'ill 1)(' sho\\'1I 1)('lo\\'. it \ViII (1110\\' for "(¡¡!I(' 

\'C'r.\ in<,trllcti\'C' ill'iie,hts illto 1l<'lltrillO p!t('lIoll1c'lIology .. \ bo\e CIIITC ' l lh al'<' 

cOIl<,cl"\'c'c1 il l 111(' 11/ 1/11 lilllit alld ha\'(' ti\(' propcrt.\' to ta],;!' Il\C' ( 'í :/1) 

"plllOl' of po"it i\'c' 1l01'l1l to .\ ¡,( p ) of j>osit i\'c' 1101'111 (oo. '1 /1<' CIIIT('111 ("I IITC ' 1I1 

tCllsur fol'. "a\' . .J~,( ,1,') ' r('ac!" 

( ; 111 
I ,í'.! ) 

]1 1 llla],;illg II"C' of tl1<' c1dillitioll of \ ¡,. gl\'C'1l 111 Lq . (10 ).1. C' , 

I ,u t i ' \ ... . J.. , 

alld the relalioll [" "' '1'0 > = 1'° 1". I':q, (,-)1 ) <llllOlIllls to 

I(i 



GJ.L V - 1 ~ 1 A- r J.L U U r v r t A 
-:) ~ - k U;h') U;h') 8 k· 

~ kU;h' ) 4 
(54) 

In the following we shall introduce the notabon n D as 

(.5.5) 

Converting Eq. (54) to trace is now standard and results in 

Therefore, the trace entering the single beta decay is same as ir we hacl ll scd 
1/( x) . In this way we reached a further goal of our investigation, namcly, unclcr­
stand appearance of momentum space Dirac spinors in the YIajorana quant llJl1 
field. 

4 Majorana spinors of pure imaginary e par ity. 

4-1 Spinor constructo 

In this Section we present rest-frame neutral spinors which differ frol1l the 
textbook ones [5] - [10J by the relative phase between the left- and ri ghL banded 
Weyl components. In the textbook case , the phase was real , in Lhc currctlily 
presented one, it will be purely imaginary. The imaginary relative pllase shows 
up as imaginary e parity. Above difference will be of profound imporLancc ror 
the phenomenological consequences of the theory 3 . 

3 The relative phase (j between the two-dimensional (1/2, O) and (0,1/2) should 
not be confused with hayser's creation phase factor, A. While (j tells somelhing 
about how to stick together (1/2, O) and (0, 1/ 2) to a four dimension al pinor of tile 
desired transformation properties under discrete e, P space-time sy mmet ri es, lile A 
selects a particular linear superposition between four dimensional neutral particle­
and anti- particle states. In the ultra-relativistic limit , E/lpl -+ 1, when Lhe particle 
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.\IcLellllélll '1(;: alld ('a~e 1 (j. (,oll~1 rllcled .\ \¡·\jorélIlCl ~pillors of lH'g,\1 i't' illlag 

illnr.,· (' parily. \\"hile (' "pillor" of pu~il i\"(' illwgi!lar.'" parit.,· ha\"(' 1)('('11 i!ll ro­

dllced i!l ]{('k '1:3: alld ~hO\\"1l lo 1)(' 11('("("""ar.,· for ~(,Cllrillg COlllpklt'II<''''' ill 

(1 ~. O) ... (0.1/ :2) . .\ Iajoralla spillors of" I hal I .,·p(' \\"il! 1)(' d('llo ('el ill 111111 1)., 

jJ ':( l( ) '1' l' . I 1 "1 1 .. (+,)( ) ' 1 \" / 1 ( \ \1 P \\'11 I J plllT.'" 1 lllaglllan·. 1(' \ji \i p S curr<,spOII< tu, /. I p ) 
in I{('f". :1:(. "'here ....... <111<1. \ "Ialld fOl" s('lf cOlljllu,alc (1H>"ili,'(' ilmll!,ill;lr.\ (' 

paril.'"). éllld anli- .... elf eOl1jugalc (lI('!!,(ll i\"(' illl'l!!,illar.\· (' paril.'" ). r('''IW(li\('I.\. 

1 1](' 1'(',,1 fréllllC' spi !Iors are llH'rcfor(' eho,,('1l as 

(.-)( ) 

(.í ) 

ha~ 1)('('11 sho\\"1l ill [{eL : 1 :~; I h,11 fdlc)\\"illg, (Tus .... llorIl1¡.t1i/.éll iOIl n'!;lt i\JI1" 

(l('J'!1\('d lo a bi-nrtl!o.'/olllJlity t I]('re) huid I rll(' 

111<' illla,gill<lry IlOrIllS ha\"(' I)('{'II pr()\ 'ok('d h.\· I h(' imagi!lar.\· relal i\'(' pl](\~(' 

("J' .\" él eOIl .... ('qllC'!IC('. t 1](' eross Ilorllls chall!!,c .... igll IlpO!l ill\'C'r"illg urdel 01' 
tl1<' .... pillors a" \'i~ihl(' frolll I·:q. (.í!) ) .. \ t 111<' pJ'(' .... ('1l1 .... Iag!' thi .... Illél.\ lo()k liS él 

di"ad\'alllé1(!,(' but O!l IOll!!, Icrm it ",il! 1)(' of f,1\'or ill so far ¡.¡" il ",il! ¡II!O\\" fo!' 

ph.\ "ies dilkr{,!I1 IJIII I II<' o!le rclat('d lo I IIC' .\I ajonllla spillors ill I':q. (h) \\,1]('1'(' 

111<' r('lal i\t' pha ' C' has 1)('('11 C[¡(N'!l lo h(' r(,éll. 

( (j() ) 

\\·11<'1'(' 11" (0 \ <llld 11 \( 0 ) dellole ill 1111'11 11\(' r{' .... 1 frame proj('clioll ()pt'J'(ll()r" 

alld allli parlicle stal!' ... IH'(,ollJ(' pr('t!ollJillallll.\· I('fl ¡¡lid ri~!Jt -!Jall(kd. r<· ... I)('('\i\·('I~. 

111<' A p!JaS(' f'actorcan conclitiollall~ 1.(' \' i( ' \\'('d as 1!J(' r('lali\'(' p!Jas(' 1)('1\\('('11 (1,''l..O) 

alld (0.1/2). lIo\\'('\'('r. ill l!Jis cas('. t 1](' I'()lIr spillor hrak<'s d 0\\1 I all~' \\;1\ <111" 111<' 
r('lrlli\(' p!Jasf' " b('collJ('s irr('le\'anl lo kadillg ()J'(iPr. 
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onto the self- and anti-self conjugate neutral sp inors. The rrS( O) arre! ll A( O) 
are simultaneously C parity projectors. 

The first advantage of imaginary C parities is to eq ualize cross-Ilo rms 1,0 (' 

parity projectors. Recall , in the case of a real <I>Rh (P)- <I> 2(p) rcJ ativC' phase 
considered in Section 2, projectors onto vectors with same cross-norm did 
not coincide with projectors onto C eigenvectors . 

However, as long as Eq. (27) was deduced without any reference Lo t Iw par­

ticular form of the Majorana spinors, also for \fI ~tf i )( p ) the problcm or sLatic 
projectors in (1/2, O) EB (0,1/2) stays same. 

In order to circumvent this shortcoming we apply once again t,he proccdure 
outlined in subsection 2.8 to \fI ~rFi)( p ) and find the following new sysLem or 
coupled matrix equations 4 

(61 ) 

4·2 Covariantly propagating Majorana spinors in doubled (1/2, O) EB (0,1 / 2) . 

Equations (61) suggest once again to amplify dimensionality of C eigcn spinors 
from four to eight in introducing 

(62) 

4 Eq. (61) has been written down for the first time (up to notational c1ifferences) 
in Ref. [18] though without add ressing the argument about the constancy of the 
projector onto four dimensional e eigenspinros and without explor in g anyone of ils 
phenomenological consequences. 
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11 ('re. tJ\(' illdex :..,.. ur . \ uf thc. \ !--pillors is éI!--!--()ciatcd ill tmll \\ith t JI<' 1I('g,(1 

tin' . ur po!--iti\ '(' "i g ll o f IJ](' imagillar." (' pélI'il\·. '1 JI(' ahO\e !--pillor ... d<'! i lle (\11 

or t hogoIlal ha"i!-- (\ !--

' \ ( "' :I )( P )·\ (S.I )( P ) = '\ (.'; : i) ( p )' \ (" : 1) (p ) = 

.\ ( 1:2)( p ), \ ( 1:2 )( p ) = .\( \:.I)( p ). \ ( U )( p ) = . ·1111. 

\ ( S : ~!)( p ). \ ( S·: 2 )( P ) = ' \ ( " ::I)( p ). \ ( ,, :.¡¡( p ) = 
' \ ()\:I )( P )' \ (.. \:I )( P ) = .\( \: !} (p ). \ ( \: !} (p ) = - ·1/11 . 

(

Ol - il l ). 

1 1 I O 1 

((d ) 

( (; 1 ) 

Il nc. T = ."' .. . \. (he IJ('\\' malrix l'o< plays 012C(' élgaill t he ro le of 1I1<'lri c iIl tl1<' 

ei~ht dilllf'll!--ioIlal space ( lO bc c!elloted b.\' S~ ) hlll t his time ill t he "pace l)\Jill 

011 t o p of \!J f~ }'f )( p ). 

h 'OIlI b¡. ((; 1) UIle c1irectJ." read!-- off 1 hat t 11<' eight -dilllcll!--iollal ... piIlOl" ... al i ~f.\ ' 

tl)(' Dirac like ('q1lalioll 

( 

p¡I ~'¡1 

+. illll l 

. () . ( (ib ) 

\\·I1<'re " - 111" éUld .. ...L ,I/ .. ill turIl curr(,!--polld to ,\ (s'/ \:k)( p ) o f po~il i\( · él lid 11<'2,,1 

ti\'(' IlurIll"' . 111 111dlifyiIlg lll<' d('(C'rllli nCl ll t ofthe Illalrix actiIlg IIIHJl I \ ( '" u)( p l 
il l I·:<¡. ( (j(i ) . olle find ... 1 he' slandard ell(' rgy- lll011H' Il t lll ll di~¡)( · r ... i()11 J'(·lal iOI1. 

1/ . 11/ 2 = (J. I'I l<'rd'o re. Ec¡ . (66 ) descr i bes Ill <lss in' Ilcl ltral particl(':-- ill t('l'lll '" 

of ... pillo rs t hat are eigell\'cclo rs of t 11<' par t iel e aJl ( i- par! i c l(' eOIljll gét1 iOIl 0l)('r­

al o!'. 

('olllparisoJl 1)('(\\'('(' 1l I·:qs. (6.» ) aIld ( 10 ) SllO\\'''' (hal Ihe ( ~d ) 1I\('lric (¡Ike ... 

dilkreIll fOI'IlI ill d(,P(,IldiIl!?, 011 t h(' (' pa ri l.\·. 11 I ca..,e (I\(' (' parit .\, 1'" r('al. 

t 11<' lllclric . l' .... i ... real and ~ylllm('l r ic. \\' h ile ill ca s(' the aho\'(' j>élrit .\ i" pUJ'(' 

im agill ar.\·. 111<' Ill<'l rico r o<. i.., ill1a!!, i llar~ ' all d allt i-S,\'IllI1Wt rico 

'1'11( ' c1if[('J'('llc(' 1)('1\\'('(' 11 r ". alld i\ COI1]('S ahou( I)('caus(' for \j) ',/'f l )( p ) 111<' 

C!'O"S-1l0rtl l '-' delwIld 011 t he order of I h(' \'('clors as \ ' i " ibk from I·: <¡ . ( .-)1) ). \\'hile 

fOI \lI f~} ± I )( p ) II\('." did IlOl. ill accurcl<lllc(' to I·:q. ( 11 ) . 

. \ l>o\·('diff(,I'<' IlC(, i ... ofpi\'olal importallc(, fur I·:q. (.)(¡ ). lI ad \\.(' IIs('d \ (>.¡I p ) il l 

plac(' of .\ ,( p ). i.( ' . Ec¡ . (GI ) in place of 1': '1. ( I ~ ) . alld substitllt('cI illlo Le¡. (.)ti ) 

I~ " fmm I·:q. (ti :) ). \\·c \\'ullld ha\'(' ohs(' r \,('<I <1 c(\llcellal ion of llléhS ill I J¡(' 1l<' l l t ra l 

ferlllioll sector o ftll(' Irac('. ] 11 d[c('t. th(' 11<'l l tl'al parl i ck'-s('('lor ofll\(' ( ... ill ~ I( ·) 
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beta decay trace would be ma sless without the neutrino being masskss In 
reality. 

A different situation is obtained in considering the current (iL is conserved in 
the m ~ mI limit) 

(67) 

Here, the interference term 

±~(.~(T;k)fJ1U(j;hl) (A(T;k)rsfvU(j;h'))t +A(T;k)rs f J1 C() ;h') (i\(T; A' ) ["/ ['( j:}¡ I))t), 

(68) 

contributes ±m,J.L (PI + m¡) ,v , to the trace in Eq . (56). This happC'1I becausC' 

(- )t -t -' \ (T;k¡fsf"'U = U fV.I\(T ;k) upon accounting for f2 = 1s .Thercforc. Lhe anti -

symmeLric off diagonal metric in ' \ (T,k)( P ) goes completely away rrom thE' ma­

trix providing the trace, and phenomenologies with W~(± i )( p ) ancl W~(± i )( p ) 
amount be same again . 

5 The neutrinoless double beta decay Ov(3(3 . 

The neutrinoless double beta decay (Ov(3(3 ) is a proce wherc two neutrons 
in a nucleus, .4(Z, ), are converted into two proton by the emission or two 
virtual VV- bosons 

.1(Z . . V) ~ A(Z + 2, .r-...r - 2) + vv- + W- , (69) 

in such a way that the two subsequent ly emerging WJ1- e- boson- rcrlllion cur­
rents, appear connected by a virtual neutrino li ne (sce ReL [2] for deLai Is). 
This process is associated with a second order element of thE' S' matrix ancl 
the related amplitude, here denoted by, TOv{3{3 , is given by 

(70) 

In order to bring in the virtual neutrino line on makes use of thc following 
identi ty 

Üe"(1) (1 + "(5 )U ve = ((ue)ct'1) (1 + ,-) ((uvJct 

= UVe [-'J1(1 - ' 5)] V e ' 
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Fillally, 1'1,: 2 call he ("oll\'('rtecl lo él t rac(' ill t hc stalldard \\'aY él" 

1'11/1 2 
-[I/ ' -'Il( 1 - ,:; )11 11

. -'II( 1 ¡-,) /,,] ~ 1I (;d I -j- ¡_,) II '" ; l( I -
, ¡ 

- , ,.r Il '· ' ,I( 1 . , -,) 11 ""'1( 1 -,;, )11" (1 + ' -,) - '1 " ( 11 /" 1I I --, ) - \ 

( '/: ~ ) 

.\0\\' \\' (' ca!clllal(' a\'o\'e t 1'<1("(' wil hill 111<' sCC'lIario of I he pr<'\' iOllS s( 'cl iOll, lo 

c!u "O 011(' ha.., lo perforlll ill Eq, (I:n 111<' replae(,llwnls ; 1' .• 1' " , 11 , ',{ " 

/ '( ,\ " 11 '1, \ ( " \.k ) , él 11 d 

11 " - , (11 ) 

1I1 Illis \\'ay 011(' C!'cal('s 11l<' \'{'I'siUII of 1'111 1
2

, \\'11<'1'(' apP¡!I( ' 11 1,\', t 1«' 

l1H't ric Illit! rix 1'" (' 111 (' 1''' I \\' icc, Tlw Ill'l <'fr('cl of I 11<' ~~ p 1"< '''e 11 ('( ' i 11 ( I:n i.., lo 

In' ill!!, back II)(' Illass lo I h(' lH'lItréll parl i('le s('elor ill tl}(' 0// ,U Ir<t('l', ¡{ccélll, 

Ihal for 11l<' Iy])(' of ClII'I'('1I1s ill I·:q. (,íl) ¡!lId ..,al1](' ~¡.,. 111( ' 11( ' 1111';" Péll1icl(' 

"'('elur in 111(' ..,illg,1c .¡ decay t rac(' \\'as Illélssless . . \ I>m·(' cOIl ... i dlT<1 I iOIl" <tilo\\' lo 

cOllclllc!C I hat o// .¡ J ph('1l0IllCl1olou,,\ ' \\'it h \l éI.iorana "'pillor.., r('sllll" ('<!lIi""('1I1 

to phcl' olll('lIo lo!!,,\ \\'il h Dira(' "pillor'" 

6 ummary, 

\\'C d(' lIlOI1"lratcd IllOlll('lIt 11111 il1de])('lIdell(,c uf t he projectors Ull to c la""ic,,1 (' 

(' ig<'II"pillors in ( I f :!, O) (0,1/2 ) all<l cOllclll<lc<l illlj>ossil¡ilit.\· uf ('011,,1 III( t illt!, 

Ion" q 1I<1 111 1I111 f¡eld II}('ury hasC'c1upoll follJ' dilllclIsiollal \Ia.ioralla "'pillor". \\ '(, 

;\\oid('d 11lC' prohlelll uf stat ic propagators in ( 1/2, O) ( (J,] ' :! ) ill (':\]>Ioi l illi!, 
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the auxiliary calculus for da sical \1ajorana spinors of eight pinorial dcgree's 
of freedom. In reference to the new symmetry \Ve constructed relat ed rC'st­
frame projectors which upon boosting gave rise to covariant propagatioll and 
allowed for a field quantization á la Dime. 

With the aim to figure out imilarities and differences between Majorana and 
Dirac theorie for neutral fermions, we calculated the (8d) trace entel'illg thC' 
width of neutron (3 decay within such a scenario and, up to one exceptioll, 
found it to b ame as if we had used in four space massive Dirac spinors. 

We also calculated the trac entering the neutrinoless doubl ¡3 decay ald 
found it to be unaltered with respect to the Dirac formali m irrespective' of 
lhe type of spinors and type of currents used. In oth r words, we s howecl 
that phenomenology with da ical :\1ajorana pinors is possi ble only in eight 
spinorial dimensions, but is by and large equivalent to phcnomenology with 
Dirac's u and v in four spinorial dimensions. 

If this were to be the onlyimpact of the calculus, cight spinor dimensions 
could be viewed onl~ as dummy degrees of freedom. However , there is arare 
exception. For IJ!~(±' (p ) and the dass of currents in Eq.(.51) the single beta dC'­
cay trace wa shown to contain massless Dirac spinors in the neutral fermion 
sector. This cancellation of the neutral partide ma s wa triggered by t he 
anti-symmetric off diagonal metric in the ( d) pace. Th laLter option opC'ns 
the curiolis possibility to have a neutral fermion theory at halld that allows 
polarized tritium (3 decay to drive the neutrino ma closel' ancl closer lo 
zero [19] without contradicting observation of possibly larger neutrino ma. s 
in oscillation- , and in Ov(3(3 phenomena, thus providing an intriguing ancl C'x­
perim ntally testable signatur for a pot ntially viable and non-trivial impact 
of Majorana spinors on phenomenology. 
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