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Capitulo 1

Simetrias y Grupos

1.1. Simetrias en la Naturaleza

1.1.1. Tipos de Simetrias

Las simetrias en la naturaleza (la indistinguibilidad de los entes fisicos) tienen comno
consecuencia la conservacion de las leves de la naturaleza. como por cjemplo la isotropia
v homogeneidad del espacio v la homogeneidad en el tiempo, que permiten la conser-
vacion del momento angular. del momento lineal v la energla, respectivamente. Aparte
de las simetrias antes mencionadas, existen otros tipos de simetrias en la naturaleza que
permiten la conservacion de otras leyes, tal es el caso de enantiomorfismo gue permite
la indistinguibilidad de las leves fisicas con respecto a fenomenos u objetos v osu refle-
jo. El ente que se conserva debido al enantiomorfismo es 1la Paridad que relaciona las

propiedades de los objetos de ser idénticos u opuestos de sus imdgenes en el espejo [1].

Objeto Real — Objeto Re fle judo
7 , e
) o U
donde se ve que los vectores 7 v ¢ tienen paridad negativa. Pero los vectores axiales como

el momento angular. delinido como:

Objeto Real : Objcto Re flejado

M=7Fx% — M=(-F)x(=0)=FxT7

tienen paridad positiva.

Por otro lado, moléculas con un contenido atémico idéntico pueden tener estrieturas espa
ciales opuestas con respecto al sentido del giro. pero sus propiedades bajo circunstancias
bioldgicas pueden ser muy diferentes debido a la preferencia de la materia orgdnica con

una cierta orientacion de los atomos en la molécula. Estas moléculas no tienen Paridad.




1.1.2. Simetrias Discretas de Particulas Elementales

1 4 | ) Pk 1 1 ' 1 x> . § ¢ y | G MG

Fn la teoria de Particulas Elementales se manejan varias simetrias para describi

f 2 'y 2 ) X ¥ 4 1Y " . 11 3 A TV 1%
‘|J:.'- rentes [erolneros (a). { OIISICleTreros 111 ]J.".| 1t 1|-'! ,f COIl INOomeItt o 1neal py MOVECLU10]

de espin s en el eje 2. descrita por el estado f(p. s). que se transforma bajo una operacion

en el estado p'.s’) que deseribe una particula /7 con momento pf v proveccion de espin
' 1 R i . 1 £ : g | ] ¥ | b o 1
' sobre el eje z. Las principales operaciones discretas de Particulas Elementales son

s Conjugacion de Carga: El operador de conjugacion de carga (' transforma una
particula en su antiparticula. En caso de particulas con espin entero
bajo " se observa que la particula (17 &) se transformma en [ s el mismo

1l (&4 1

momento v ola Imisila proveceiorn fl" (SIRARE|

( '_f [ I,.'f_ s teef [,'/', s, 1.1

donde 7+ es un factor de fase con |5 I, v " denota la conjugacion compleja.

ara particilias ¢oll esplil 1o entero, la COnjueacion COIple]a 1o s INC1eNnLe Py
¥ s r .y Py | 1 e d s ARG o - A . 1 = z i ] 3 3 - 7 S et

esta operacion de simetria. es necesario un operador. Por ejemplo. para particilas

COI espin s /2 aparte de la conjugacion compleja es necesario el operador

es una de las matrices de Dirac. las cuales se veran mas adelante) para desceribn

v [nversion del Espacio: Bajo esta transformacion se tiene:
Pf(p.s) — f(=p.s). 1.9

En caso de parti ulas simetricas |!:|_i|| {7 se observa:
Pfip.s) =npf(—=p 8).

donde np es un factor de fase llamada paridad intrinseca de la particula f. con

= Retorno del Tiempo: Esta operacion indica que si un proceso tiene un estado ini

A v un estado final B. el proceso que tiene un estado inicial B v uno final A tambic

es posible. Esta operacion es equivalente en regresar el reloj. es decir, cambiar f por
t mientras que r permanece invariante. El momento p = d(mr)/dt cambia a —p
el momento angular L = F x j cambia a —L. cualquier momento angnlar J es
entonces transformado en —.J, v por consiguiente. la proveccion del espin s cambia
a —s. Asi, para un estado de una particula f(p. s) simétrica con respecto de 17, bajo

a accion del operador de retorno de tiempo 17 cambia comao
7 _.’I',I""- < 1y £ = =Y. | 1

donde Hpr es 111 factor de fase gque (3(‘[1"]:(1f' cle espl s micial. con oy . |

Uno de los teoremas mas fundamentales en la teorfa de las particulas elementales dice
¥ | 1 |

que todos los fendmenos fisicos que suceden en la teoria del campo local tier

.Il.r' Leld “..:I:I.
|'<|‘[!i|jf[:!-|,| { I,'”.J'r_




1.1.3. Objetivo de la Tesis

En la presente tesis se desea observar como se comportan los fermiones con espin
s = 1/2 ante las operaciones P v (' antes mencionadas que se refieren a particulas de
Dirac como el electrén y particulas totalmente neutrales como un neutrino el cual es in-
distinguible del antineutrino. Este tltimo tipo de fermiones es conocido como fermiones
de Majorana.
La descripceion de los fermiones de Majorana es uno de los problemas centrales de la fisica
contempordanea 1o solamente por la especulacion del fenomeno de oscilacion de neutri-
nos o el decaimiento doble beta sin neutrinos (Or33). pero tambicn por que las fuentes
de campos fermionicos neutrales (gauginoes) gque aparecen acompanando a las fuentes de
bosones predichas en teorfas supersiimétricas.
Para un punto de vista formal. las particulas de Majorana son tratados en los libros de tex-
to diferente a las particulas de Dirac. Mientras que el campo de Dirac es sistematicamente
derivado de la simetria £ del espacio tiempo de Lorentz. las particulas de Majorana estin
compuestas (de antemano) al nivel de estados cudnticos. Los estados enanticos invariantes
a (' mas importantes son explotados en la descripeion de oscilaciones de neutrinos, cons-
truidos como ([2] y relerencias incluida)

v = wuy(play(p)e P*|0),
= U/_,([—;) bH ([)4\/' gmRE U; :
! ;
Vigar = ;(l i = 7'3)1/
| 1 - o
I’[// o 3(11.‘5"‘-7]/‘1/ | (l),

donde uy (pHay, (p)0) v up ()b, (7)]0) son respectivamente estados de particula de Dirac
v antiparticulas (vease cap 2.4 por las notaciones). Los espinores de neutrino v, v /), son
Hamados “activos electrodébilmente™ mientras vg, v v§ son “estériles electrodébilmente™.
Los estados de paridad €' en en la ecuacion (1.5) se utilizan en la oscilacion de nentrinos
v son llamados espinores cuanticos de Majorana. Los espinores cudnticos satisfacen un
sistema de dos ecuaciones de Dirac

[} -.\[/) *A\[_\/ 1% ; :
*'x\[\\,] /)-—\[]) V- I #25H

La ecuacion (1.6) representa una ecuacion de Dirac para una generacion de neutrino

antineutrino. Tiene dos casos limites. El primer caso corresponde a My, = 0 v My # 0.
Iste el caso del famoso término de masa de Majorana. El segundo caso es ¢l término de
masa de Dirac puro cuando My, =0 v Mp # 0.

Como el término de masa de Majorana transforma una particula en su antiparticula, este
describe procesos con rompimiento de la conservacion de mmero leptonico por 2 unidaces,




Figura 1.1: Representacion esquematica del decaimiento (.79

Esto permite la existencia del decaimiento doble beta sin neutrinos {(Bear:

Como no hay diferencia entre neutrino v antineutrino, el antineutrino emitido por el

priaer neutromn ny puede ser absorbido como nentrino por el segunao neuntroir g
se transforma en un proton emitiendo un segundo electron. El decaimiento 1 de dos
nemtrones en dos protoues v dos electrones sinn antineitrinos es conocido comao (.43 v oes

OeT10T: (10 SO [“Ii'- 114

itrinos de Majorana. El decaimiento 0431 muestra la importancia

del término de masa de Majorana, En este contexto es importante saber si el termino de
masa de Majorana existe exclusivamente en un nivel cudntico o si es posible tenerlo en el

1.7 .
nivel lASICO (representaciones |Ir' ]‘r'.j'i‘]]'/

Il .~'-\3‘-";\_.. (e esta tesis es Imaostrar que r '.i‘E'I!:iI:u tir- H1as: 1|~' ‘1 Or'alla existe tatnblen
en el nivel clasico v construir los espinores correspondientes,
La tesis esta organizada en 4 capitulos. El capitulo 1 da los conceptos bisicos de teoria

de grupos. necesarios para el desarrollo v entendimiento de la tesis. El capitulo 2 miestra

una forma de obtener espinores basiandose en la descripeion del espacio-tiempo del grupo
cle Lorentz, después introduce la representacion (1/2.0) (0. 1/2) v Hnaliza obteniendo la
. I

ectiacion de Dirac por métodos tradicionales. En el capitulo 3 se muestra a las matrices

e Dirac oAt A0 v a7 como operaciones de simetrias C. P v 1 en la representacion
1 /2. 0} 0.1/2). despues se muestra a los generadores del erupo (1/2.0) (0. 1/2) como

funciones de las matrices de Dirac, para finalizar con la obtencion de la eenacion de Dira

[

por medio del aperador 2. Por iltimo. en el capitulo 4 se aplica el operador 7 para obtener

os espinores de Majorana v se mostrara que para construir una ccuacion covariante con

ellos es necesario un espacio espinorial de 8 dimensiones.



1.2. Teoria de Grupos

Las siimmetrias que encontramos en la naturaleza al momento de estudiar los diferentes
fenomenos existentes en ella. permiiten crear las leves para explicarlos, La Teoria de Gru-
pos provee una herramienta para describir las simetrfas de una manera adecuada. Los
fendmenos fisicos descritos por la teoria de grupos. asociadas con las siimetrias, necesitan

la indistinguibilidad entre ciertos objetos v fendmenos fisicos 4] 5] 6.

1.2.1. Definicién de un Grupo y los Axiomas que lo Definen

Un grupo G es un conjunto de elementos (. Go, Gy, .. .. con una lev de maltiplicacion,
Hanada producto ;G . de dos elementos cualquiera. El conjunto satisface los siguientes

axionlas:
. 51 G, v Gy oson elementos del conjunto G entonces el producto () (7, también es

un elemento del mismo conjunto,

G G;=GreG. (1.8)

i
2. La multiplicacion de los elementos del grupo es asociativa,

L/(,'r'l(l‘./ }(7‘[\. = (:I'I: l;\(r’], (:I'k)_ \’ l(’.

3. Existe un elemento del conjunto [ Hawmado Elemento [deatidad & Flementao Neatral
que conmuta con todos los elenientos del conjunto v los deja incambiable. Para
cualquier elemento arbitrario G/

Iy =G, I =4 (1.10)

J

1. Cada elemento G tiene un Elemento Inverso G (llamado el inverso de (). que
tnbicn es un elemento de G.otal que el producto entre ambos es igual al eleniento
identidad. Si

GGy =G0=1=2G; =G e, (1.11)

emonces un conjunto con las propiedades 1-4 se denomina un grupo.

1.2.2. Propiedades Basicas de los Grupos
Las principales propiedades de los grupos son:

« El nthinero de los elementos del grupo pueden ser finito o infinito, de acuerdo. los
erupos pueden ser finitos o infinitos.




vinero de elementos de un grupo linito es Hamado orden del 1
producto de un elemento arbitrario G, por si wlo el cuadrado de
(76 (r
cmento identidad de un griupo es unico.
11\ y (& 111 "!I'f!|l','||l>[r‘ eXIsSte v es I;[|I]I'(| ].)|'l~|.! IO e e e e e
11¢ i COrenta
o [rom El inverso de un producto de dos o nmias elementos es igual al produg
de los mversos tomados en el orden mverso
Gi(GaCrg - G0 ( G l.1
1
reriera Lt Iphic O11 e1ttre los elementos e 1iun erm Y 11 €Orin
Cor (o Craly
] 1 1 3 11 y
0a0s 105 el tos de un grupo conmutan, el grupo es lamna Crrup heliani
n Gruno ( o de orden noes ;,(l:\\-: SO Abeliano v finito de LTI
P 2 2 11 1 \ 1 . / ]
GGG G donde noes el menor niimero en el gue G /
En el interior de un grupo G. en general. se pueden encontrar varios eler
¢ ; 10 1 T arl conjuntos “},.]». |n'r|‘|('::4|_\ COn las |f'|,‘l|'-|:|-|4-. ,!. OT111
unados s 1 elemento identidad [ es por siomismo un griupo de ords
| elemento identidad es elemento de todos los suberupos e rupo dac
o116'] un elemento de un grupo. |]-1|-.-';'- nertenecer a forentes subhorinos
1 O7 [0} xr S0 L] 111¢ Dot far dereefo <‘;|- S S1 \'[';I'nn II [I []
: [Il-ullr[:|r 0 i i:\ﬁ-\rl|‘|.i e |\..-.|.'|,r":|}r--~|d|'[‘,',| H RS
__: | 1 1CT (¢l 111 ] (||-.|-_‘\]”l'a‘|i|_l (e a 11141160 Vo= | [O11 1
‘) /,' i) I,
1101 f II
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cle los suberupos
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Los subgrupos H,. H,.... .H,, se dicen que son los factores docctos de G
Para el caso de dos grupos G v H de ordenes respectivos ¢ v i v elementos res
ectivos {G,Gs. ... .G,V v {Hy, Ha, ... H,}, donde G; £ H.Vi. j excepta por [, v
| 2 gf - i 2 h i J ) | .
los elementos de ambos grupos conmutan. el erupo formado por el producto directo
gru gru 1

G ® H &3 de orden gh y elementos (G, H;)(Gy, Hy) = (GiGy, H;H)) = (G, Hy).

= Sean dos grupos G v H del mismo orden tal que a cada elemento G de G se le puede
hacer nua correspoudencia uno a uno con H, de H. Entonces esta correspondencia
puede preservar el producto. es decir, si &, corresponde a H, v (¢, a H,, entonces ¢l
elemento GG corresponde al elemento H, H ;. Entonces se dice que los grupos G oy
H son grupos wsomorfos.

» Consideremos un grupo G el cual podemos asociar cualquicr elemento de &l con uno
v solo uno de otro grupo H. Para cualquier elemento de H puede ser asociada por lo
menos a un elemento de G. Y si a esta correspondencia, se preserva el producto en
el sentido indicado para los erupos Isomorfos. entonces los dos grupos son Grupos

Homomaorfos

1.3. Operadores Lineales

1.3.1. EIl Operador como Elemento de un Grupo

s Definicion: En general. un operador es un simbolo el cual. cuando actila sobre un ente
matematico, lo transforma en otro ente de la misima naturaleza. A cada clemento G
de un grupo se le puede asociar un operador. denotado por I'((¢). el cual transforma
un vector X oen otro vector X cuando Gorealiza una transformacion.

¥ = [l (1.14)

Por cjemplo. consideremos el espacio vecrorial y los vectores X los cuales se transforman
por una rotacion de un espacio geométrico en algun otro vecror X', Consideremos esta
transformacion como

X' =T(R)X.

La transformacion del vector X en X' esta dado por el simbolo ['( R) Hamado operadar
e rotacion.
1.4. Representaciéon Matricial

Cualquier operador lineal actnando sobre vectores de un espacio vectorial de dimension

finita. puede ser representado por una matriz definida con respecto o la base vectarial V),










4.

1. Las Matrices Representando los Elementos de un Grupo

.|' |'(,' :|<','|;|I'||. \._r|‘!1!'r |-r- voeclares }\ |5.

I-,, i ~ | 10! i )
CG)X =) X ['(Ge
La descomposicion de la transtformacion ['(Gle, de la base vectarial «
(e Cir g€
donde ¢ i Jos elementos de la matriz del operador (G con i
.if ST ) f|v':_,' '[ [’,|!.: |,|l;| |'ir‘,:!|"_||la(; I;_r 11 2rupo (, “i i
atri VLG (s Ll Cpune
|' G ( lix |
£ (o Cx
‘l. 'frr
| G Ca (.
Hav que no aque el componente G, del vector ['((7)e, provee los elemer
column le N(G). Las matrices M{(G) son matrices cuadradas de or
1 on de V. Se pue cir gue las matrices M(G) represer '
() s ([ I

1.

1.2.

()
cer la
ST
"
il
5 |1 11
|
O
l
[t f

un espacio n-dimensional V,, con

hase {e,}
|

Definicion de una Representacion Matricial

v cttalguier elemento ¢ del grupo o un operador (G

mada 1'(CHe; de la base vectorial se da. se define el

WUELE SV 1 ':-'|IJ'H'f.lI|'?f. [."l.‘--f'."i".".ll"i"

eIl es .:-.‘..|"|.'rl I’,‘ o S (161l

NG)e, = Y My (Ges

s elementos de (G los operador




el espacio de representaciones v la base {e;} es una base de representacion. Si el operador
se denota por ['(G) v si n es la dimension de V),. la representacion puede ser denotado
por [',,.

Nota: Como el espacio vectorial es arbitrario. la representacion matricial pnede ser de or
den arbitrarios. Para un espacio vectorial dado, las matrices dependen de la base. Tenemos
un numero infinito de posibles representaciones. Sin embargo, para un grupo dado todas
estas representaciones se pueden descomponer en un cierto nimero de representaciones
llamados representaciones irreducibles los cuales constituven caracteristicas bien definidas

de un grupo v permiten las aplicaciones de la teoria de grupos en fisica.

La Propiedad Fundamental de las Matrices de una Representacion

Sea A v B los elementos de un grupo G. Las matrices M(G) de una representacion
de G satisface la relacidn

MAM(B)= M(AB). (1.20)

1.4.3. Representacién por Matrices Regulares

Una matriz es una matriz reqular si su determinante no es cero v por consiguiente ¢s
invertible. St su determinante es cero la matriz es Haada matrez sogelar,
Las matrices de las representaciones son necesariamente regulares.
Consideremos una representacion matricial n-dimensional de un grupo G. A cada elemento
(: del grupo se le asocia una matriz M (), tal que

G . M(G) (1.21)
G — MG =[MOB)] (1.22)
[ y M{I)=1,. (1.23)

» Definicion: Cuando una matriz regular esta asociada con cada elemento G de un

grupo. v si estas matrices satisfacen la propiedad
M(BYM(A) = M(BA). (1.24)

se puede tomar a estas matrices como una representacion matricial del grupo.

1.4.4. Representaciones Equivalentes

Sean {e;} v {e/} dos bases de una representacion de un espacio vectorial V. Estas
bases estan relacionadas una con respecto a la otra por las relaciones
gk = O {4 / (1 oon
e = Z Aje; , € = >_41 Jije;. (1.25)
a !




f;.!".'."l"."w",l, (+) \ AMAGHA mil ¥ I'""!b!'f"“":l|<'|t:l*i'tlf[igi"-!.":'!""':.'I"I_ vector (G e
en la base {e/}. Si A, A~ M(G) v M'((7) son las matrices con componentes A,,. A

M AG) v M (G). Donde la relacidn es
_1“" ['; .\._1\,! fr".l : l'.

Las matrices M'((7) son las matrices de una nueva representacion [, del grupo G. Para

cualquier clemento G, v G, del grupo
VNG MG MGG, 1.28

La representacion [, dada en la forma matricial M'(G) es equivalente o isomartico a la

representea ion I, formad: prol las matrices M (G, Como estas dos r Presentad lane

’;-"' Leerr ula ‘<|" I‘ otra |“'[- 1111 "J!.'|I]]i;" ‘I" ‘f)."\.“(' '\""]l':"lill. 10 SOT "“"'.‘|’.':.-'I maente '::.i":"!,.‘ -
v se identifican uno con respecto a otra de acuerdo a los requerimientos. Las matrices
de dos representaciones equivalentes son llamadas matrices equuvalentes v se caracterizin
por la propiedad (1.27
Una representacion dada en la forma de matrices unitarias es llamada representa
Unitaria. Para grupos finitos. cualquier representacion de un grupo es equivalente a u
[t ;.I['- Se11l e il.ll! ".:I";l['i.: t]l' este 9TIDoO

=4 » 1) " 2T AT N - = ' e TeTs o ke n Y o)
1.5. Representaciones Reducibles e Irreducibles
1.5.1. Suma Directa de Dos Espacios Vectoriales

Sea Vo, un CSspaL 10 vectorial v sea W, v 1 /. clos ""\“"i"‘"'%"‘ e S ¢ "‘"I"'. ler vect ol

x de V), se eseribe unicamente de la forma
X=wW+w, 1.29

con w v w' pertenecen a W, v W respectivamente. entonces se dice que Vi, es la suma

drrecta o 8 ! 1[ Gl ur'['il'nu‘ COILO
Vi = W, @ W .30

La dimmension n de V,, es evidentemente igual a la suma de la dimension m v p de 1)
H : [.- L ersec i"f; |!|- H. "\ H - ]’r'(||;('(' a Cero: “\1 rii('[' f..“;' r[[ [ | .,..-_',“'.-"- rrernto (1l

H.. 11 [t




Subespacios Ortogonales

Si 1}, tene un producto Hermitico < x.y >, dos vectores x v y se dicen que son
mutuamente ortogonales si
X, Y == () (Lak

El conjunto de elementos de V), el cual son ortogonales a todos los elementos de un
subespacio W, de V), forma un subespacio W, de V,,. llamado subespacio ortogonal a 1,

los subespacios W, v W, son complementarios v V), es la suma directa W, & W,

i

1.5.2. La Suma Directa de Dos Representaciones

C'onsiderenios un grupo G y un espacio vectorial V), provee con un producto Hermitico
X,y >. Asumamos que el producto es invariante bajo G. en otras palabras, para
cualquier elemento G del grupo tenemos

I

<xy>=<I(G)x.T(G)y > (1.3

el cual es el caso de los operadores unitarios I'(G).
Sea W v Wy dos subespacios ortogonales de V), v respectivamente x; v Xa 801 vectores

de esos subespacios. El producto hermitico entre los vectores es

< X1, X2 [(G)x:. I'(G)x2 >=0 (1.33)

. Teorema: Sea I una representacion unitaria de un grupo G. sea el espacio de repre-
sentaciones V,, con un producto hermitico. v sea 1, un subespacio vectorial de V),
que es estable bajo G. Entonces existe un complemento, W, de W, en V), el cual es

estable bajo G. W5 es el subespacio ortogonal a 7.

i

Sea L'} la representacion definida sobre W) v ') la representacion sobre Wo. Tambien se
puede formar una represeutacion de I' tomando el espacio

V, = W, @ Wa, (1.34)

como la espacio de representacion. Se dice que Gamma es Lo Suma Directa de la repre
sentacion 'y v T'y v se escribe

1‘ = I‘l l_) ‘\I 35 |

1.5.3. Representacién Irreducible

Si I es una representacion lineal de un grupo G el cual esta definida sobre un espacio
vectorial V. se dice que es una representacion irreducible si ninein subespacio vectorial
de Vi, es estable bajo G. Iin el caso opuesto se llama reducible.

Si ' es una representacion irreducible. no puede representarse de la suma directa de dos

Ll




representaclones eorema.; ( '-;r.'."',’rm rorepresentacion es la sumea direets
CiOnes reducibles
Una representacion particular [', puede aparccer varias veces en L representacion re
cieibl na descormmposicion nuede ser obtenida en la forma
[ i | 1] ! L. 31
‘l"H'i‘ t I '_.?ll[‘!e’ l I
A s S . S E . h NG :
1.6. Grupos Continuos y Grupos de Lie
' 1 ) ~ X " T ara g - ;
1.6.1. Grupos Continuos de n Parametros
w [ fltreron: [.'H STUPOs ¢ antinos e ode = -l paratnetras, SOl Eripos i tos donde los
clementos g € G dependen de un conjunto de n pardmetros reales a
de los cuales al menos uno varia continuamente en un interval
il 16]Los QrPOS COMPACtos SOt aauellos donde los parametros vartan o ntervilo
COIMpPpacto (cerracddo ,.|'|:'.|r[r. |'[4' \'jl_ill'l'x_
_\l'_'l|§ 0OS 1 "|I|:|r- ||- TripoOs continios
G L(2): Transformaciones lineales generales no singulares en n dimensiones. st
orupo es isomorfo a las matrices complejas de n x n no singulares. El niimero de
pardametros del grupo es N = 207, Es un grupo no compacto

2. Uln [Tansformaciones unitarias en n dimensiones. [somorfo a las matrices Uni
tarias (A ") de n % n. El mimero de pardmetros del grupo es N = n*. Es un
ripo compactao,

3. SU(n [Tansformaciones unitarias especiales en n dimensiones. Isomorfo a las
matrices unitarias de n = n v sineulares. es decir. con determinante jgual a 1. El
niimero de pardmetros del grupo es N = n*® — 1. Es un grupo compact

L. SL(n.C'): Transformaciones lineales especiales en n dimensiones. Isomorfo a las
matrices de nox n con determinante igual a 1. El ntimero de parametros del grupo
es N = 2(n ). Es un grupo no compacti,

- S() i .]‘ 1111 :[".!I'ill|;|'-‘||:",|I‘-_|l|]'“'|li"-.|'--'l)r'['|.'|lf'\- el ! 11_1!‘.-jl=:..?| - Imu-u.,rf.u | -
matrices reales ortogonales de n x n con determinante 1. El miniero de parametros
del grupo es N = 2n(n — 1)/2. Es un grupo compacto. Las rotaciones en los planos

Eoy): (Y r) que preservan r® + y° = representan un grupo isomorf




dejan invariante el intervalo

6. Grupo r[{ Lorentz SO(1,3): Transformuciones que
> ') X )
= — y* — z7. Contiene cambios de sistema de referencia por

5= (&t}

= Rotaciones en el espacio (z.y). (y.z) v (z..r).
£} (et,y) y(ct, 2), 6 *Bopsl”

» Pseudorotaciones en los planos espacio-tiempo. {¢f

Tiene 6 pardmetros. Es un grupo no compact

1.6.2. Grupos de Lie

s Definicion: Un grupo continuo ¢ de n pardmetros a = (aj.. ... (y) GUO varian cn
forma continua es llamado Grupo de Lie si cumple

gla)g(b) = g(c) T o

gla) € (. e |

g l:‘a,';- = g(d)

v d oes nna ucion

tonde ¢ puede expresarse como una funcion analitica de a v b.

analitica de a.
identidad 7 ral que

En todo grupo de Lie existe una vecindad V' € & alrededor de la
G 95 = Gk S - : AN
! donde g, € V v i | S (1.38)

B =

S uit elemettto g de uit grupo de Lie G cuva dependencia explicita de los n parametros

se denota como
o= A T

Al hacer un cambio infinitesimal €, con respecto a uno de los pardmetros. bajo un desa-

rrollo de Tavlor
I "8y
A U FEds o nea Q)& i +¢; =
¥ ' ‘ LAday )
londe definimos ol operadorn
I [ i
./J = — —/ 1.39)
i\ &ay 4
cntonces
glO.. ... ¢ )&= [ +ie.J 1.40)




1 cambio hnito a; S ¢ A{"i;|'[|'_l'!l.ilrf:1'—ul': ‘IJ:..(E';;‘...I. los cambios inbmte
[ | <STH'EYS A\ 1=
(0. . . .a s~ (Pde ) = (42l
\ S
(S 1 fa Xt 1101 X
f il \_
(1) i lim ([ +i—=.];) ‘ [ 1]
< S /
's1] Haa N 1L O ]—u1..--"--z|;|j1ii|;|||:\\-.|l.\‘| Oclos e I CLTO Cllel i€ (
i FDoO DUede representarse cont
-
2 A ST el o | |
arlores J. s« I. ’ 1 e radores del Cerrtipar . SLOS ODeraclores 1o Derteey
cumplen con los siguientes teoremas
ma: Sila representacion de un erupo es unitaria, los generadores vienen cara
yor matrices hermiticas
Sitoun operador lineal H del I U espacio vector L7 es g
transformaciones en V' ogue representan a un grupo G, entonces el operador
II1ta Ccoll ||||i-|-- !.,\ ".-'l"‘,:“lllz-!"'\ lll"_ PO
"":i.--i'!l": ’!.' C10)s '_"'!‘.l'f.‘l'l"!"“"*':l!r""l'.f'f"_'.' (il L1HeeLl { (el
(
L. Lode =il =3 0% 13
1 ¥ 1 1
londe ./, es un generador de un erupo v ¢ son nmeros complej viados col
oS (lo estrictin
y e todas las combinaciones lineales de los eoneradores ds TTIO COTISTITIV
o 15
El dalgebra de Lie
U'n algebra de Lie es un espacio vectorial L ode dimensidn

mbinaciones lineales de los veneradores de un erupo. junto con un

1elon mterna defnida por el contnntador. el cual cnple cotr las sigulentes
i 1 x




2. ldentidad de Jacobi

(%, 7

s Jel + [l si] + [[Frs Ji)s T3] =0 VJ; € L (1.45)
A cada grupo de Lie le corresponde un dlgebra de Lie. Un subespacio vectorial de un
algebra de Lie gque cunupla que el conmutador de dos operadores cualesquiera del sube-
spacio, pertenece al mismo subespacio, forma un subalgebra, v se dice que cierra ante
conmutacion.

Si el algebra de Lie de dimension r de un erupo de dimension » contiene un subalgebra
de dimension s, entonces con s generadores independientes contenidos en el subdlgebra
puede generarse un subgrupo del grupo original de orden s.

Si el dlgebra de Lie de dimension r de un subgrupo puede expresarse cona la suma divecta
de dos subdlegebras de dimensiones s v r — s, tales que los operadores de las dos subilge
bras conmutan entre si, entonces el grupo puede expresarse como el producto directo de

los dos subarupos de orden s v r — 5. generados a partir de las subdleelras.

Casimir

o1 Clasimir de un grupo continuo es un operador gue conmuta cou todos los generadores
Iﬂ l ( & L ] ¢
de un grupo. Un grupo puede terer uno o varios Casimires independientes

s Teorema de Racah: El niimero maximo de Casimires independienies es igual al
rango del grupo.

Il rango del grupo se define como el ninmero mdximo de generadores mutuamente conn-
tantes. También no es dificil demostrar que uno de los Casimires para un grupo semisimple

- ZGI./X/‘\',)- (1.46)

donde g;; es el tensor métrico del espacio donde actia los elementos del grupo como

sictnpre es de la forma:

operadores lineales v X; es un generador del grupo. Como g;; es una matriz real y simétrica,
puede llevarse a la forma diagonal por una transformacion de similaridad. es decir un
cambio de base, entonces en la base apropiada el Casimir es:

= X(/i.)\',z. (1547

l

En el caso especial del grupo SO(3), el tinico Casimir es de la forma Y L% donde L,
representa los generadores del grupo SO(3).

Los Generadores en la Definicién de un Espacio Irreducible en SO(3)

Una de la importancia de los generadores es la de delinir una representacion irreducible.

Sea un grupo G con generadores X que actila sobre un espacio vectorial Vi, con vectores

n

15




wible S1LOS vectores hyase SO Cleenvectores ol

DIAse [ CSDACID €S 1rrecn

ceneradores v los Casimires. Cuando se relacionan los generadores con los ejes cod

!

1

se escoge al generador que se relaciona con el eje 2 para definir el espacio irreducible

(Il<]!-~,'_ai|-|'l-|! () :«u '_f.r-‘l'{':"l'“::[}l'!"h / - / 3 / f|"-. f'."”:.“l .L\'( )|::| (lt.'|:liv’ r._ ';!;:_e(

orino -

SN Lé=L2+1 [

R :
Por la definicion de un espacio irreducible, ] Casimir v uno de los generadores
..r|!_\!'| OSs Vverrtores Dase es !}:'u_‘l.\r:j- iwl..:f ;|| ]3|'|~\:!':(| veotor ||,‘|'-|

1'{ f X .l'r f s
1 1 1 . 1 1 . 1 ' q

a lorma e oblener o5 elgenvalores volos elgenvectores '-ll'. Casunr se efe
método estandar del dlgebra lineal. El Polinomio caracteristico para nuestro pro

L Ao Lt

s comun tener en la notacion de los vectores hase mnneros relacionados con

res asociados con el Casimir v el generador preferido. por lo que existen va

v los eigenvalores del Casimir v del generador I

\ [ s ler o Oroce Comno 1nomento fII:_‘.'_‘l]:l!' VvV a1 se |4' cONGece Corlg provecciorn d

angular. Notese que L. es el Casimir del subgrupo SO(2) de SO(3

1.6.4. Aplicacion en la Mecanica Cuantica

[na de las aplicaciones de la teorfa de grupos es en la mecanica cudntica

St el hartltoniano de un sistema es mmvariante [rente a las transioriaciones

an a un erupo G entoncees:
« Fl Hamiltoniano es un polinomio del Casimir del griupo.

n Losmdices A : A\, que caracterizan las representaciones irreducibles

en la cadena de reduceidn

Fiw (,‘: Gaf ... Gy,

pueden utilizarse como buenos mimeros cuanticos para etiguetar los at

= Todos los estados que generan representaciones irreducibles de G 6

el mismo mdice A de 7 v se Hlaman estados degenerados.

11OTTLe

-




Los generadores de un grupo correspouden a operadores hermiticos v todos connnttan
con el hamiltoniano por lo que representan observables, Uno de los generadores hajo
una representacion matricial pueden ser diagonalizables v, por lo tanto. sus eigenvalores
proveen constantes de movimiento. Como los elemento de un grupo son exponenciales los

autovalores (mimeros cuanticos) de dichos generadores son aditivos.

1.7. Relacién entre el Grupo de Rotacion SO(3) y el
Grupo Unitario SU(2)

1.7.1. Centro de Grupo

2l centro de un grupo es un conjunto de elementos los cuales commnittan con todos
los miembros del grupo. Es igual a la interseccion de los centralizadores del grupo. Si G
es cualquier elemento del grupo v Z un elemento del centra del grupo, entonees debe de
cumplir |4

FICZ2=2"2CG=206. (1.52)
El erupo Unitario Especial SU(2) tiene como su representacion fundamental matrices de

2 x 2 tal que todos los elementos del grupo son unitarios y tienen determinante igual a

uno, es deeir, si U € SU(2) entoneces U = U™' y det |U| = 1. Todas la matrices de la
forma
a b ) =
) f donde |a b|* | 153
- a

son elementos del grupo SU(2). El centro del grupo SU(2) esta dado por

1L 0 ——1=
Z‘i — 3 (1.54
: -1 0 1 j
1.7.2. El Grupo Factor SU(2)/Z,
St Goes un grupo. [ oes un subgrupo de G v g € GLoentonces
gH = {gh: h e G} es un coset izquierdo de [ en (4. (1.58)
Hg=1{hg:he G} ex un coset derecho de /1 en ¢4, (1.56)

s [efinicion: El conjunto de todos los coset derechios de N en 7 se denomina (/N

Cuando el coset devecho es igual al coset izquicrdo se puede formar un mievo grupo
Hamado Grupo Factor,

7

El centro del grupe SU(2) esta dado por la relacion (1.54). El grupo factor SU(2)/ 2y es

" a T |5
b* a® ) g
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v se refieren como los parametros de Caley-Klein.

Se puede ver que cada matriz unitaria del grupo SU(2) corresponde a una rotacion ninica

del grupo SO(3). pero cada matriz de SO(3) corresponde a dos matrices de SU(2)S. los

cuales se diferencian por un signo.

Las dos rotaciones R(0.0.0) v R(0.27.0) que denotan el elemento identidad de SO(:

se mapéan sobre los dos elementos del centro del grupo SU(2) de la ecuacion ;\'l..Jl.l.

En general. las operaciones R{a.3.v) v Rla. . + '27. los cuales representan el mismo

clemento de SO(3) corresponden a dos matrices unitarias diferentes de SU(2). uno de

lo cual es el negativo del otro. v a su vez corresponde a un elemento del grupo factor
(2)/Z>. En otras palabra. hay un ho numuli 1smo 2 a 1 del grupo SU(2) sobre SO(3).

v un isomorfisimo entre el grupo factor SU(2)/Z, v SO(3)
SU(2)/Z, & 50(3). (1.64)

La representacion fundamental del erupo SU(2) tiene como generadores
'

(22 ; (T s g
o — gy = —, J=—, {1.60]
2 7 2 2
donde o, son las matrices de Pauli
0 1 O —i (5 iR
T = ; e — i - Oy = 5 L
o 1 0 3 i 0 3 =] 5

Los generadores cumplen con el algebra de Lie donde la operacion de conmutacion entre
los generacdores

[ ] = eun Sl (1.67)
Natese que rotaciones con respecto a los ejes v, y v 2 por un angulo 7 se reducen respec-
tivamente a igy. iy v ioy de acuerdo a los pardmetros de Caleyv-Klein descritas por las
ccuaciones (1.63).
Bajo esta represeutacion el Casimir es proporcional a la matriz unidad

= T
J = ~<— + 1).1._). (1.68)
2\3

donde 1, es Ia matriz identidad

v el generador que define el segundo mimero cudntico del espacio irreducible es /..

|
2 \ f5 y < % < X
S5 L2 Ty = = (—) + l> L2 my, H12my=m|l/2m), m F1/2. (1.69)
El erupo de las rotaciones SO(3) v el grupo factor SU(2) /75 son isomorfos. por lo tanto.

los nimeros asociados al Casimir v a J. en SU(2) estan asociados al Casimir v a L. en

19
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Capitulo 2

Representacion (1/2,0) @ (0,1/2) del
Grupo de Lorentz

2.1. El Grupo de Lorentz

2.1.1. Postulados de la Relatividad Especial y las Transformadas
de Lorentz
La teoria de la relatividad especial formulada por Albert Einstein en 1905 esta basada
e los siguientes postulados |7)
L. Las leves de la fisica son idénticas en todos los sistemas de relerencia inerciales.
2. La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio es una constante indepen-
diente del sistema de referencia de la fuente.

El primer postulado de la relatividad es idéntica a la usada por Newton en la fornnilacion
de las leves de la fisica cldsica. El segundo postulado implica que la luz se propaga a una

velocidad constante medido como
. s ! ; 3
crsdx 10 mys. (2:1)

Supongaios un observador que se mueva a traves del eje r a una velocidad ¢, con respecto
a un sistema de referencia al que llamaremos sistema del laboratorio v registra un evento
que ocurra en una posicion o v a un tiempo ' con respecto a su sistema de referencia,
mientras que el sistema de laboratorio registra ¢l mismo evento en una posicion o a un

ticiipo £, la relacion entre los datos registrados en ambos sistenias s
g i f ] \ / ! o TR
gr=rnclet —ie) gleaple—Bet] Heg = (2

donde




Las ecuaciones (2.2) representan una transformacidn de Lorent cclen erpret
, - ,
COITLO UNAa Dselaaro cion en el plano Let,
E1i es ranstormacion la diferencia de eizac s
{ - d 4 § ]
- i1 ] U 1 I {f
permanece mvariant
[‘, T et anAT o 1eanteroe v o Forn e ] AT AT SE U PATE S L ntog ' @
2210 1 . HOLACTONL Clf vECLULIES ¥ CLSOTes COVeall'lelll e V COLLTaVell ! I [l {
! { ! r ! 2
101016
y )
[J. THT110S ¢ OISO Metrico
(f (] | £
tal « It
[ f] i { ! s
Las ecuaciones (2.2) v (2.4) que deseriber Ltransformada. bajo i aC1o1l covariante
(Bl & OO
| | ' | ] / i
.I ™ JI o & ,' ) I I I _:
] ,J"J ! ' F.
La transformada descrita por las ecuaciones (2.9) v (2.10) es una pseudorotacion sobre
plano .o por i al oD & v se le is'.lt‘(l<' asociar las funciones rigonometricas nperox
Cels, O '.'|' eLI1e] f_i"i
il ' 3 | 3 )
(M| o =1 | < ! l-{lhi | ] ~] 4
(Lol
fl !
L | o 3 = i 3 A 1
S11 ; : I(J.“]; | ! Allll 4 Z
f {
Las ecuactones (2.11) pueden escribirse en forma matricial como
/ il [ (OS] &1 ‘*H'.II_‘ (] () I ok
sinh @y costigzy 00

) () 1 0 !
4 () () I T N

0Ly




donde Ay es el generador alrededor del eje o' de la representacidn matricial del grupo de

rransformadas de Lorenty:

e Y o

] 1 [O5 _ 1 800
]\;—'_ —,,—l = —1 \ i ; ('_).lr»)\)

i \ Do . 0 o O

. £ Setin B,

de manera similar podemos escribir los seneracores de la transformadas de Lorentz alrede

1
. b .
dor de los ejes 2 v % como

g 0 1 0
98" g a0 4 0
[ y — l Li)’i\ = "
" <"--';2 / pa=() 2 1 O 4 1
g 0.0 0
(2.16)
g 0 01
2 000 0
Ki=31(2Bs —= .
W= (;> 0 ‘10000
1 O 0 D
Si consideramos las rotaciones espaciales, es decir. transformaciones del tipo
o= i L 0 0 0 z"
i 0 cosfls sinfy 0 ! -
i = 0 —sinfy cosfly 0 T* =
- 0 0 y I -
cuya matriz de rotacion con respecto al eje z es
| () 0 ()
Pk 0  cosfls  sindy 0 Il
Ry(03) = Fh o [ TR 2.18)
R (3 —sinfy cosfy 0 '
U (J 0 1




I ] e T, 11604
(lores oe las rotaclon

('"\[.‘.II lallCs S0

(B = 0 0 0 |

1S ot O11es sObire .|--:|jtl‘l_||-|'-:];!| i,|;|-~|1'[_‘e.-‘:.r|[:!||!;|\;~| 1 LOTOTACLOTIEeS | {
de espacio tiempo. definidos en esta seceion, definen al grupo SO(1.3). v tien

o9
PR S

ceneradores a J, v A

representacion fundamental del

donde ¢ | [..‘I ["'i"l'.""-"lll.'tf'i".'l ll' matrices de 4
OrIpo ll\' l,()}‘(".'_l,*’__ (l CSPACIO e o ._ e actua o]

* | 1 = p . 04,
Lorentz se le conoce comno el espacio de Minkowski.

El erupo de Lor propio es el grupo de rotaciones en los planos (ry

dejan invariante una esfera en el espacio ordinario v de transformaciones puras de
que son rotaciones pseudoenclidianas en los planos (2 ef). (y of) ct) que
ipérbolas en el espacio respectivo. El operador vectorial de transtormacion del
[Loren sin rotaciones espaciales lo Hamaremaos “ Boost”

De manera semejante como el aripo de rotaciones tuvo LA pea sohr

del Grupo SU(2). el grupo de transformaciones de Lorentz tiene un mapeo

clementos del grupo SL(2.C7). El enadrivector del espacio de Minkowski bajo la nueva
represefitacion es congriente con dos representaciones diferentes. El cuadriveet
forma covariante en la representacion de matrices es
s { !I I /II
e e
! 2T9. ra

Relacion entre el Grupo de Lorentz y el Grupo S/7.(:




v el cuadrivector contravariante os
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g
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El tensor métrico que nos permite bajar v subir indices, se elige como

of _ 6 - e : e -0 | (2 99
-1 0 5 o | { '
tal que
.\""] ExaiX (Epi) X7 = ”\"_J o 228
El invariante de Lorentz
8 = f)\\ 924

Una transformacion de Lorentz sobre el espacio de las coordenadas ), se mapéa como
una transformacion de similaridad sobre X7, 51 X es la matriz con componentes X7
cntonees

X-=UXU", [2.25])

donde U es la representacion matricial del grupo de transformaciones de Lorentz.

Consideremos el caso de X ;. El grupo de transformaciones de Lorentz consta de rota
ciones v Boost. El grupo de rotaciones bajo esta representacion se mapdéa sobre el grupo
SU(2) descrito en la seceidn 1.7, donde un elemento del grupo esta representado por

R(B) = ¢ (2.26]

donde 8 = (6,.60,.03) son los pardainetros de rotacion. los generadores del grupo SO7(2)

= g (7T T {7‘ y
J=|LhE8 = h=2—, L2 —] 2.27)
g T TR
v @, son las matrices de Pauli. Se define A- B =32 | A,B,

donde F = (p1. 22. 23) v los generadores del Boost bajo esta representacion

Ko =K. Ks, Ky para la representacion N7
A | 2 ! | l

K = (—K,. —Ky3.—K3) para la representacion X, 4
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I i, /2. Ko i02/2. Ky = —iayf2
Bajo esta representacion. el elemento del grupo de Lorentz U, tiene la for
U ¢ / let |U(8. ¢
que representa un elemento del grupo SL{2.C
Por lo tanto el grupo de Lorentz se mapéa en el grupo SL(2.C
2.1.3. Espacios de Tipo (jp.j)
Se puede hacer una combinacion entre los generadores del erupo o

trulr otros seis eeneradores gue estan deflinidos como

J" ..l'r.- 1){ i .|r _II’.I' ;{I’ /" ,‘/__r_-:' 1) :l.':_'. 101

Cada conjunto de generadores Ji v J;, forma una representacion del grupo
dospor SU(2)p v STU(2 respectivamente. v diclias representaciones conn
gTpo rf"' Orentz se ‘.Jllf'||i‘ Iapear l()(‘}llllll(‘][',(" a(_.'mr- :-| :»]'m! 1CLO <§'i;'r-| t o)
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Hamado capa compleja de SL(2. (') (Complex Shell). donde los estados s
por (Ju. Jr). que corresponde al valor caracteristico del Casimir (espin) d
orupos SU(2)p v SU(2),. Los subindices £ v L son llamados como espa
izquierdo.

Por ejemplo, para la representacion fundamental las ecuaciones (2.32)
forma
,l". ] ) para la representacton derecha ]
I | 5/2 para la representacion izquierda |
{ = 19 VAT Fes representacion dere | l
I & l“”"‘.' Ll CIOT (L 11¢
}-\ (1 para la representacion izquierda |
v los valores representativos v ) son para cada representacion
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Asl, la representacion derecha e izquierda se denotard en base a los valores de ju v 1 »

se define a la representacion como

1 )
(7 ()j represcitacion derecha = OpU]). (2.36
<(). ;)) represeutacion izquierda = ¢y (0). (2.37)

El término dereclio 6 izquierdo se refiere a que la representaciones X, v X/ se relacionan
bajo una reflexion espacial (Operacion de Paridad). de tal manera que para el cambio
de X «— X, es necesario que g — xy v I — —rI. esta operacion no cambia el signo
de los generadores del grupo de rotacion J, — J, pero cambia de sieno los generadores
del Boost K; — — K. Esto es, las representaciones (jz.0) v (0. /) se intercambian bajo
reflexion (jg.0) « (0. 7). donde nombramos a una representacion como Righthanded o
derechia v por consiguiente a la otra como Lefthanded o izquierda. Si se desea considerar
representaciones invariantes bajo reflexion. es necesario considerar la suma directa de ellas
(7, 0) @ (0,7.).

En esta tesis se usard la suma de ambas representaciones (1/2.0) « (0. 1/2) donde =e

consideraran particulas con espin 1/2 v es la base de la ecuacion de Dirac.

Los Operadores de Casimir del Grupo SL(2. ()

El grupo SL(2.C) tiene dos operadores de Casimir, debidos a la combinacion de los
generadores Jp . de acuerdo a lo visto en la seccion (1.6.3).
Los Casiiires para el espacio (1/2.0) se definen como
1 2 2\ 3 =3 o1
C’:""I =5 (.]/; +.J; ) = o — K", (2.38)
1 L)) 2 4 3 T
‘R2 = 5 (v]/f = -//f) =1iJ - K. [ £.39)
La sunia del cuadrado de los generadores cumplen con las relaciones
3
. Ll
) —
J = L/Z/,:—)(—) T I> L, (2.40)

v el término

/l]:'/, = */[:/ — f R 1_’,

cntonees los Casimires para aanbos espacios se definen como
= 3(Jr*+ J?) = 3(J* — K?) =} (,j | 1\) Lo (2.43)
Co=%==%L(1+1)1,, (2.44)

Con la obtencion de los Casiiires se completan todos los ingredientes necesarios para

mapear el Grupo de Lorentz sobre ¢l grupo SL(2.C




El espacio de Minkowski bajo la representacion (1/2.0) representado por las ecuaciones

2,200 v (2.21). también pueden ser representaclo como el producto matricial de tensores de
segundo orden representados por matrices camplejas de 2 elementos en forma de espinores
I qu
s 3
b (€N (e )
= J.I \ S ] !
\ € )
) AT
2 )
{ A
~ | [ ¢
%=1 o | (& &)
o 2
donde €', &7, &, v & son muneros complejos v sus respectivos complejos conjugados &
g £ =E . & £ v & =& . Desarrollando el producto matricial
X EXE ry + 1
=22 c2e2 :
\ = i ! -
- 1 1 - !ll
F {
A £ € i
;
3
\' sy ok
- 1 Sis
\' el
-0 209 ) 5
- c C . =2
,\:_, Q169 L.
_\_, Eaf ) i
Delinimos a los espinores
el £- %
ci ] [a > } -
& 5 . S2
donde la operacion de bajar ¢ subir indices (ver ecuacion (2.22)) fue definida como
C £ q cii y It
-~ ( (% . Enfds - AR )
[’.-.|' lo tanto. los elementos de la representacion r:'..el_z'lr.']n] l'.'" I CHladrivector TTUL]C L
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Una transformacion de Lorentz es (‘({'li\;l]“lllt‘ a transformaciones de los espinores
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es la representacion matricial de un elemento del grupo de Lorentz bajo la representacion

derecha. De la ecuacion (2.51) se distingue la relacion

/ r -
\C = /'/l':-

que represeita una transformacion de Lorentz en el espacio de los espinores.
Los espinores pueden descomponerse en vectores base. de tal manera que definimos para

ol sistema en reposo

~(} ~ i I 2 0 ~1 2o ) 172 = -
£ = 0 Rl | =& op (0)+ &0, "7(0). (2.54
La base de los espinores en reposo de la ecuacion (2.54)
Ay gt 1 V- ¢ ; . o
op"(0) = ( o) 97O . Base (1/2.0), (2.55)

\

es la base de la representacion fundamental del grupo SL(2,C'). Bajo una transformacion
de Lorentz. la base se transforma como

—

({);__“,2([)') = ['],»r_')j,_\,‘j(( D (_';1‘.; 2[‘[7_] =

'H(.)“' 2;()-,'. (2.56)

Esta nueva representacion es una representacion irreducible puesto que cunmple con las
relaciones

B )

. o Ay 5 J L8 \ 8 5 \ fey oy
Ci0%(0) = 1{_'}}'_{,&[}; . CooRh(0) = 4()11',"{].: . J30R(0) = s05(0) . (Z2.87)
donde s = £1/2 v C; v Cs son los Casiinires definidos en las ecuaciones (2.43) v (2.44).

Este mismo razonamiento se puede aplicar a la representacion (0.1/2). En la repre

sentacion (0.1/2) en lugar de utilizar los espinores £ se utilizan sus complejos conjugados
\ /=) 5 S ple, JU

Pk,

€. La base en reposo de los espinores izquierdos son

g D) = ,  ¢p (D) = E Base (0,1/2). (2.58)
Y la base bajo una transforimacion de Lorentz es
/27 rr L 1f205N =1%o T e
O p) { @,/ 7(0), @, " (p)= { L0y (u). 2.0%]

donde

Up =exp(id - (0 +i3)/2). (2.60)
representan la transformacion de Lorentz en los respectivos espacios, v
Ci0:(0) = y $1(0), Ca07(0) = — —lz_'i',_ (0), .Ja¢7(0) = s¢f(0), (2.61)
es ol equivalente a las ecuacidnes (2.57) y nos indica que ¢l espacio (0, 1/2) también es
uia represeitacion irreducible,
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2.3. Representacion (1/2.0) & (0,1/2)

La suma directa (1/2,0 0,1/2) es otra representacion del grupo de Lorentz.
base en reposo en la representacion (1/2.0) @& (0. 1/2) es

a = [} a (6 -i0)/2 | \
U=U:0U o U ( W oY 263

| 1 | ' Y11 vr - . o 1y ' vt | 5. feator % ] . VAT 2
rlorcde los termminos 7 v o2 son respectivamente los coeliclentes ol Ot aclon yoost, lL.os

generadores de esta representaclon sSot

[}.I‘..': !.| rotacion. v prear |-!_ [,‘.1_\\’

Los Casimires son

{ : 3 3 o]
—{f /'\" 'l;. e I;. 260
2 I I

La base cumple con las relaciones que define a la base de una representacion irreducible

o 5]
O ; : . i}

J2u(0) -‘//\IH: T i R (A .-'___(l'_ 0

5] | ]

) - = o} + ) -7 + ¥
e ) (0) a (0) . 7 K=V (0) 1. (0], 2 (18
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Bajo una rotacion v pseudorotacion la base cambia como
(€, @) = Uny(0), ve(8,0) = Un,(0). (2.70)

Bajo esta representacion. la rotacion v el Boost tienen la forma

) - B 8 -

R = 1licos 21J - g sin —, 1271 )
2 2 :
2 = 1,cosh L) + 21K - /'/r sinh L) (2.72
donde

S ==t ] P (D 72)
L \/-r’lw T2 TR L&t

2 5 -
N, = (1,92, 03) /¢ . (2.00)
Ttg = :(}{{)_)”] ' t/ . __)T()

representan el dngulo de rotacion total (). el angulo de hoost total (). v los cosenos

directores (ng. n.) con los respectivos ejes.

2.4. Descripcion de Particulas con Espin 1/2 y la
Derivacion Tradicional de la Ecuacion de Dirac

Il espacio descrito por los espinores de dos clementos, vistos en la seccion (2.1.2).
desceriben part 1'('111‘1\' cot Mpm Lo20 Esa particula se puede deseribir independientemente
por (1/2.0) v (0,1/2) donde para pasar de un espacio o otro es necesario aplicar ol
operador de Paridad. Para describir la particula sin necesidad de pensar en que espacio
SCestat Idl):l](llldu seatiliza el espacio (1/2,0) & (0. 1/2) como vu L ecuacion (3.17)
La base del espacio (1/2,0) @ (0. 1/2) esta dado por u, v e, doude s = +1/20 Definios
particula si ;11 aplicar el opvmdm de Paridad un elemento de la base en el sistema de
rODOSO VOOSLe SC DENILIeNe DOsttivo voantip urtf('lllﬂ en caso coutrario. Bajo esta definicion
de tipo de particula. en el espacio (1/2,0) & (0, 1/2). se encuentva que oo deseribe o las
particulas. micntras que v, a las antipart 1('111;15‘.

Lin L seceion (2.3) se encontré la representacion (1/2,0) & (0, 1/2) del Gripo de Lorents
que inchuwve rotaciones v Boost. En adelante se considerari mlu al Boost,

Lacccnacion de Dirae deseribe partionlas con espin 1/20 Lo cual se considerara que tiene
nna masa My una energla B= py vounl momento i
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2.4.1. Ecuacién de Dirac como Ecuaciones Acopladas de Es-

Ol

COTIeTA L0

precisamente el grupo de Lorentz. sino una forma Euclidiana. Sin emba
T (R e . Y 1 1 ¥ ST (9
Cl1o1es e tip () L), 77 ] sOn comnnes de los orupos SL102.(
o esta seccion. se va a dar un resiunen de la derivacion de la ecn:
100 j1!|'r| [l.-f'.‘l,|‘|-\.~!"_4||i I':‘-,r:_l‘_' e I(),'!I'|l)‘:l:r'_:‘-\lvilf'!l':'_l" LI COLLLD
metodos presentacdos en esta tesis.
Par (¢ r particulas careadas se usan espinores de la forma |8
% {! \
\[r‘_ (1) /
|II'l /
necesaria para la covarianza de paridad de la ecnacion de Dirac '
es el momento di particula. Los componentes derechos ofL () se 1
i i I i
espinor (1/2.0) v los componentes izquierdos @7 () como un espinon
] o | x . ~ . 1 ) !
relacion CO oS espinores en reposao v el Boost os
: ) )
| | NI [ 7 {]
/ £ I \ 3 r |
I _
( (T e
L exXp | e | @ |
donde = es el parametro de rapidez v @ son las matrices de Pauli defini
.66
La matriz del Boost en el espaci 1 72.0) (0. 1/2) mvariante baje
i
TOTI
/1 \ /1
B expl —a,0, | exp | a.o |
\ 5 ) \ — 5
[Las ecuaciones (2.535) v (2.58) definieron los CsPIOres e reposo
i]l o para otiteler -"|i[]_[b_f'!|'l.' (V= [j('(‘w_-:,-)[‘ir) [I'I(' |_)

pinores

.'.I.'_'_I'll".l "=;]:f'.' '?':,...

¢S S0l Jlrl

(1/2.0) y (0,

no es

tan

Llx

e * |
111a Leoria 1o 1o

1/2)

S
popiar el

IS a excepclon ||1' Feorias SUH

(.‘Il

s 1114

!I;‘-n ‘.‘\|:‘(|-~ r‘;r 1EX1TOS Doy

s comun utilizar S{
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Segun Ryder. para derivar la ecuacion de Dirac primero se sustituve la ecuacion (2.81) v
se obtiene

| i l _ . J — | J _ A .
(,')'/I,UI_} CXp (;(T - T’) ((')'l-/_ ((3) . ((_',/' (P) = exp ( _-).-T'- ) ()/[‘i,:l)_. (2.82)

De las ecuaciones (2. 9) se obtience

“1’;‘ /I__ ) r(xl _'_..,‘ - ('I rAP) L0

sustituvendo las ecnaciones (2.82) en (2.83)
e I S 7 N o (73 A (A (2 84)
Op(p) =exXpl(o-P)ed p) . €9p(p) =expl—0- @) dp(p). 2.84)

El exponencial de las ecuaciones (2.84) puede ser expandida en series de porencias v

considerando las propiedades de las matrices de [Pauli se obtiene

exp(xd - F) = lacosh o = 7 - nsinh .

definicion de £ esta motivada por la condicion de masa

1)

Mr=E -p" (2.85)

v ola identidad

5] )

cash® @ — sinh* g =1

donde la siguiente parametrizacion puede ser hecha

E ) ) Vv
cosh o = ; sin = : 0= (2.86)

i ,\[[; Mp : 2

FEuntonces
n ]'11)?'_(7/)'
exXp(£6 - p) = ———— ) (2.87)

Sustituyendo la ecuacion (2.87) en (2.84), se obtienen las ecuaciones acopladas

(Els + 7 - p)&h (D) — ¢ Mpolh(p) = 0. 2.88)
(}'jl-_) — 7 [7:(,?’/],([7) — .\//)((V'[/f |[)’J == _)\’(H

Unio puede aconmodar las ecuaciones acopladas (2.88) v (2.89) dentro de una matriz comao

'--( .\1[1,]2_, /~/~) = ..;7: | [7 (.";[),I._/):.' 0 (2.90)
]2/3—(7-/) —n\//)lg . ,/,:'/[_/;,'




LT 2.9 o onrecle ! Omo la ecnacion de one lo D S i (
sentacion (1/2.0 (.1/2) como
P VL )Wy, (p (] 2.9]
donde se usa la notacion
i E.on ) ()
{ A
s ) 1/ 4
\ '
Obteniendo la determinante de la ecnacion (2.91
1 y (
det|v*“p V)] (p= + M, / 2.9

2.4.2. Obtencion de las Ecuaciones de Dirac para u, y 1), co-
mo Condicion de “Completez” para Todos los Sistemas
Inerciales

Espinores de Dirac del Boost

5. .. e 1 . } 1 . -
Para obtener los espinores W/ e la ecouacion (2.7 1) se emplezatl con los espinores

= [ )
t/ LM \ 0 )
/
()
r.l;:-;-/r' ( \ ) 7 ()8
8] 1"’4 / 16 = =T jrw T O :'||; ( 1ero { - 1" { i
11 [ ) i |-;| e ( e




3 g - !
Entones los espinores de Dirac W7,

| §)
g 2(p) = B(P)y/ \7/” 4 u_y0(p) = B(p)y M : (2.99)
1/2(P) VEVAVERER l . 1/2(P) P Mp 0 ' (2.99)
0 I
4\-
l ()
s | = |
v12(p) = B(p)y Mp l v_172(p) = B(p)y Mp q . (2.100]
0 |

donde el Boost es el obtenido en la ecuacion (2.72) que se puede reescribir en términos de

las matrices de Dirac

B(p) = cosh — + 7 - ¥ sinh =, (2101}
v 2 2
donde podemos considerar las relaciones
0 ¥+ 1 i v — 1 E _
cosh — = ! sinh — = /| — . i = g (2.102)
2} 2 2\ 2 Mp
por lo tanto el Boost es
E P 0 0
. B 0 0
3 (D) = N 5 2.103)
5(p) 0 () E —p 1Ga
0 0 =—p,. E
donde
, | : . o ‘
N = — ———— il-_ - [L =f= A\]/) T Py A P+ =1 T 1iDs i 3 101 |
\ 2Mp(E + Mp)
Y los espinores de Dirac toman la forma
fL‘A Iz
, () N /'7 /. / fn N M E (9107
Ly /ol | — | y, ;) X 3 L_ymlp)] = . ! ] 3 | h)
1/2\P) \ [ B 1/2(pP \ 15 D ) )
—Dy L
v para antiparticulas
T P
5 W 2 N = e E g
U1 /2\P) = \ \\11, *}‘: 5 V_1/2(P) = \\ _\[/) p i (2.100)
T4 E

e



LOs esplores ) Vo1 ) e 5;||(l-1é|-;‘ marco de reterencla sot cleenes
puesto que sa 1sfacen las relaciones
I il
a / \\ =3
2t () \[s '
/ *I I8 f = | : |.'I l.,-u 1)
il
. , .
s I 1 N vy () doncde h
Sin embargo, W% (5) no son eigenestados de Ja. a menos que consideremos el «
.-!.- 1 JASE (¢ I. 10 1¢ (] oncle p ) {) Ontonees
1 Gl Lt ah . 5 = ’
gl (5 AT / r T o N
LW s ()4 ; (0 l:--.a' 2\P ), Iz
=203 l ‘\[} ;.. /! [l 'IIE. 1l t AVZAN W p

. 1 s |
e [HI"Z&L‘]"{ actua sobre |(.\_- ESDINOres ot |) race COM

]’ r!lf':«',ul.-;' Dara P D

! : l "[f Yy :-‘r'l‘.'.: lJ":| :J.j, ; [ “I

Es facil verificar que los espinores u v ¢ son ortonormales ante la paridad

)\ /S ! \Js 4 4 I
[ yill's / ! r
\Jr '\{.' & v ekl [ /) '\ P ’
! 1 R ey 3 o - :
204 paril s /) I
it i
donde definiinos
W " (g \T A
l -.ll. 3 I,I it
Para o] n de completes s lee como
\- : -’u':_.:_/’-(l.ll.:/)} iy ‘!JI/'_,.II‘[’.I |
La ecuacion (2.110) muestra que W7 (p) tiene paridad intrinseca defi
construir provectores sobre subespacios de paridades relativamente intrinses
;'”—' ‘I\‘i"E! Qres U f"‘ % 0 |'.-:'!| I,lﬁl_\ !"-ull‘ii[(_\}'i'k ' ‘/.l.
El provector esta dehnido como
\/, I / )
. ! 0 : e
0 N | /
()T (D . =
- - = i 17
] 2Mp k / J/ /) A ()
J / Dy () \/, /
Baio la condicion p ( v proveccion del espin v la helieidad b ; :

18]




mientras que el provector 7_ es

T = — Z vn (D)0 ()
h

I //) { \ F+ 3 ) I
1 0 My, —2, (£ — pa)
2.\[/) _k['. — /):gt) /) \[/x “
/), _[,_/)1: “ \//,
'\"_).l 15)
Es facil ver que 7, v 7 son provectores v cumplen con las relaciones estandares
ho¢ | h t=
= (p) = J Wi, (p)  para ‘V/ \P] = B==u | ) 116G)
Shilie 1 0 para W5 (p) = vy B
0 ara WA (7) = wy, L _
T Uh(p) = Sy D\P) PR (2.117)
i Wh(p) para V5 (p) =1y, D
¥t = 7 (2.118)
¥_* = T, (2.119)
e, = il (2.120)

Liaecuacion de onda para los espinores u v ¢ se puede obtener de la condicion de completez.
Denotando la diferencia entre 7. v 7 como

donde se puede demostrar directamente las identidades

(D— Lun(p) = 0, 2.122
(D +1)u(@) = 0 2.123
La forma que tiene [J es
L= o ™
0 U E = /I
= | ( (0 - s 1

My | —(E—p3) P ( ()

2 —(E 4+ py) ( 0
D R (9124
Mg | TS Mpt M




Py y tante 1S ecactones o onda sera
1 )
p—cMp)(p ' 2
il 1@
]. ! Yell'el 1) 1)
/ ' ' ! { [ 5 )
} |  par: 1 v (1 )
[‘|,.¢ LAC XK (' _' Wy 2 _I,_) <111 oS, nero O atferae?  Callll

[.a diferencia es que la ecuacion (2.125) se obtuy todo de los nroved
construidos por los espinores v la completez en (1/2.0)5(0, 1/2) mientras que la derivi
Ryvder se refiere al acoplamiento de og(p) v of (p) por el término de masa. Ninguno

los dlos metodos olrece un .Z_\U)l“élu‘r":]“'u ||!|l(l,'||_'l_i‘}'_',|| aue se Dodria ntilzar por «

S I 3y creta o oel sigu DI i S ¢ 11
‘!{..| i ras Il T - 11S0T ¢ s i‘lr 1(] il }| f { e 114
1 T ' \ 1 el ] ; P
‘ i L i a1 [ e | it (1S 1) (' = | YR1I1esSTaclos o 11 1C1atd




Capitulo 3

Las Matrices v/ como Operadores de
las Simetrias Discretas C', Py 1" de
Espacio Tiempo

3.1. Inversién del Espacio (P)

El operador de Inversion del Espacio representa una reflexion sobre el espacio. de tal
manera que el cuadrivector (g, .r;.r2.x3) bajo esta operacion de simetria cambia comao
:;.['(,. e .1';;:;.

En la representacion de espinores. la representacion derecha e izquierda bajo esta opera

cion de simetria cambia como
PXY = Plzgla+Z-8) = z9lo—T-6G. (3.1)

En base a las ecuaciones (2.20), (2.21). (2.46) y (2.47) utilizamos

— Lo T3 VD4
o) !
ECES = @p—%a; (3.3
)
E é — L1 — 1&g )) 1
2 =l &
£ = 1+ 3.5
v los espinores &, v &,
- 8] 3 /
E&y = o +a =35 — T4 (3.6)
- 0 5 o
5353 = B =l = Ig + iLy (3.
5 ] ) oot )
Eiks = T 415" =—lg L) (3.5
- i < * )
Exly = oz —izt=—(z —iz") (3.9
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nacion de P2 sobr resulta er
P(EE (ra ! I 4
P(c2¢? Py — 23) = 2o + 2
‘IIII :-\-‘H llll?. y J ;
) i« Iy
P(ESE / I / r
es. bajo la operacion de Inversion del Espacio. los elemer
110
/".' &
PE 5
/1.,' cl
P&, §
‘epresent acior 2.0 (0.1/2), s1 aplicar
s e transforma como
F & o0 1 0
¢ (o |
£ ¢ I 0 0 0
= B < \ (1 1)
O 0 1 0%
0 0 % 1
P . ,
I 4 NN i
SO JO i L
[Iresy 1t acion « I| ||1 ():H'_",‘H'Elll'! :|r k\':_:|||‘I,!,¢|
:- '--!ii:!!'_-"_.: ;:‘.Ii" |‘| LHIVersionl (E|'| l"-]]‘!l i" ['|-¢;|}{1
rtad necesarios para describir particulas con espin
L 'i' { r'*frif_(l[_ 'S ||tr'.'_|'
: ! .'.I,-' " ".."
r . L ] Or<sion o [;-Enl (I/’(,.:[]I!ill|llli:| Il
W iileiy I
i
I /
rerieral. al aplicar ol anerador P a las f"'!ﬂ‘ﬂl'{ll.:f"\ll_'\'» (1
TILACIONES, s ol

) 7 ry
/[\ 0 ! e = ¢

fase debido a P. Debido a que ia f\"l'.'.“.\\",.‘.!\"\\\:

wlor I' v la fase solo indica que es otro elemento de

&
L2
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La helicidad se refiere a la correspondencia entre la direccion de movimiento de la particn
la v el sentido de giro de la misma. Si la particula tiene un sentido de giro en direccion
del movimiento de la misma. entonces se dice que la particula tiene una helicidad positiva
6 h=+1. en caso contrario la particula tiene una helicidad negativa & h=-1. Cnando se le
aplica la inversion del espacio a un sistema v este, salvo una rotacion. permancce idéntico
al sistema inicial se dice que el sistema tiene Paridad. Si no es necesario una rotacion
el sistema tiene Paridad positiva, pero si se necesita una rotacion de 1807 (en el plano)
entonces el sistema tiene Paridad negativa. por lo que al operador PP también se le conoce

como Operador de Paridad.

3.2. Retorno del Tiempo (7))

Un procedimiento muy semejante al caso de P se puede realizar para obtener la re
presentacion de T' en el espacio (1/2,0) & (0,1/2).

TXY =T(xzpla+T-0) = —xpla+T-7. (3.19)

Sustituvendo las ecuaciones (2.46) v (2.47) en (3.19)

/& § — [i-"l) + x3) = —XIy vy = —(&1€ (3.20)
A 5 ol s - 3
FEES = Tlgg—oa) = =y — Ty = £:€5 3210
(3.22
v opor lo tanto
- 1_1 - b o
IS = § o 2ed)
5
e = —§ 3.24)
iy .
TEr = & (3.25)
P .
/:_ - E.Z i ';.._)()4
Sustituvendo
C S (A ,C.") (297
S (S Sl S e
2 - ]
A e C -t = '} )
g S 2T Tk .28)

en Ee. (3.24) v (3.26), respectivamente, se obtiene

/

Iy
Lo
b

L R

|
vy Oy

ey
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Entonces para la representacion (1/2.0) & (0.1/2). el operador T° cambia a los espinores
COLO
£ ) S 0 L 2l 1) E
f [ 0O 0 0 L
< a () () () I ¢ Al
£ | g 0 g 1 @ £ /

entonces el operador T es de la forma

(loticle

() [ | 1) Tl o\
: f ' 3.3
1 O 0 0 Voo 0
\ 0 1 0O 0
En esta caso, el operador T aplicado sobre cualquier representacion. va sea (1/2.0

estltado otro elemento de la misma representacion, es decir

Yara el caso del O] rador de Inversion del l‘:_rn'_‘v.. se reflere a que siun proceso ocurr

entonces es posible el proceso mverso al tiempo. kEn otras palabras. st liav un proceso en
] H ' 1t ' 1 . 1% 1 | : . 1 ' w1 kot
el se tiene un sistema inicial A v como resultado se obtiene un sistema B entonces existe

| que el sistema inicial es B v como resultado se obtiene el sistema A Clomo

pOr eeniplo constoler :-I I Cce=0

donde 1, es el neutrino del electron, e es el electron v ou v d son los (i'l.:!'_\.ﬂ arriba .|i|.|||'

respectivamente. Ambos procesos, tanto hacia la derecha como haci a lzguierda. son
1ias !.\:lx

En 1t I tambicén hav un [ise o Voecomo el caso I oo [ 0 () ¢ L1 1
Cnresenta 1n. Por s so conside 111 LS T




cuadrivector cambia conto

Por lo tanro

o (3.42)

O eserito de otra manera

Eutonces para la representacion |

OO

~

P Py s

c

Bajando los indices de &' como &

Reflexion Total (C'PT)

/R[I/I - [//
Rr XY = Rp(xgla+7-5) = (xgls + 7
Sustituvendo las ecuaciones (2.46) v (2.47) en (3.37) obtencmos

clel _frlel
L L == NS N
EAiED [ o
PN N5
£l — _(glel
Ty iy VSN
.y R | ~ ~2
o clel
S S NS S

5
=5 )
o i e
Rr§ =
1 < [8
R'/\ S
7 o2 £2
Rf\ S
= c fé —
S Sl
) e B i o C
~ S R/\_’ N2

2 (0 0.1/2).
- F “§ (
(0 | () ()
(U] | U
g B 0 |

i AT il b /'\,“/r.

Al realizar la reflexion total. al que Hamaremos Ry, sobre la representacion |

permiite de obtener en lugar de (3.

344061




donde h = +1/2. Entonces
= Mg (0 ty (0)
(Li — 4 )ou(0) = v (0).
donde |-, o) 1 ) son los provectores sobre [1.'.?'il|:|<fl S Posiilvas
respectivamente
[Tabajemos con los espinores uy,. A la ecuacion (3.59) se le aplica el Boost
-B(p) (7" + L)un(0) = B(p)uy(0)
b iyl e S .
=Bl (" + L) B0, () = 1w, (p
2| | J vy
1l Boost de o ecnacion (2.103) se puede osceribir como
,f"f:l,'f_ ,\_/J ! "f d
Vsl ] OS¢
B=Y(5) = N2V (f+ Mpr°

Entonces de la ecnacion (3.01) tomnan

donde N = 1/\/2Mp(E + Mp)

f

izquierda v con
B(m)(+" + 1) B~ (p N+ Mpy°)7° (7" + L)+ (#
,\"l.,,n'l 1 'tf',.,u"' U .;” T U,..,H

FMpA'p+ Mp=y" + Mpp

Lt wdo las re s de conmutatividad v anticonmutatividad. s
P = papyiy = B — gt = M,
14 _J/ .I"J
\I L | (] .‘I_{ii
1
) |/
"'I}J ] & {{';I ! /

Entonces la ecuacion (3.65) se sustitiuve en la econacion

4 Mg )5
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De la misma manera se hace para los espinores ¢, v se obtiene

L,l') F Mplo, =10, (:3.68)
donde h = =1/2. Las dos dltimas ecuaciones son idénticas a la ccuacion (2.125). De

aqui se obtiene un resultado importante. los provectores sobre paridad son ideénticos a los

provectores construidos por medio de los espinores de Dirac. En otras palabras

- —a oy P £ | - l J +
H'\/’J'Z up(0)wp(0)B(p) " = B(p) ~{1a+1 N B(p) (3.69)
h &
Ty i ~\ T 'y 1 3 [ =h 1 g o—n T e
*/NM/Z n(0)Tn(0)B(P) = B@)5(L - Y)B(@) (3.70)

Los provectores construidos de los espinores equivalen a los provectores de la stmetria
discreta P. del espacio tiempo. v ambos tipos de proyectores son consistentes entre si.
Fsta construccion nos da idea de que se puede construir la ecuacion para espinores con
paridad " empleando el proyector (1, £ iy? K.

Comparando con el método de los libros de texto. donde se utiliza el hechio de conocer
de antemano los espiuores u v oo en el sistema de reposo. en el método desarrollado en
esta tesis la ecuacion de Dirac resulta ser una condicion invariante de Paridad en todo
sistemas de referencia. Nuestro método revela la propiedad del Espacio-Tiempo como el
origen de la particula de Dirac,

Los cuatro espinores uy(p) v o, (p) constituven un conjunto completo de grados de liber-
tad invariantes a la Paridad espacial en (1/2,0) & (0.1/2). Entonces, uno puede ver la
discretizacion de la paridad P del espacio-tiempo como el origen de particulas de Dirac.
Note que la paridad espacial de los vectores base de (1/2,0) @ (0,1/2) pueden ser solo
reales. Una observacion practica es que los bi-espinores con paridad P son conjugados a

(' 1mo a otro de acuerdo a

¥ % fN F ;o= B

ton(P) enCuplp ) =ty ep (up(p)) 3.71)
‘ — 2 g -

up\p) = e, ;,(} ) =ty eplv_plp)) (3.72)

¢ —e, =1 373

Los provectores de Paridad obrenidos por medio de espinores v los provectores analiticos
son equivalentes. Este no es el caso para la paridad en €', lo cual hace que los espinores

cou paridad €' tengan comportamientos diferentes a los espinores con paridad P,




Capitulo 4

Simetria (' del Espacio-Tiempo como
Origen de Particulas de Majorana

v deseripeion de fermiones newtrales es uno de los temas contrales de la fisica con
temmporanea no solarmiente por espectad nlar ol fendmeno de Oscilacion de Neutrinos sino
tambicn por los campos de norma de los fermiones que aparecen como compa
osones de norma ordinarias en teorfas super-simétricas. Particulas
tinguibles de sus antiparticulas v son eigenestados del Operador de Conjugacion de Carga
(' para particulas y ;tilli'l.%;'l"l'c"‘.!.:n« 13! (121 {21 [151.

La conjugacion de carga se definid como una de las simetrias diseretas del espacio tiempo
donde se encontro en la ecuacion (3.52) que para la representacion (1/2.0 (.

= ayely [.1

clonele
Note que r, es invariante ante (. Esta es la razon por la que puede nsar L para

deseripeion de particulas neutrales como campos derivados directamente de los requeri

mientos sobre la simetrias C de (1/2.0) (0. 1/2). En la siguiente seceion se preseit
3 S [ de fermiones neutrales en términos de campos cuanticos de Najor

Despuds obtendremos los campos endnticos de Majorana desde los reguerimient

simnetria Cen (1/2.0 (0.1/2).

4.1. La Simetria (' y las Particulas de Majorana

LLas particulas neutrales son indistinguibles de sus antiparticulas v son eigenestados
operador de conjugacion de Carga (', La representacion de Lorentz para partico
]

neutrales de espin 1/2 (que seran denotados por W, 7 (p)) que diagonalizan el operador

Una gran cantidad de libros de texto introducen los cuatro espinores base de Paridad O




CoOlno

\D/J;. = & /(T)' Gh = C:0h
A -
¥ }
Nit b 4]
i _ 5
£ = %1 §) £y + h = 1.2
clonde
r h : N
Ch = (_JH - Ll =— .'_)/ . { 1)

viene de la . Los espinores diagonalizan C" de acuerdo a

’ [ hiles)] T hiles) y !
ive |V =g W 7. (4.4)
Existen dos tipos de espinores con una paridad €' real (¢; = £1) e hmaginaria (¢, = +1).

-0

en contraste con el operador £, 27, el cual solo permite espinores con paridad espacial

real.

= v
4.1.1. Paridades (' Reales
Primero se construven las soluciones de paridad ' en el sistema de reposo

(g + i K ) OE0(F) = gD (3) . (1.5)

i

1o —

Se encuentran las sieuiente cuatro soluciones en el marco Cartesiano

() |
HER Y — . = ()
Pl () = VM 11 _ LD () = VA )
0 1
( +
£ ah o, —_— l s _ N—— () I
U0 =M | Vi) = M| (4.6
0 1

donde My serd amado Masa de Majorana en adelante.

4.1.2. Espinores de Majorana de Normalizacion Cruzada

U na curtosidad oemrre cuando se caleulan productos escalares e los espinores de
Majorana. En primer luegar, todos los espinores son auto-ortogonales. i segundo lugar.
los espinores de partdades 7 son ortogonales. Los productos escalares son 0 excepro entre
los espinores Majorana de paridades opuestas v opuestos valores de

WT'.:J(H)(B‘l"!\}(—l)m):‘iV_f\:/(.1)(6)\D;\:/(f1)((q) = 2Myy
T OwiTI0) = T @ @) = 2 (4.7)
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A\ ¢ § g _‘ . v " e 1
.'\.].‘!:I-“.'..Z:;I ue se miesirall arribha se caracterizat po dos valores de

stos. Ellos construven dos espacios independientes distintos por el signo de

n cruzada. Cada subespacio contiene un espinores de paridad €7 positive

negativo. Lan Profio comno ¢l IJr'HEIIL'IH escalar es invariante ||r' [_[.I-, 1Lz, i non

crizada es [a misma para todos |r-.~ IArcoOn Ii',*".'r‘!‘llr'H_

4.2. La No Propagacion de los Espinores de Paridad
o

],‘I ecaclon de moviniento satiste }I:l pOr lOs espinores de parichiacd €11 Ccualaqure:
sisterna inercial es obtenida aplicando sobre ecuacion (4.5). el Boost

,I': 1 | — | r 1 1 €. ./\. ) /;: I-'.'I ! r'._ ,‘ -I-'.l‘ "[" .. # _,':'

B(pCB () L, [.10
i Wi

es decir que el provector de O es independiente del momento de la particnla v la ecuacion
1.9) se convierte en una identidad.
B(g)={14 + ¢ ivo ) B(p { Ly + ¢ iryadd 11
! y | | ' . i t i y
Pared ap e ol o sk 1 ! G e i
arece ser que el procedimiento de construceton de un campo cnantico basado en € no
o= nosible
! NnioHeces :H" Drovectores ]-‘ \J] DAL& p.’i]'ici:l(| (' real
™ [," - ) ™ - 1 ]
/ I ,,'.l / ’/\.]‘ /F | / / o .
son independientes del momento v aparentemente los Espinores de Majorana no propagat
En la proxima seccion se tratd de emplear los provectores construidos por W AT

obtener la [u‘_n-'.sft:'.'lr'fu:-__

O




4.3. Construcciéon de Proyectores Mediante \D{{:,"-’j((ﬁ))

En esta seccion se empleara el método por la cual se obtuvo la ecnacidon de Dirac visto
enl la seccion (2.4.2) con el fin de construir espinores de Majorana que propaguen. Cuando

Y(0) en la construceion de provectores (denotados por 7(0)) de vectores de

hi(e
se usa Wy,

paridad C. se encuentra que en general son diferentes. a los provectores analiticos en la

ecuacion (4.12). consideremos

[+(0) + I1-(0) = L4 (4.12)

Se puede verificar que P7(0) v 27 (0) respectivamerite son provectores sobre los espinores

de paridad (" positivas y negativas, de acuerdo a

PHO)ETV (@) = wiiT©0), POy (0 = w5V (0). (4.14)
P=(0)¥0) = —wiV(0), P O)¥yTV(0) = —wit(@), (4.15)

Uno esperaria que P*(0) coincidiera con el provector analitico en ol sistema de reposo
P (0) en la ecuacion (4.12). sin embargo no es asi.

Podemos considerar otros proyectores denotados por II7 (0) que actiian sobre ¥, = sobre
la normalizacion cruzada positiva v negativa

1 1

'(0) + 3, TV (0 U_n';)

'._'_"./.\,'

I+(0) = 52 (‘Il B (V1Y)
H-(0) = —spe (\l/_:,.','*"((ﬁl)@j{,‘ Rl [ ) "'|,(J';")
II(0) + I (0) = 14 (116

De acuerdo a la ecuacion (4.7). espinores de normalizacion cruzada iguales son de pari
dades opuestas ('. Es por esto que los provectores [T7(0) son en egeneral diferentes de
P=(0). Un prueba inmediata v rapida esta desarrollado en el marco cartesiano. dowde se

pucde calcular que

= l by 1Y / -
[1=(0) 5(.11 F iy’ ) s (4.17
micntras que
Lo A s .
/’-\t)).—E(u SEWAR (1.18)
donde para espinores con paridad ' real
A= 1. (4.19)

ol




iparenteniente I3 I,-'J‘ P*(0) B ;'a‘ v B ‘.'-' I ( I8; J.’J. dan dos resultados esenci
mente diferentes de ecunaciones no covariantes.
Los provectores I17(0) se refieren a una simetria diferente a la que esta dada por P*(0
En realidad los espinores ‘i-J'-_. Y son espinores propios de A% v por eso una ecuacior

[H'.I {|t' (']
B(p)ll 0) 3 p) Wa(p) = Warlp). 1.2()

S embargo esta ecllaclon es 1o covartante.

Dicha simetria discreta es accidental. Como regla. los espinores libres cumplen con varias
ectaciones. pero solo una de ellas describe la dinamica correcta. Por ejemplo. los espinores
de Dirac son espinores propios. no solo de 4", sino también de ~7~" v satisfacen la ecuacion

o covariante

B(p)=(14 £ i7" )B(E) " ¥p(p) = Yp(f

| i) plpl. i

" b ol 11 . 5 e - & ¥
pero esto no significa que ellos se propaguen no convenientemente, La tdnica simetr
discreta del espacio tiempo que se comporta covariantemente es la paridad.

La simetria mas general para los espinores de paridad €' es i A donde A es la matriz
ti"ﬂ \ij-\Tffi:‘-.l i;l cCOnugacton cormplio)a el !','r,','_.'r,f",w \.,.J,,I,

la base en consideracion,

» A 1.22

correspondientemente. las ecuaciones no-covariantes mas generales son entonees obtenidas

COII0
I ' i
B (B(p (1, ic;vo A ) B(n) W, " it 1.23
P)) 5 2 ] . ]
Para paridades (' imaginarias en el marco Cartesiano donde la forma de la conjugacion
...g:-_[.‘ju-_in
! 4 }.24
v la paridad ' se reemplaza por la “paridad”™ —ivyys. El provector se asocia con la alting

"I:lllf':.":.'] s 1lI1a “‘l[f.’l'|'.'!.<'l ||iiﬁ( rera (1"“[[.-], {)) en i'| 1nareo (‘.!"Il'-‘;. 110) pero G S 11116

simetria de :Er-:[lgzc. espacial. la cual se lee
| bl 3

I | ! ) AT
3 ' - ¥ \ {

que da lugar a otra ecuacion no-covariante ce los spinores €,

Un !'EI'HLMH extenso es la base de helicidad

» 1
campo cuantico no-local.




donde el funcionamiento de la conjugacion compleja toma la fornia
" — A= ; : (1.28)

La ecuacion no-covariante, de espinores (' puramente imaginarios en el marco del helicidad
se obtiene entonces como
e : \ R . ¢
<:_p - Maryo)ive A(p + Muyvo) £2My(po + My :) ¥y (p)=10. (4.29)
Esta ecuacion no-covariante se ha defendido en la Ref. [12] (el madulo en la referencia se
diferencia en la definicion de ' = v K.
Debido a la simetria entre ¢p, v 05

i () —d !
Op = A ) A= e 0 j 8 (4.30)
ety

v para obtener una ecuacion mds no-covariante como
h

('\i) i —\]_'\IA.IJ)A'H/‘q-'ﬁf'lﬂ'(i(p. L ‘\[.\IA'IK).)' + 2\[" (Po ~\/.'ul,.:') \[/.'.1 B i.’/-"-:' 0. ': l)’—)
Una opeion diferente para la helicidad en [14]
- e cos 2 — s sin 2
$H0) = \ ‘\]” ) ;_.. = ) $H0) = \ \/ ( . 2
Giny S e - COS 5
(4.33)

la conjugacion compleja toma dos formas diferentes incluso dependiendo de la hehcidad de
GIO) en la Eenacion  (4.2). En este 1iltimo espacio los se encuentran dos las conaciones
diferente non-local del espinor €',

( j‘f’_'_,\/_‘.J"A\].::‘-*(;/.-\-'__EAI-H::/.) + Muyvo) F 2Ma(po + Myy) 5‘]/'-"‘. o (7] =05

: 'l.‘)() i ."\/\/"‘(1 I;A'(;/.A-'_)Azn‘uip 1 .\_[_\[’\;U) 4 2\[\[/}() -+ .\/'v_[‘,l .:‘\l} v/ = :_/l‘ ] = ().

>

e %W 0 0 0 | () 1) (

0 I 0 0 i g% () 0

Ar = f 0 1 () ‘ A g f§ etée g
0 I - 0 § 0 |

(4.34)

Al parecer. ademas de las ecuaciones anteriores (4.26). (4.29). (4.31). v (1.34). uno puede
|

cenerar o] infinito el mimero ecnaciones no-locales a través de los cambios de la hase.

e




4.4. Construccion de Espinores de Majorana que se
Propagan Covariantemente

En esta seceion se desarrolla la idea [13) de como tratar la ansencia de Prapagacion «
]

los espinores de Majorana en el espacio (1/2.0) (0. 1/2) observadas arriby [_II‘-!"-.'I'i‘;‘I'_vI_'i‘-\
de Majorana descritas por la ecuacion (4.6) son tales que el operador de Paridad, ~". sirve
como “transformacion” entre los espinores de Majorana de opuesta paridad €' v opnest

helicidad de los espinores €7 (0). de acuerdo a

A"qlr_.r .().' lI_r_.r I .”‘.

_"\]r‘! .!(I'.: L]!.,., I.t';-'..

Esta observacion forma directamente una nueva simetria en es espacio mas erande de
dimensiones espinoriales. La nueva simetria esta asociada con los provectores en el marco

rE« I'eTOs0) Ill'l_ '_;_[bll

','.‘,'|t|]'r: Ilr'[.il[|-|l':|(‘ill (| IJ]Ill‘];]riII[' t]l' (_II:I]].i]’\l'_‘_l,"_{‘if_.l]'l (]r' (';|]'g_'__;1 o111 este r\-[|.'|| :‘.I (OO

: ( (YA () ) ey
.0 1oy

v uno inmediatamente encuentra que
L. los espinores tienen una paridad €' bien definida,

) p] (l!}l'[]:ill\,‘ (' conmuta con 7= (0).

Se usa la nueva simetria discreta para la construceion de provectores covariantes utilizando

75(0) a transformaciones similares para el Boost

[ / . :J)': 1)~ U J) f | Yo Tt I (p) N [ WYy, n) o\
| (|‘ _ ( o |.||' ‘ 13(; B(p) )) ( "II_._ ( ) 1 I / 1’98
) \ 5] L ¥ flr"l."-' ‘-’; "]I._, - :I_.',‘ \ '.IJ_ I."I /

l)' hido a (L B ‘.'e' B J.'i' ! r _114'".;. ol |§u.\t--l = [r‘:'.H]" reescribir como
T ))( Uy (P ) | Vir (P (.39
2 4 VI () Jiz \ \[r (p 1 ;




v finalmente esta ultima ecuacion se puede escribir de la forma

1 M1y ) ‘I"f‘.:f (p) Wy : (p) \‘ L0
20y P My 1y P \, & (1) , W _-\"1.: i (p) o
simildrmente uno encuentra que
1 M1y p i (p) it (5
= MMy e AP (4.4
20 5y —p Myl 17 e ) T (P)
Las ecuaciones (4.40) v (4.41) son equivalentes a la siguiente ecnacion
. b /;‘\1 ¢ —n F /'l..' | A
p Uy Uy (P) : 0, 1, U, () P
0y p hil—€;) (. =/, L. 0O G hiles) . (4.42)
W o o Wy \P) i ¥ Vo \P)

El término de masa tiene precisamente la estructura del término de masa de Majorana
en la ecuacién (1.6). El estudio de este trabajo demostrd como el término de masa de

Majorana se origina naturalmente de la simetria (" del Espacio Tiempo. ciunpliendo de
esta manera el objetivo de la tesis.




Capitulo 5

Conclusiones

» Las matrices de Dirac son primeramente operadores de las simetrias discretas P,

[ del espacio tiempo antes de definir el término cinético en la Ecuacion de Dira

= Los operadores de simetria discreta ', P v PTC definen las ecuaciones de movimier
to para las particulas neutrales con una paridad €', particulas cargadas con una pari
(laacl o =_.'..|'"i.':‘ v finalmente particiilas corn ta buena ;);Illi!.'l': o i S sS|e tivamente.

Los operadores T, PT v C'T no se pueden diagonalizar en el espacio del momento,

por lo tanto las simetrias I, PT, C'T" v C'P se pueden construir exclusivamente

s [l operador de Paridad 7. es la simetria escocida por la naturaleza por ser 1inico

operador de una simetria discreta que tiene una representacion covariante en todo

los sistemas inerciales lo que resulta en la ecuacion de Dirac. Las ecuaciones de
moviniento relacionados con las otras simetrias discretas son principalimente no

" f‘r_‘— CCUACLONES T couvartanies en L seceton AR _" T ,r'l._,u Leridlase o opetadon { (7 [Tl
' I L I T : ;
artetacto ante la vmposihilidad de tener una representaciion malvicwal de fa operaciorn
e conugacton comple e, sta 0s s observaclon “I":':':.'I.'I' |.' Clin o1 esta la tests

= [,-'l.'-i AeSCTIDIN UHa propagacloll |'|n\';|]';_;|[;_n x[r- osDltiores o

ndiar como actua el operador de paridad en este espacio. lo que nos Heva dire

amente al término de masa de Majorana (véase seccion 4.4). Dicho en otras pala
bras, la propagacion covariante de un espinor de Majorana U, (p) requiere de un

companero. Por esto es necesario duplicar el espacio donde los espinores comao fue

| 1 o= T : . s R
descrito por las Ecuaciones (<4.35) v (4.36). La eenacion de movimiento que cumple

los espinores clasicos de Majorana son (4.42) v el término de masa no es diagonal

como en el caso de Dirac, sino es z|"_.l“_u'|;|| invertida. por 1o tanto es in termit
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Recibido el de de taceptado el de de

Dervamos directamente de la simetria C del espacio-tiempo de Lorentz un campo de Myjorana con un termino de masa de Majorana

antisimetrico puramente imaginario no estandar y estudiamos algunas aphicaciones.

Descriprores: Neutrinos de Majorang, gauginos

We derive directly from the ¢ symmetry of Lorentzian space-time a Majorana field with a non-standard purc-imagimary antisyminetric

Myjorana mass term and study some applications.

Kevwards: Majorana nedtrino, gauging
PACS: [1.30.Er 14.60.5t

1. (" invariant quantum states «d hoc

[he description of Majorana fermions is one of the cen-
tral topics of contemporary physics not only because of the
spectacular phenomena of neutrino-oscillation or neutrino-
fess double beta decay, (Di23.3), but also because of the truly
neutral fermion gauge fields (gauginos) predicted to appear
ds companions to ordinary gauge bosons in supersymmetric
theories. From formal point of view, Majorana particles are
treated in the textbooks differently but Dirac particles. While
the Dirac field is systematically derived from the /2 symmetry
of Lorentzian space time. Majorana particles are composed
ceel hoe at the quantum field level, The most prominent ¢ in-
variant quantum states are those exploited in the description
ol neutrino oscillations, constructed as

voo= wp(fa, (e TT0).
vooo= g (p) by (g e 0y
ViR 5(la £ 75)v
1 =
1 n = —)l‘ 5 |/ gl

where uy,(pla, (P) Uy and uy (P )b, (7)10) are in wrn the
Dirac particle and anti-particle states of momentum g and
spin-projection /o =T / 4. The neutrino spinors vy and 15,
are the so called “electroweak active™, while /. and v§ are
the “electroweak stertle™ ones. The ¢" parity states in Eq. (1)
underly neutrino oscillation data analysis and are frequently
referred 1o as Majorana spinors. They satisfy the following
system of two Dirac equations coupled by the Majorana mass
term

[ p—AMp

—

— Rl j F
p ‘[,/ )(I" > 0. (2
= or :

Equation {2) is the Dirac equation for one neutrino genera-

"

tion. It has as two limiting cases the vanishing Dirac mass,

Mp = 0. and the vanishing Majorana mass, My 0. re
spectively. The quantum states (1) belong o the so called
Dirac-Majoranu fields. ¢4, (). which are " invariant and
constructed as the following combinations of the Dirac quan

tum field, ¢ (), and its ant-partilce conjugate, ', ().

( Vo) =

= [ or, €] = —¢€n 4 (3)

To obtain ¢, () one interchanges a < b vy (o) [2],

s / d&'F 1
WplZ) = | 5 — :
; -2,“-1 (27)2

> (1//|;f)h,;.:_//.t B

i

e /'n); (0 )e? ) e

The one neutrino-anti-neutrino generation, colurrn (1. 0",
m Eq. (2)1s then deseribed by means of the Dirae-Majorana

1

Lagrangian which is cast into the tollowing matrix form |1}
(¢ i id — Mp ey My .

et () . = U A0 r)
a) . - (‘.\/_\/ /(/7 ‘n//; ) 2

- W) ‘d:i/" [
“(8 e:t‘/,fk.l" J Z2po (2m):

Loy lz) =

L Gl RN an(f) \ _ipe
b Wy v {
A l hAE ) ('hl.ll_[l.’u
b :
h ; b T P _
up(p) ( it 'I, )r'l" . Y
e;a, () |

a field with one-storey “wave functions™, and two-storey

creation/annihilation operators. The diagonal part of the




mass matrix 1s the standard Dirac mass term. We here call
standard- and non-standard Majorana mass terms the ones
corresponding to e [. and ¢ 1. respectively. We fur-
ther notice that the matrnix defining the Majorana mass term
can equally well be viewed as a metric inthe ¢, () space

according to

(AP I 1t d i nldL)] [_
) £ 1 g li O\
Fy = [ | [ (G}
Vel ]y 0y /
and write down the Lagrangian for A/, () as
~ { /| .. r::;j \
Lopyi T UhalT l e AT Vil

Once having cast the Lagrangians into that form allows to
search for field solutions bevond Eq. (5) and of the (generic)

form

17 ) (8)

Here dV7 is a properly chosen phase volume. the index & en

codes in a proper way the required eight degrees of freedom.

d, (p).and dy (f7) are in turn creation and annthilation oper

ators of one neutrino generation. while A (7). and pp () are
the associated “wave functions™. Our goal here is to derive
systematicallv Ag (). and pg(p) from the discrete 7 sym
metry of space time. Compared to Eq. (3), we expect Fevn

man diagram rules for pe(p 1= and A (), following from

uis ) in Eq. (8) 10 be more comfortable in calculations ot

traces entering Cross sections

2. Local quantum fields for one neutrino—anti-
neutrino generation

2.1. Restive (" parities

Ihe &

Rvils
will he denoted by W e

invariant Lorentz representations for spin-1/2 (they
i) in the following) diagonalize

the charge-conjugation operator,
f'\{'... j')' r_'If.l,. (). 1Oy

Fhe existence of two types of " invariant Lorentz

representations— with real. (¢, = *=1). and imaginary. (¢
1) (" parities. contrasts the case of the P2 operator. ~q. which
allows only for real spatial parity spinors. We first construct

rest-frame € parities as

1

i1 smK \iJ',__, 0) |1r'{;___r (0. (1

E s M. KIRCHBACH. C COMPEAN-JASSO, L LUIS-NORIEGA

and find as possible solutions in the Cartesian frame the four

SPHIOrS

lllw' () \ VY
11
-
1 Vi ) |
s 4 1) v My i11)
()
l
I'he basis spinors W, () result from the more general

form given, among others. in Ref. [2]. as well as in Ref. [ 3]

Spinor (). and co-spinor (¢) are dehined as |1

) )| \ [ |

: ) (13)
? ( 0 4" =)
ts the Levi-Civita symbaol which plays the

and (ima),, a

role of metric in the SL(2.C") spinor space. The equation

of motion satisfied by the (" parity spinors m any nertial

frame is now obtained in subjecting Eq. ( 10110 the Lorentzian

hoost.
By 14 Eilv R J). 11 s i \Jr P
Pls\la 22% O
B(p) ; P+ M (14)
\.'.._r‘ljr'll'lj'J. e Mo
To ones great surprise, due o -, 2= L the boosted

operalor turns oul to be momentum idependent.
BF)ina I B(y7 T AN (13)

and identical ro the rest frame O pariry operator. This ap
parently contrasts the case of the rest-frame parity operator,
I’ = ~. that upon boosting provides the Kinetic term of the

Dirac equation.

gy - e [
B(g)wB(p 16)
[t seems that the construction procedure of a € based covar
ant local quantum field comes here w a stop. We empha

size on covariant, and local, because 1f one 1s willing 1o en

tertain non-local guantum fields based on the non-covanant
hile - |

W, () propagation, one can have a plenitude of them in

constdering in place of " miscellaneous discrete symmetries

For example. the real €' parity spinors are simultancously

Rev. Mex. Fis. 48 (6) (2003) 7717="r1
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%571 Invariant and [>:;7:,' ( L B7HP) )‘I' ) =
\1/}.'\,' = (7). would be such an equation.'In "cmml (' pari-
ties satisfy non-covariant equations of the type.
1 - o hiles) (=
B(j lll*l(j 2 A)BTH )W (F)=9,, (7).
CL7)

where 4 is the matrix that mimics complex conjugation in

the basis of choice at rest.

imaginary (' parity in the helicity frame., where
COs

\;‘ = \/7“ . s
SIS ¢ 2

Here, the operation of complex conjugation off ol \, /"_l‘.
takes the form A" — A :=Diag (e, e "7, 7" ¢ . In-
sertion of the latter expression into Eq. (14) and accounting
vy and A allows to obtain the fol-
lowing frame dependent wave equation reported in Ref. [5]:

<:_«/') + g

A = a.d, and we
in place of /. Ineffect, as long as there is no universal ma-

To be specific, let us consider

3 — sin Ze
L= VTR

s OIS =

for commutativity between

\ % / x il —1) p
Alp+ my) — 2m(po + u/__l)‘ll.\, (7)

where > used Trn’T as a generic mass notion
X representation for the operation of complex conjugation,
one encounters infinite number of non-covariant equations
corresponding to infinite number of frames related to cach
other by similarity transtformations. We here tuke the pasition
that such frames can not be interpreted as preferred frames in
the Universe as occasionally done in the literature |3]. Non-
focal quantum states based upon non-covariant propagating
lLorentz representations are in our opinion unphysical.

Taming (' parity and two-storey spinors

In order o resolve the dilemma of static (' propagators, we
here for the sake of concreteness tocus on imaginary ¢ par-
iy spinors and notice that spatial parity, the only covariant
discrete symmetry, lcxddu\ hel\\un C ps irities ‘uundm“ o
' w5 (0) = %3 (0), e,

@i (0) = =93 (0),
This dlln\\s one o ob-

and creates a new dl\L[Ll\. svmmur\

LN covariant wave equation in two-storey spaces of the type

)

[ (0, —iB{g)wBlp) . iy
ot % S Alp) = A(F).
\ B(F)wB(p) 04 » )
. o \l“ L) -y
Ap) = (L
W A (D)
-_\nlu'-c that also the Dirac wy (p) (or. v, (p)) spinors can sat

isfy non-covariant equations.  Suffices to recall that they are also cigen

and therefore solutions to B 5(la

spinors 1o, for u\';unplc. V53 |
Y531 BT (D

occasionally non-covariant differential equations.

up (p) = uy(p). Free spinors always satisfy a variety of
[t is the dynamies that
selects the relevant one in according to data. As long as data require co
vartanee and the only covariant discrete symmetry in spinoer space is parity,
the wave equations for spinors of ather diserete parities need to be obtained

fronm the action of 4 upon them.
Rev.
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In substituting for B )~ B(j) ' =1 ’ results imn
/ il N 9
o Y P . 7 #
/ V! 1 \[J” (p

(1%

This 1s a Dirac like equation for a two-storey spinor. Tt difters
from Eq. (2) through the non-standard Majorana mass term
which is pure

imagmnary and anti-symmetric. In nullifying

- the determinant of the latter equation one obtains the standard

V3,

time-like energy momentum dispersion relation, p-
0. and proves that such 4 mass term does not imply acausal

\pmm pmp'maliun. These spinors are scli-orthogonal,
—h £7Y : :
Uy, 7 .\Il () = 0, and cross-normalized according
) Ha(1) 7 =n e .

\P v l,_/))\[l_.\, “(g) 20 M ap (o), dy, ) (prop
erties referred to as bi-orthogonaliny in Ret. [3]). We here

notice that (1) self-orthogonality describes the limiting case
ot a vanishing Dirac mass term, (11) cross-normalization cor
responds o a non-vanishing Majorana-mass term, and con
()

Though the cou

clude that fields based on wp of lllfl:',' will describe
the limiting case of a pure Mujorana field.
pled equations (18) have been noticed (up 1o notational dif

ferences) already in Ref. [6]. the idenufications of the mass

terms has not been established there.
We now introduce the following complete set of two-storey
spinors corresponding 10 Egs. (18)

= S0 it (7)° )
\(F) = ( Ry o 0 ()1 )
Cul(p) Faul(p)o
(/I"!\//; = on! (7))
\3(p hia T 0
- w (f) F i (p) )
w2 (F) F iuk{p)s )
u(p) = /'u{ (7 ) '
/ Hy=y =g -
= wi(F) F twf (P
AI(P) ( LA T R ) (19)
2 i el o o= 'z
with 7 = [n defining now A (77) as
\A/’ .\);_I_/I‘.[‘_\' (20

allows for the construction of an orthogonal basis in the re

A8 (01 (2003) =
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cently designed two-storey space as

AT (PN (p Y T ¥ = Y4

T B § =28
\e(D)AL (P My, T . k=23

r k 1.4
AL(B)A] (P) =0, r £ 1, kFEL Q21

Equation (21) shows that the space under consideration con-
tains equal numbers of mutually orthogonal spinors of real
positive—, and of real negative norms. much ahke the Dirac
space. This advantage allows for a canonical quantization d

la Dirac when introducing the local ¢« () field operator as

() / di’| T— '\. pd) ()« o

§ O, 5 ]

T L)L () e <] L 22)
k=79 k

Here, oV 1s the appropriate phase volume. This local quan
tum field 1s built on top of Lorentzian (" parity representa-
tions and describes one Majorana-neutrino generation.  In
this way we derived a truly neutral local spin-1/2 field di
rectly from " invariant Lorentz representations. As long as
above fields are erght-dimensional copies of the Dirac field.
the Feynman diagram rules will be the eight-dimensional ver
ston of the rules valid for the standard Dirac spinors and can
be exploited in calculations of cross-sections.
A decomposition of the textbook €7 parity spinors in Eq. (12)
into Dirac spinors takes one to a further surprise. [t turns
out that those are not the most economic ¢ invariant com-
binations of Dirac u and ¢ spinors as they are superposi-
tions of two smaller " invariant spinors of oppaosite spin
projections/helicities according to

0 ) ll e —ius) — iluy +1u°)) . (23)

ir , i) i 9 5 (2
ete. Asa consequence, the quantum stales,
\o(g)dg (pllg) . (24)

are of unspecified spin-projections (helicities).  However,
above conduct only reflects independence of ( "parity of spin

projection, and is not Majorana neutrino specific as claimed

1. 8. Esposito, Nuovo Cimento BLILL 1449 (1996):
S. Esposito, and N. Tancredi. Eur. Phys. 1. C4, 221 (1998).
5. Esposito, Int. 1. Mod F'||§.\ A3 5023 (1998)

2. M. E. Peskin, and D. V. Schroeder, An Introduction to (Quan
tum Field Theory (Westview Press. NJY. 19951 pp. 68-76.

3. D.VO Ahluwalia, Int. 1. Mod. Phys. A11, 1885 (1996)

L) Hiadik. Spinors in Physies iSpninger-Verlag, N.Y.L 1999)

in Ref. |5]. but avoidable. a fact already manifestin Egs. (1),
(5) above. One could have started from the very beginning
with the smaller single-helicity Majorana spinors and con

structed a local quantum field on top of

iy, 11 g ”
( " £ )d,. L G 7 <3 I 4 125)

i Ry /

However. this peculiarity has no impact onto physical obsers
ables ».\IL‘h |I|\C widths and cross sections [!‘-LiCt‘ll. mn Ret iT|
we calculated that traces including two-storey spinors of un
specified £ label always reduce to standard Dirac traces in
cluding wy () spinors of well defined A'. Notice, hnally,
that also F? parity does not distinguish between 4 and i, and
one can write the Dirac equationas (p— mi)luy, = 1 1)
I'hat one favors the well known single helicity version is not
a consequence of parity but a tribute 1o anguliar momentum

conservation.

3. Summary and Discussion

The merit of our work das we see 1t 1s to have (1) revealed
existence of either real. or, imaginary € parity fermions. (11)
shown how to derive pure Majorana local quantum fields
from first principles on space ume svmmetries, exploiting
covariant, parity based discrete symmetries in eight spinorial
dimensions. (i) argued non-physicality of non-local theo
ries as artifact of a lacking universal matrix representation of
complex conjugation. (iv) observed that the possible indet
initeness of the X label (due o helicity independence ot €
parity) does not show up in the physics observahles such as
widths and cross-sections. In Ref. | 7] we further showed that
unpolarized beta decayvs do not distinguish between Dirac
and Majorana fields. In polarized single 3 decavs, the non
standard Majorana mass term left a foorprintin triggenng the

drop out of the neutrino mass from the trace.
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Abstract. We construct and apply to 3 decays a truly nentral local quantum field that is entirely bhased

upon momentum space Majorana spinors. We make the observation that theory with momentum space Ma

jorana spmors of real €' parities is equivalent to Dirac’s theory. For tmaginary € parities, the neutring mass

can drop out from the single-/7 decay trace and reappear in Ov4/3, a curious and in principle experimentally

testable signature for a non-trivial impact of Majorana framework in polarization experiments

PACS. 11.30.Er Charge conjugation, parity, time reversal, and other discrete svinmetries
standard-model neutrinos, right-handed neutrinos, ete

1 Introduction

The theory of truly neutral fermions is based upon quan-
tum fields that are O eigenstates. In the convention of

vef. [1] the charge conjugation operator reads
(1)

with A standing for the operation of complex conjugation.
The calenlis of widest use for neutral spin-(1/2) fermions

15 based upon a field that is the sum,

1 !
nlz) = —= (Yplz) + ¥n(z)) | (2)
V2
of a Dirac quantum field. ¥ (x), and its charge-conjugate,
Uy ()e. [2-4], This sa-called Majorana quantum field (de-

noted by wy(x)) 18 given by

oy e o]

(3)

(P

where i =1, | labels spin projection, b, (p), and d;” (p) are
in turn fermion annihilation and anti-fermion creation op-
crators. The Majorana quantum field constructed in this

way is of real positive C parity,
Cunglx) lx) (4)

e-mall: mariana@ifisica.uaslp.mx

[1.60.5t Non-

A comment on A is in order, the free phase {actor in the
{p) i eq. (3). 1ts known as the creation

definition of a,
phase factor, was introduced n [5],
phase freedom one has in the choice of the one-particle
states does not show up in the observables, in particular,
does not change the C parity of (). It is
the construction of a real mixing matrix

and seenres that the

X
also useful i

Charged particle currents,

p)) un(p)y" (bnelp) +d (p)) wn(p o)

(b (p) + dyl

in containing the term, b} (p)uy (p)y"d; (plun (p), allow

the lepton number to change by two units, AL 21,
and account for the neutrinoless double-4 decav, Or79, a
process i which we are particularly intercsted here The

resulting Ov 39 trace is expressed in terms of momentim

space Dirac spinors, wy(p), and v, (p). Recall, that mo-

mentum space Dirac spinors diagonalize the parity aper
ator, PR with R standing for space reflection,
Puy(—p) =niun(p). Pu(—p natn(pl (i)

The spatial parity of the Dirac spinors has heen denoted

by 17 with j = 1,2 and n,7; [, and can he either real
or pure imaginary. Dirac spinors with real spatial parity,
P = g, correspord to a real mass, and are of common nse
Those with a pure imaginary spatial parity, 7' — 5o A, cor

respond to hmaginary mass and are ruled ont bhecanse of

acausal propagation (see ref. [6] for detals). To recapit

ulate, the Majorana quantum field s canstructed as an

afterthought of the Dirac quantum teld.
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On the other hand, one can have also momentum space
. Files)p
spinors, here denoted by ¥, " (p), that have the property

to diagonalize the charge conjugation operator,

iv2 (I[/;!{_, \p;.:) = ":ll/_'l\:: (p). ,.4.' =28 S

Such rs']')iIlHI.L- are referred to as momentum space .\I‘I_]H—

rana spinors and find mentioning in neutrine

oscillations

We now ask the question whether € parity spinors
qualify for the construction of a truly neutral local quan-
tum field, and without reference to the Dirac quantum
field, 1.e. a field that is distinet from eq. (2). It is the goal
of the present study to design such a field and compare
it to vy (z)

[0 do so we follow the standard textbook quantization
procedure, and construct as a frst step '/ff\‘:'" p) projec-
tors and propagators. Here we run into the first obstacle
Because of non-commutativity of v and 3, eqs. (6) and

cannot be diagonalized by the same set of solutions
Momentum space Majorana spinors are linear combina-
t1ons of Dirac uy,

(p) and v, (p) spinors and satisfy a sys
tem of two coupled Dirac-like equations. An appropriate
technique to treat propagators resulting from systems of
two coupled spinor equations is to i) first organize the two
spinors in one auxiliary eight-dimensional, (8d), spinor,

then construct associated projectors, 1ii) next obtain
from them the propagators, and iv) carry out the quanti-
zation procedure, a program realized in sect. 2 below

We consider two types of solutions to eq. (7], one with
real, the other with imaginary C parities. Naively one

could expect Majorana spinors of imaginary € parity to
propagate acausally, similarly as imaginary spatial par-
ity Dirac spinors. As we shall see below, this is not the
case hecause [or coupled Majorana spinor equations there
is no immediate relation between € parity and causal-
ity [In the auxiliary space we huild spinors of real masses
and causal propagators for any € parity of the underly-
ing Majorana spinors, and exploit them for the construc-
tion of local quantum fields. We use these fields in the
calenlation of 7 decays. The (8d) space considered by us

sics observables re-

is 1 its nature auxibiary because phy

lated to barvon 7 decays depend on traces, and our (8d)
traces alwavs reduce to four-ditnensional traces expressed
in terms of Dirac spinors. At that level we can compare
Majorana and Dirac frameworks. We show that single-/
decays of polarized sources distinguish between Majorana
and Dirac momentum space spinors a result discussed in

sect. 3 below

The paper is arganized as {ollows. In the next section
we compare Dirac and Majorana momentum space spinors
and obtain coupled equations for Majorana spinors. Sec-
tions 3 and 4 are in turn devoted to single-4 and double
0143 decays. The main text closes with a brief sununary,

['he European Physical Journal A

2 Dirac versus Majorana momentum space
spinors

The generic C parity spinors can be written as

;¢ l \ f £ \ l
ET N o I S I (R
¢ (' .(__»'(’;' ¢=| €2 | ('I ]

¥ “

Here, £ and &5,
and (1/2,0),

spinor-, and co-spinor, while 20, with

are the u‘nm[_v]u:-; components af (0 1/2
respectively, which in turn correspond 1o
standing for the
Pauli matrix,

second ]Ji.l‘.'.‘- the role of metric in

Note that for charged Dirac spimors, (1/2,0]

Spinon
space [12
and (0,1,

As long as parity and charge conjugation operators in
(1/2,0) & (0,1 Yip) will be a

linear cormmbination of Dirac’s uy, (p) and vy, (p) spinors, and

21 are uncarrelated.

2} do not commute, ¥,

viee versa. The easiest way to find the hinear combmation

is to solve eqs. (6) and (7) in the rest frame, and com

solutions. To he specific, we exploit Cartesian

Ca(0) = (0,

e (}J) ; 6o Vv ( “I) (9)

pare the

rest frame spinors, here denoted by

¢1(0)

2.1 Momentum space Majorana spinors of real C
parity and symmetric Majorana mass term

For conereteness, we frst consider real ¢ parity spinor

i.e. €, = £1 in eq. (8). Next we solve eq. (6), for uy(p
; 5 hi(1 fooms

vh(p) and eq. (7) for ¥, (p). respectively, in following

the procedure of ref. [13]. Finally, in comparing spatial to

G

tion of momentum space NMajorana into mormentu space

arity solutions we enconnter the following decompos

Dirac spinors:

"“'ij],,-' la 14 La L y(p )\
A'il)l; | l.} 1; 1; [; |,-..;])'
:'I” 0 L4 Iy =14 =14 vilp)

() s l¢ Lo —le/ WP

Notice unitarity of the transformation matrix
From the last equation one nnmediately reads ofl thar

Majorana spinors are sclf-orthogonal. Row by row ane
finds,
&-/"-‘:I-.I_ -|[/x“" \* \ ‘
M \p! M ,|)5 Upiplupipl
\ J'..__l)!.',:ll)i {) (11

-y

h=1,|
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where we used wy(plup(p) = 2m, and vy, (plen(p) = —2m.
hof4)

Moreover, the ¥, = (p)’s are cross-normalized according

to

—1 (+1) = .
2% (plvy, "(p) = ¥y, : (p) = 2m,

e AT <
U (P -2

Yip) =

14 M

i12)

Self-orthogonality and cross-normalization are unpleasant
properties as thev frustrate covariant propagation and lo-
al canonical quantization {see ref. [6] for technical de-
tails). It is one of the goals of the present study to find a
way out of these problems.

The equation satisfied by the momentum
Majorana spinors is determined in
[(p—m)@ La]@|(p+m) @ 12| to a similarity transformna-

tion by means of the matrix i the r.his. ineq. (10):
~1g Ly p—m 0 04 04

/1l L
! ~14 14 . Oy p—m U4 04
1 ' Lo, =14 —1a—=14 0, 0,

r-‘J);i\‘t'

oW ».11‘(|_|“|'Illl'.!

| i ['l +m Uy

Vol v T =la 0, 04 04 p+m
PR PR (ERR, TR R, p 0. 0, mly
— 14 1 Ly —14 Oy I‘: -l Oy
l‘l |; *[; -—|; (‘)_-. "7”11 V4 Ly

rly 0y Oy P
{13)

The resulting set of equations for momentum space Majo-

rana spinors can be cast into the following block-diagonal

form:
r m | { I-\'_; “'. l’lj_\'x. ’ AII‘ I)‘:
i 0 0O o (p)
:] la p 04 v (P 0. (14)
: 04 pomly 1]/\'! "p)
04 04 mly p

"l'.‘ifl HlP)

Finally, eq. (14) is equivalently rewritten as the following
svstem of two coupled Dirac equations:

(P ?'”ls'> 4% ~< ~0
(‘ Fmly P 1/,?.‘-11-_. .

At that stage it is rather instructive to recall the fol-

: (p)

1] 115)
"(p)

lowing properties of Dirac spinors:

Vs un(P) = vn(p), TaUnlp) = un(p), (16)
Cur(p) =v((p). Cu(p) = —v-(p),
Cvi(p) = —u(p), Cuv(p) = ui(p). i17)

The insertion of {(16) and (17) into eq. (10] al-
lows to re-express the Majorana spinors as combina-

eqs.

tions of the left-handed (1), and the charge-conjugate

right-handed (R) Dirac spinors according to

(P NN sy u(p)¢ + uR(p),

l.’-’l.:' ';.p] = u]‘ (p) “_1!« (p),
)1/1!... 1y p) = - i'i{lpj | /‘E'I.‘p!" 3
“Y(p) = —v(p) + v (p) (18)
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Here,
I
-'rf,f'.p'- = (14 —7¥5) wn(p),

}
uk(p :

2
are the same classical Majorana spinors that have been
introduced within the context of neutrino oscillations in
refs. [10,11]. The two coupled Dirac-like equations (15)
arc now equivalently rewritten to

p(uft(p) +ub(p)f) = m( 1'?"71)

( ’i”)' ) .
P (p) 4 ."'_:pi" ) = m (ui(p) + ut(p)") (20

The technique used by us to treat the coupled equa
tions (15) 15 to mtroduce the ]n”u\'.'l!u_‘_ c'ul[||;|¢-(r‘ selof

auxiliary eight-dimensional spinors

il 'I)J 1 Illilp,
e a, | =R (p) + vk(p)* | )
[ 1.7, o (v |
vR(p) + vl(p)
k(p) = ’ '
kP ( i i.l.:pl' P pl) )
k 2.8, oy g [
{ ul(p)© +ul(p \)
1:'P: = ( Ry I \
\ @r |~ (P p)°) )
i 3,0, g (v |
oB(p) +vE(p)E
l.ipl = f e ,
P r [ u'l.'l\p_. t .'.il" (p)] )
4 1.6, - (x5 | (21)

The advantage of the auxiliary spinors is that they can he
ortho-normalized provided, one exploits the matrix from
the mass term in eq. (15) as a metric in the auxiliary space
and defines Ay(p} as

With this definition, the norms of the A (p) spinors are
obtained as

sdme. 1,2, 7,8,

A(p)A.(p)

A;(p)A, (p) im, 7=23,4506

‘lk.(‘p:lll:-:_pl 0, k £ ] 21
[t is interesting to express A, (p)A.(p) i terms of 1)} (p.
ub(p)e, vl (p). and vh(p)t. To be specitic, for Iwi
find

—;!‘III‘JJUI.'L_[);' (.J'“_()-_-//;.([): j

A(p)di(p) =

fol(p)eut(p) + (o

-;T--.-lf'ipl]' (24
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In the standard notations of refs. [10.
f1on translates into a Majorana mass term with a real

L1], the latter equa-

symmetric mass matrix, /", in the space of states like

describing one neutrino-generation.

Equation (23) shows that the auxiliary (8d) space con-
tains equal numbers of spinors of real positive and of real
negative norms, much alike the Dirac space. This advan-
tage allows {or a canonical quantization @ la Dirac when

introducing the local Wig field operator as

Ax(plar(p)«

(26

This local

Here, dV

quantum field is built on top of momentum space Ma-

is the appropriate phase volume.

jorana spinors and the counterpart of eq. (3). It allows
to caleulate 3 decays in terms of A;(p)} momentum space

spinors.

2.2 Momenturm space Majorana spinors of pure
imaginary C parity and anti-symmetric Majorana mass
term

For the momentum space Majorana spinors of pure imag-
1 oin eq. (8}, the transformation

-

inary C parity, €] =

matrix in eq. (10) changes to

' ]; 1‘1 *1,1 1,( ‘ 11 fl,( *'I]' n'.l.;
-1, 1y =14 —14 - iy 1y iy 14
|1 l| !; !1 I’. /11 71“. /‘l‘,
g 1y 14 1,/ ) PR itly —14
(27)
\s a result. in place of eq. {(15), one finds
Fimily (p) 0 (28)

P
(\".J'H]; P

In nullifving the determinant of the latter equation. one
ohtains the standard time-like energy momentum disper-
sion relation, p® —m? = 0, and delivers thereby the proof
that imaginary ' parity, contrary to lmaginary spatial

N (v
) Uy (p)

parity, does not necessarily imply acausal spinor propaga-

tion. Also these spinors are self-orthogonal

N lFE1)
g (p)¥ 0, (29)
and cross-normalized according to
1) kilF1) ; B " e
(p)¥y (p) = £2tm(dpy — dpny ), (30

The Eurapean Physical Journal A

[14]. No

A property termed to as bi-ort! agonaitly 1 rels
tice that the imaginary cross-norms change sign npon re
thi:

may look odd but in the long term it will be of interest in

versing the order of the spinors. At the present stape

s far as it will amount to slightly different phvsies relative
real C parity Majorana spinors in eq. (8). The canpled
equations (28) have been written down (up to notational
differences) already in rel. [15] by inspection of explicitly
constructed momentum space Majorana spinors
[he complete set of auxiliary (Rd) spinors corresponid

ing to eqs. (28] s mtroduced as

C ul(p) T ot p
17 (p) .

m (vl (p e (pl )

. //::J'fp: i ’”Il P |
15 (p) ; .

b |. . (p) -"l)_- ,'

. -«'].‘t'_p' £ ! p)
A3(p) o

/ vR(p) + ivk(p \
,1_I/p| P

17 k vl(p) Ll (p) )

Defining now A7 (p) as

AT(p) = [AL(p)] * [k I ! ( 04 '11\\} (32
L(p) = [AL(} 8 8 k/}_l G 4o E

allows for the construction of an orthogonal basis in the

recent (8d) space as

AT(p)Aj(p) = +dm, 7 =14 T Ji=20
AL(plAL(p) im, T b E=12,3;7 = 1
lzll),_}_ p! 3 -y il i) #
In terms of the degrees of freedom i eq. (19), say

xpressed as

A7 p)AL(p). ise
AT (p)AT (p) b

-7.';:_".__p'|1-.[. pl (\:-is“{‘:n[):u{-[)u } (:34)

Again, in the standard notations of refs. (10,11, the latter

equation translates into a Majorana mass term with an

imaginary and anti-symmetric mass matrix, {7, in the
space ol states of the Lype
£ ‘,i\ .....
AT,
[35)

describing one neutrino-generation. Also this space bifur

cates into equal mumbers of spinors with real positive and
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real negative norms, much alike the Dirac space. The ma-
trix 515 playvs once again the role of the new metric here,
which this time is purely imaginary and anti-symmetric,
(30). Also here

canonical quantization d la Dirac is straightforward.

wliich are properties that relate to eq.

Comparison between eqs. (33) and (23) shows that the
mass matrix in the coupled equations depends on the €
parity, ¢, in eq. (8). In case €7 is real, the mass matrix is
real and svmmetrie, while in case ¢* is pure imaginary, it
is imaginary and anti-symmetric. The above difference re-
flects the difference in the cross-normalization properties
i eqgs. (12) and (30). respectively, and will be of pivotal
importance in the calculation of the single-beta decay per-
formed below

3 Single-3 decay with momentum space
Majorana spinors

[n order to illustrate the predictive power of models based
upon momentuim space Majorana spinors, here we take a
close look at single-3 decay. When one considers physical
processes that involve both Dirac and Majorana spinors,
one needs to match single- with coupled-spinor equations.
['he simplest way to harmonize dimensions is to amplify
the Dirac spinors in analogy with eqs. (21). In order to
respect orthogonality of P2 eigenspinors, one has to keep
spin projections the same at top and bottounr. The com-
plete set of Dirac eight-spinors introduced in this way is

given by
musiP) & ‘(}_I.A");II)) y
—flgi=. 1, (36)

respectively, The metric in the auxiliary Dirac space is
Iy vy @ 1o, To simplify notations, from now on we
will suppress the momentum, p, as argument of spinors
and operators. First we consider the auxiliary (8d
built on top of Majorana spinors of imaginary € parity. In
order to caleculate cross-sections, 1.c. f\r\f(l) current-currernt

space

tensors, ('Y, one has next to introduce the eight-currents.
Here we consider the interface Dirac-Majorana current as
the (8d) extersion of the Dirac vector current according

{0

‘/.I;. L ] ~1;F/‘{'j jih
M=v"®1,, k=1278 (37)
As an illustrative example, below we rewrite, JF 0

in terms of the degrees of freedom in eq. (19) as

Fvnens = ATy

. Lol 1B f )

=y Frdy -,]/_,E) LR
h

Mass and four-momentum of the Dirac particle will be

in turn denoted as iy, and py. The above currents are con-

served in the o — my Hmit and have the property to take

Beta decays with momentum space Majorana spinors
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states Uy, of positive norm, to € eigenstates, of posi-
tive norm too. The current-current tensor for J! |

is calculated to be

o ] — Lo . e ‘
@ == > —1.1;./'/’ lL[{ kY ) [35)

kY. (3:h)

It exploiting the definition of A] in eq. (33) and making

use. of, . ™Y, one finds
i ! 1 D
G :;Z'Hﬁ-””’/ rA
by T2 = (U, 11y + Uy D)

ATty
(mylg + IH)(l [j

Converting eq. (39) to trace is now standard and ojves

Py l“ Py —imayt (o )y (my 4 )y )
4 iyt oyt (g + )y (o + )"/

= :{ ],}‘." () + I'}I . Y (40})

Therefore, the trace entering the single-9 decay width

turns out to be insensitive to the neutral fermion mass,
m,in eq. (2R).
The

traced back to

reason  for this
the

cross-normalizations in eq. (30), and the coupled equa

unexpected  phenomenon s

anti-symmetric character of the

tions (2an). The above properties show up in e fracs
in the form of the anti-svimmetric ofl-diagonal matrix 14
which triggers cancellation of the neutral-particle mass

The drop-out of the neutral-lepton mass from the beta
decay trace in eq. (40) is
dramatic a phenomenon as the lepton masses atfect only
decay traces with polarized [ decay sources (nucleon, nn
clei). Recall that the lepton masses do not show up at all
in the time-like ;"""

an interesting though not as

G® =2(E,E.+p, p.+ Eup, o+ E.p,-a), Uil]

while in the space-like G**% (with ¢ 1,2,3) they ente
only via spin-momentum correlation terms [16

Had we used momentumn space Majorana spinors with
a real C parity, cross-normalization and coupled equation

vould be symmetric in accord with eqs. (12

and (15), re-
spectively. In this case the Majorana 4 decay trace would
have come out identical to the Dirac trace. [n simmary
compared to Dirac phenomenology, only momentum space
Majorana spinors of imaginary ' parity allow for difler
ences with respect to .\i!llL‘,l(‘— i (I«*(‘,‘p\a of [nv];)] 1zed sonrces

4 The neutrinoless double-beta decay 033

The nentrinoless double-beta decay (O] 15 a
A(Z,.N), are

mto two protons by the emission of two clectrons while

proces:

where two neutrons in a nuclens, converted
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N N
Fig. 1.

tion

Neutrinoless double-beta decay schematic representa

the two anti-neutrinos close ta a virtual internal line (see
fig. 1)

A(Z+2 N 2) + ¢ +e ., (42)
details)
I'hiis process is associated with a second-order element

of the S-matrix and the related amplitude, here denoted
by Thoaa, 18 given by

(see ref. |3 for

Thuan

WH W te v, (1478 ), |[derm (1 + 75 )ue,] - (43)

In order to bring i the virtual neutrino line i eq. (43),

one makes use of the following identity:

Y& }11” =

Yo )| Ve - {44)

The Iatter expression i1s obtained by making use of the

Yu Y0 Y2 T Y2 Y, = —7Yu. the anti-

commutation relations between the Dirac matrices, with

e
f

relations B i)

labeling the transposed matrix, With that, eq. (43)
takes the form

Towgg = WH W7

P, 1y,
["-.'. = {\,rl»‘.“(l 1 ".',':[IJ" .__

Iy/l'.

1 - 5 )| U

(15)
Here we suppressed “A" labeling of the Dirac spinors in
order not to overload notations so that Y~ in [/, means
summation over spin projections. Finally, [L,,|* can be
converted to a trace in the standard way as

[,-".- - “f'i‘_/tll TS [FOA l_'v)(l - Y5 Ue |

- s ) ITY"

vs(1 — vs) ve

tr| AT, (1 4 s ) [Ty, (1 — y5) [T

(46)

s

In the latter equation the squared neutrino mass (m? |

wits neglected compared to the squared nentrino momen-
) .

tum, p; . with the well-known resnlt

(47)

Now we caleulate above trace within the scenario of the
previous section. To do so, one has to perfarm in eq. (46)

s Gy var— Vg mug

[§7 £ ph ¢

the replacements

A2 and

e L fmlg —ip\ {0y =214 ) A
i ‘._’W(\ i ml-,/\(\/ll ( ) it

Onr calenlation shows that the 0194
[n effect
eq. (46) and the well-known proportionahty of the Op 4

trace contains [

which is the (8d) identity matrix OIE TECOVEeTs
trace to the square of the nentrino mass, Therefore, the
Majorana caleulus does not alter the results of the Dirace
theory of the neatrinoless double-beta decay

5 Sumuiary

We constructed two types of truly nentral spin-(1/2) quan-
tum fields that dhtfer by the C parity of the underlying mao
mentum space Majorana spinors, real versus imaginary, a
property that shows up as a difference o the symmetry
of the corresponding Majorana mass matrices — real svin-
metric versus imaginary anti-symmetric. We exploited the
above fields to calculate traces of single- and neutrinoless
double-beta decays. Compared to standard phenamenol-
ogy, the neutrinoless double-beta decay remains unaltered
for both fields. The result extends also to one-gaugino ex
change as long as the virtual fermion line in fig. 1 can be
also a massive gaugino

In single-beta decay, we obzerved a cancellation of the
neutral-fermion mass in the trace, in the case of the Majo
rana field with the imaginary anti-svinmetric mass mal rix

The latter option opens the curious possibility to have
a neutral-ferrion theory at hand that allows polarized
tritium G decay (17

to drive the neutrino mass closer to
zero cornpared to neutrino oscillation, and Ov 30 weasure
ments, thus providing an intriguing and 1 principle ex-
perimentally testable signature for a non-trivial impact of
momentum space Majorana spinors on phenomenology

This work was supported by the Consejo Nacional de Ciencia v
Tecnologia (CONASYT), Mexico, under grant No. CO1-30520)
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Abstract

We ask the question whether neutrino physics with momentum space Majorana
spinors, the eigenvectors of the particle antiparticle conjugation operator, ¢
iy I (with A standing for complex conjugation), is different but physies with Dirac
spinors. First we analvze properties of Majorana spinors in great detail. We show
that four dimensional, {1d). Majorana spinors are unsuited for the construction of
alocal quantum field because ¢ invariance does not allow for a covariant propa
eation in fonr spinor dimensions. a conduct due 1o 72 p = ~p~ ~o . The wayv out of
this dilernma 1s finding one more discrete svimimetry that respects ' invariance and
gives rise to covariant propagators. We construct such a svimetry in observing that
the parity operator, 7. “ladders™ between (4d) Majorana rest [raime spinors, which
takes ns to eieht dimensional spinor spaces, We build up two tvpes of [Rd] spaces
one with a svimmetric- and an other with an anti-svinmetric off diagonal metric and
calculate traces of single beta  and neutrinoless double beta (0r.3.9) decays there,
\We find physies with (3d) Majorana spinors in the former space to be equivalent
to physics with Dirac spinors in four dimensions, In the latter space we make the
rare observation that in effect of cancellations triggered by the anti-svinmetric off
diagonal (8d) metric, the neutrino mass drops [rom the single beta decay trace bu
reappears in Or35, without the neutrino being massless in its free equation  a cu
rious and in principle experimentally testable signature for a non-trivial impact of

\Majorana [ramework,

Ney words: Majorana spinors, particle anti-particle conjugation. bheta decay
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one concludes for ¢

(':/.ff_v/\’_ (3

with A" standing for the operation of complex conjugation. The Majorana
quantum feld 1s now defined [6] in identifving in Eq. (1) the operators of

particle- and anti-particle creation according to

= / ésﬂ up(plan(ple " + Avn(p) ap(ple™|, (1)
J (27)2Ppy T '

where A stands for helicity, and X is the so called ereation phase Jaetor intro
duced in [7]. The freedom of having the X phase in Eq. (1) is important for

obtaining a real mixing matrix under C'F conservation. An other option for

a neutral quantum held, termed to as p(e) by us. would be to use i place of
massive Dirac spinors. which are parity, P, eigenvectors, the massive cigen
vectors of the particle anti-particle (charge) conjugation operator. (. Such
spinors are known as momentum space Majorana spinors, and are denoted by
1S as \l"li:i("J{])‘]. Here, ¢, = *1. or +u. fixes (" parity. A u(z) field built upon,

say. real (" parity momentum spinors is expected to take the form

: (/:" TR i1 Y fiil—11 1
pr ) / : —.p_- > Y ";p)u_,-\p)r R ] (p) ap(p)e™™ (D)
- i"_’?i._'\/-""_’/)(. ‘_,‘ )

Majorana spinors can be encountered in the nentrino physics chapters of a

multitude of contemporary textbooks such like [2]. [5]. [8]. [9]. [10]. Now the

“wo. whether

main question is whether a constrict like ye(r) 1s reasonable. and i
it predicts phenomena bevond the range of Fq. (1).

[t is the goal of the present paper to answer these questions. We aim to go to
the essentials of the ¢ invariant four-spinors and unveil predictive power ol
truly neutral quantum fields entirely based upon momention space € parity
spinors. The preprint is organized as follows. Section 2 reveals various pe
culiarities of massive Majorana spinors such as twofold helicity content (in
the helicity frame). and self-orthogonality. Lhere we show that () is un
reasonable becanse the Wy, (p)’s are non-propagating. We circumvent the
problem of p independence of the Majorana propagators in noticing that pi~
ladders between certain Majorana spinors, a property that reflects a discrete
svmmetry of Majorana spinors bevond (" but in eight spinorial dimensions.
(8d). We exploit the new discrete svimmetries [or the construction of covariant

projectors and corresponding wave equations.

e
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llere @7 (p) 15 a left handed, (0. 1/2). spinor ol given helicity, ' @, is the stan

dard second Pauli matrix, i =7. . and ¢, is the real relative phase herween

1

the Weyl spinors that will be identified with their ¢ parity in the following,

As is well known [3], o0y = go(—0a ). and

p-ocio ((DC‘}(p;) =€, i0:(—p o) ((D, |_ p:\j

= €4 (- h)ios <([)';'_Ip‘_-j- = —€ i a (l)“:'_‘])l. ()

Is (up 1o a sign a = ). a right handed field

J

meaning that /o m)', I'\p))*

(henceforth denoted by ®3"(p)) ol opposite helicity to ® (p).

I'herefore. contrary to Dirac spinors. Majorana spinors can not be prepared

as pure helicity eigenstates, Rather. they are patched together by two Weyl

spinors of opposite helicities.

20 Rest frame propertics.

T he explicit expressions [or the rest frame spinors resulting Irom Fos. (6) and

(7) read
iy e (D"\wko_‘ s 7(l)a(.|0_|
L]J\,\ “f\O;: { ) \.IJ‘\,\ U(OJ _ !
®;(0) ¢35 (0]
= o7,(0)
llj ‘\‘I\ (01 = 1 ¥ ll}'\; )(0) = | g \'\)
o} (0) o1 (0)

Preparing rest frame (1/2,0). and (0.1/2) helicity spinors along the direction

of the intended boost is stundard {compare [3])

q))_...-l‘.(O) = \/"Ill 3 (])“I"/‘H(O) . \/.-',” - (9)

— [ cos(§/2)e"2 . st /2 )¢

sin(é/2)e!

— cos(0/2? K

We use

polar angles by

the convention 1aa®, (0] = &%, (0). and denoted azimuthal and
and (. respectively.

-

' We prefer to perform our calculations in the helicity frame where many a state

ments are more obvious. Our results are however basis independent, if not empha

sized differently.
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23 Absenee of a diagonal mass Lerm.

'he structure ol a (generic) Majorana spinor. Wy, "0 is more transparent
within the context of the group SL(2.C") (consult [11] among others). where
ile 10,( P )7 1s the dotted lower index spinor. We

¢ is the nndotted upper-. w

here fucus our attention onto the diagonal (Dirac) mass term my Wy, Wy
o~ . |
|

. . |- . e sl
In fact. it can not be introduced at all as self~orthogonality nullifies Wy, '

Y Nt

One possible way ont ol vanishing Dirvac mass terms for Majorana particles

proposed in the literature is to restrict to two component spinors and to con

sider the Weyl spinor components, (@Q) and |10, (@,) “with @, b= 1,2 as
a L

anti commuting Grassmann numbers. In so doine. one produces the [ollowing

1mass term D]

L fah)™] fany fanyy [ (2L),
/l/r\/(b',: _/z’)’_) ((I)/,) =TI Ay U\(I)/)] i \\‘D, .),' /(DL '\_
['\ ! /1

(22), (21), == (21), (92), - (13)

I'lie mass term for (" eigenspinors in this scenario acquires purely quantumnm

eSS ;\[ ITlass

nature [12]. It is the first goal ol the present study to construct ¢

tertis for €7 parity spinors.

2of Boosted Majorana spinors.

er the eflect of the (1/2,0) (0. 1/2) boost, to be

I this subsection we consi

referred to as Br=y(p). upon W,; 7(0). In making once again use of kFq. (7)

darmounts to

€0 I_).’ '.})J [po + 1 1_> } —l_)—a 8 }\) U_> { u(])["’ (0}
/ j 2n ) . fi
b lfp) \ U_, l,_., 2 _L.ro- p (l)l \0}
[po ¢, (0)
[po —+ 1 P Cpere n LU
=5 | —h — : (14)
V  2m s o+ ‘D"[ (0)
icompare also Rel. [13]). Identity and null matrices of dimensionality n « n

are denoted in turn by 1, and 0,. while positive and negative signs in {ront

ol the helicity operator. o - p, correspond to Br(p). and B (p). respectively,
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(1/2.0) = (0.1/2) [15]. In that regard. the general question on the relationship
between the relative spinor-co-spinor phase and parity may be of interest. In

other words, how does an imaginary spinor co-spinor relative phase. sav.

, +i " (p]
L 7(p) 21)
¢ ipl

relate to parity? In order to establish such a link we observe tha

e I /
£ Ol(—p) (i l(—p)
QTi—P) ¢7(—p)
[n a sense, v A R acts as “analvtical continuation™ of the SL(2.("] parity

operator and its eigenstates are ol tmaginary parity. Leaving aside the prob

lem of a possible group structure for which 5 AR covers space reflections,

one nonetheless may try to subject the projector resulting from g, (22) 1o
[Lorentzian boost to obtain
) { l / v & i -1 Frif | \ { =32
By (Pl (14 £271K) Brer(p)™ Ui(p) = U (p), (23)
which is equivalent to
(o + m)(p~ + my) U (p)” =F2m(E + m)UF (p). (24)

an equation that (1) invokes imaginary masses and acausal propagation, (1) vi
olates Lorentz invariance. Therefore, one can not expect any relevance ol such
“Imaginary spatial parity” spinors. This contrasts the case of the charge con

Jugation operator which allows for both real and nmaginary parities. Moreover.

for Majorana spinors there is no relationship between ¢ parity and causality.

a reason for which one needs to consider hoth real and tmaginary €7 parities

Ol (‘(Illz-ll [.uulih\'_(.
200 Now-propagaling O pavily spinors.

[n taking above path. we first write down the rest frame projectors onto real

s ‘ml‘iIi('\ s

l iy "'I ]
BE0) = = (ly £yah) . PO \)‘ 0) WLy (0], 25)
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(ly £ i) — 1_11:/*;.4‘). (30

| —
o

where A is particular matrix. Obvionsly. A depends on the particular choice

[or the spinors and can not be frame independent as long as the operator ol

] 12‘:111011«/(11 s not allow for a universal matric represcutation. In
case uf W Y(0). and in the Cartesian frame. A is the unit matris. For the

Sare reasor. in general

2 ERNEATEE N - ;
% | Brar(p) l (W Lp)) ) (31)
L 4 A :
because as a rule one observes the inequality

A[))/,'./I\’pjl_l./-igl ’ :H/.; [l}))il;.. {32)

[
[N

Next we consider projectors, in turn denoted by [I7{0). and [17(0). onto

NG \', (0) vectors of positive and negative cross-norms:

oAy L Ti(41) —=4(—1j; w(=1) Ti(+1) N
L] -‘._0}:_) k\l’\, ’LUJ\IJ\) (0)+ Wy {0, "(0))

2m
L/ ti(=1) oy =di(+1) ) PG
[[7(0) —- 7 I T (0) + 0% IOl‘l (0)]) .
D ¥ VI \/ ]
[I7(0)+1I7(0) = 14. (33
As long as accordn » Fao (1) vectors of equal cross norms are ol oppo
site (7 parities. 1]1(‘ [)m.]vr ors [1F(0) are in general different from P*(0). -
An immediate and quick test of the latter statement is performed in the
(artesian frame (0 = o = 0 in Eq. {(9) ) where one calculates 11%(0)
;-l; T ), while PE(0) = (1, £ ivA) with A 4. Apparently, both

B ,npuf (lytn Alb;, L(p) ' and By /A(p)'IE(I.] Tvs571 ) Bran(p)™! give rise

to two essentially different non-covariant equations.

(‘ertainly. one may consider the frame dependent equations and non-local
() resulting from boosting £2%(0), and/or [1*#(0). and advocate arbitrary
violation ol Loreutz syvmmetry in the Universe, a path pursued in Rel. [13],
and for the spinors i1 Section | below., We here take a distinet position and
aint to search for covariant cquations that are consistent with the boosted
projectors. We circumvent the problem of static Majorana propagators in

= As we shall see below, in choosing a pure imaginary (1/2.0) (0, 1/2) rela
tive phase, one at least achieves equality ol the projectors onto vectors ol posi
tive/negative cross-norms and those onto vectors of positive/negative ¢ paritics

but without resolving the problem of their non-covariance,
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= (375
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Equations (36) and (37) are equivalently rewritien to
5 04 L (p) 0y s vy (p)
e, — 25T : (3N
Oy p xb“"" p) 15 04 ¥y 7 (p)

['he off diagonal form of the (8d) mass matrix in Fq. (38) expresses cross
normalization of \Df:\:,u”i\p ). and its symmetric character reflects the indepen
dence ol the cross-norm on the order of the spinors. Equations {(36) and (37)
demonstrate how Majorana spinors propagate in eight dimensions and that the
propagating degrees of [reedom are well represented by the [ollowing complete

set of eight dimensional spinors:

o (e (e
Ai(p) = L=1) v APl = i+,
vy ip) ¥ (p)

\ \l}\l' +1} { p ’,] \ | \l}"\:lr I P
As(p) Lil=1)5 ; A p) ti(+1)

—W3, T (p) —Wy(p)

Y v (p) \o(p) = Ui (p)
As1P) = M=1), L 'i"p) 3 T=1) \
Vi e Yy (P)

lll"':( i l'l( \ il ~-l]‘: 31

=Wy (p) Wy ()

Notice that above spinors define an orthonormal basis as

Mipii(p) = Aaplalp) = AplA:(p) = As(p)\slp) = Do
'\f,(p)\,{p) = \l(p)\l(l)] — \’,(p)’\’,(p) — \(,(l))\(,(p\ — i .
o ey : Oq 1y
Aelp) = [Ax(p)] T 1™, k=1,..,8, [sg= ) (10
B

Here, s plavs the role of metric in the eight dimensional space of the \.(p)
spinors. Next we check the energv-momentum dispersion relation lor the (Nd)

Majorana spinors. For this purpose we cast. sav. Lq. (36) into the form
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re T (p) appl to \i(p). Ma(p). Az(p). \slp). wl ile = p | l
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' S(p 2n(11+(0) + 11-(0
(_ e 15(p))
21 _'\_ D )
Wl ', ( 1 ' s of the ‘[f-_.'ll p) degrees ol
LLC \- P = I'IJ‘-I, I'|)'\[J \] I'lJf. ||' I;|3<|'I|-‘_'_‘\ CAarnl e res
ombii i of Dirac nd e ospinors upon decomposing Oy
ol W P! ) o |r‘et."::!|i:-|--«|'| ol Dirac s : (pl. (P
doing one e 1fe




\DT\V:[(»I"‘-}—)VJ l1 11 Vll l; //-~Ip]

Ty | 1 e Te —Gede | |G 1
( =5 (16)

\D.'\:/‘\rl}(pt‘ 2 Ly =g —14 =14 c+(p)

\[).\:[(Alli.p) 11 1.1 ll _]1 /"[p‘

- [ R =11 - . = . .
[he latter equation shows that a W/~ /(p) spinor is a linear combination
of Dirac’s u and © spinors of opposite parities. as it should be due 1o the

non-commutativity ol the (" and £ aperators.

[ making use of the decomposition in Eq. (16). one calculates X(p) to be the

st ol the projectors onto Dirac w and ¢ spinors according 1o

Lip)=uslpluslp) + ulplulp) + velpioslp) + vilpledp)

Py = Pp) =7 + My — Mg (17)

Here we denoted four momentnm and masses of the neatral particles and

anti-particles by p.. .. m,. and m,. respectively.

Consistency between Eqgs. (41). and (42) is warrant throngh the equalities

ated m, = my following [rom ' PT svimmetry. Therefore.

Pv. = P and the re

one finds ¥ = 25 and

| Illl1 /7

poomly

that establishes the consistency under discussion.

(‘anonical quantization a la Dirac is now straightforward in the eight dimen

sional spinor space. denoted by Ss. when introducing the local g () lield

operator as

isy() /4/\ S Awlplar(p) e + Z \,(pla (p)e 19)
? T k=1,2,7,8 4156

lHere, dV is the appropriate phase volume.



3  Neutron 7 decay in S and textbook Majorana quantum field.

It this section we exploit the local traly nentral gquantum field vy () in the
calculation of 7 decav traces. In due course we shall motivate e(r) in g, ().
, ; ; i xf | 1
Our first coal on that journey will be to take a close look on nentron decay
: - . % -4 wivy | . ) : : y . "
1 Oy [ One wisles "itl'llﬂlrlr“.'I!'I'-.“!fr'll |=Hn'r‘-nr'-|-"u.‘. involve both T hrae ane
T 3 : 1 : A B 1 £ Vet
_\I L1orana lermions, one needs (o worry .'||1u‘|| 11161 |]||[‘gl (e nsians ol bho
SDINOT SDaces. he ':“3‘('|"". wav lo harmonize dimensions is to amplify the
|)E'.-!I "'_I.|"Ir-"‘- ~I‘"::I.!"|\ 1) | (s. '.:!", ||| I\](El'[' (8] ‘,'1'».‘|br‘r' t]',"!“'_"l'.l:Ii' 0l ,"
: . ; y R : » I ;
ClEeNspInors. one has 1O Keep !I-'||4 1H1es sarne at ‘H|n andl YOl LOTT | e |J".;.

r"'_‘|" SPTIOrs .':u’"IHI'If'r‘f| m this manner are

( (p . Van(p) L it A

rese ]:.‘._l'|‘. I:. ~~:|'||[a|;;l.'\ '_|n‘:,'|liu|:\ we \\|| --.1||>;':jv.*\-= from now onward the mo
IFlenium. ]). as areument (|:‘. '=|'1"_||u['- r|.'|(_| u[):-]';|1nrl'k, I‘,| l]]'f]t", (%) -.‘:Ir Ii.l'ul' CTrorss

sections. Le. current-current tensors. (7. 11 Sk, one has next to make a choje

for the eight-currents. In analogy to the Dirac vector current. we here const i

OUr momentum ,..-!r! 11155 .,!"|-‘- I)i]';u' ly;]]'lir ;1' '\'-,:“ |;r- i“ LiIrn |_|":r|'l'|i R

and rmep. As long as we are not gauging the theory. but are writing down ad hoc
currents, one may think of the (8d) model [or neatron beta decav presented
ere as a “tov’ model. Yet, as it will be shown below. it will allow for some
ery instructive insights into neutrino |:?Ir‘llt:IIIt'HH‘Iro'_'_I‘\. Above currents are
conserved in the m — my limit and have the property to take the (
~',|:'ur "|I|I‘J*:'i".' Nnort Lo \ l[)-c:| i)ll‘-::'-l\('llll!"ll s, [:|r‘||:"!!' clurrent
tensor for. sav, .J . reads
% ]
G N\ AL T4, (AL THEr ;
S

n making use of the definition of Ay given in Eq. (40). 1. e



A = Zn
(I :*) Z "\ l [( /J[ ( /\,l -i]_J
RN H
In the following we shall introduce the notation 1" as
=) l . - . - \ /)] T ///1[; l l .
3 = 2 ([ (11\)[ CLT)L { (l:.,)[ (244 ) s e : [0
Zim 21y i
Converting Eq. (51) to trace is now standard and results in
(o l/ l(r /,1 ,__7’) T (.) ”[7\ ll\
=3 1 ; \Ls k m 21 J )
| Oy 14 mly p TelPv + mi)v Yl +mi)y,
1 4 Uy b omiy Yl P + )y Yl 4oy
(5]

= j//'(//) + m ) (h + my )y
I herefore. the trace entering the single beta decay is same as il we had nsed
(). In this way we reached a further goal of our investigation. namely, under-
stand appearance of momentum space Dirac spinors in the Majorana quantuim

field.

4 Majorana spinors of pure imaginary (' parity.
1.0 Spor construcet.

[n this Section we present rest-lrame neutral spinors which differ [rom the
textbook ones [5]-[10] by the relative phase between the left  and right handed
Weyl components. In the textbook case, the phase was real. in the currently
presented one, it will be purely imaginary. The imaginary relative phase shows
up as imaginary (" parity. Above difference will be of profound importance for

the phenomenological consequences of the theory

3 The relative phase ¢; between the two-dimensional {1/2.0) and (0. 1/2) should
not he confused with Kayser’s creation phase factor, A. While ¢, tells something,
abont how to stick together (1/2, 05 and (0, 1/2) to a four dimensional spinor ol the
desired transforiation properties under discrete (', P2 space-time syrmetries. the A
selects a particular linear superposition between four ditnensional neutral particle
e states. In the ultra-relativistic limit. £ /|pl — L. when the particle

and anti-partic




MeLennan 16 and Case [17]. constructed Majorana spinors of negative i
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Z:U U, 2). Majorana -ril}lilll-- of that tyvpe will be denoted I )
Wy (p) with ¢, purely imaginary. The W, 7' (p)’s correspond ta A P
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\s [0 R il A0 (. '..I: I.[}'|1|1 ' F1ig) E2 0 8 ). (59)

[ he tmaginary norms have been provoked by |Ii1' Hmaginary relative plase
! \s a consequence. the cross norms change sign upon inversing order o
t e PIIIOTS as visthle {ron i<|. (59). At 1'||'|>rr'-»=-|‘- stage this mayv look as
disadvantaee but on long term 1t will be of favor i so far as it will allow for
(*'1'e
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o

onto the sell and anti-sell conjugate neatral spinors. The [17(0) and 1171(0)

arc simultancously ¢ parity projectors.

The fivst advantage of imaginary (" parities is to equalize crossnorms o (7
. . . . mnty B .

parity projectors, Recall 1 the case ol a real &7 (p) ®F (p) relative phase

considered in Section 2. projectors onto vectors with saime eross norimn did

not coincide with projectors onto (7 eigenvectors,

However. as long as Eq. (27) was deduced without any reference to vhe pa

. . « . . . L [ . .
tienlar form of the Majorana spinors. also for ‘D”th)tp) the problemn of statie

projectors in (1/2.0) 7 (0,1/2) stays same.
I order to circumyvent this shorteoming we apply once again the procedure

ontlined in subsection 2.8 10 llli;'/‘_”(p) and find the followine new svstem ol

conpled matrix equations !

e \
i i

—mly —ipits, vy p) 0
It iy \lf"\:}(i/)(}))
MY (HEI VI
—mly ipty Wy (p)
g | —0. G
—ip*y, —inly V\'/('ﬂ)(p)

1.2 Covariantly propagating Majorana spinors in doubled (1/2,0) & (0,1/2).

5 5 ,

Fiquations (61) suggest once again to amplily dimensionality of (" eigenspinors

froin four to eight in introducing

HlFd) % L) oy
1Y (p) W (p)
M . VI

\(\ \.1)(})) L), \(\‘/.-1:‘_’;‘\})) - ~(F)
Wy (pl aW¥y " (p)
T Fi), . 1) \
AL l[lA”l (p} ll)\/ \p)
\(\/\")'\p) = RED \(\/\ ”(p) = M)
U (p) U3 (p)

€y = —€3 = 1. (62)

Fq. (61) has been written dowu for the first time (up to notational differeuces)
in Ref. [I5] though without addressing the argument about the constancy of the
projector onto four ditnensional (" ejgeuspinros and without exploring anvone of i

phenomenological cousequences.

9
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beta decay trace would be massless without the nentrino being massless in

reality.

A dilferent sitnation is obtained in considering the current (1t 1s conserved n

the m — my limit)

- (G )
T \ \
Nz Cal™ Um0 (‘.\, s UGwn) )
(6N
contributes tm~* (py + )77 . 1o the trace in Eq. (56). This happens becanse

(A sl ) = U TY A,y upon accounting for I'Z = lg. Therefore, the anti
svimmetric ofl diagonal metric in A, 4 (p) goes completely away [rom the ma
trix providing the trace, and phenomenologies with W= (p) and W\, "(p)

amonnt be same again.

5 'The neutrinoless double beta decay 0v77.

The neutrinoless double beta decay (0v33) is a process where two neutrons
in a nucleus, A(Z, V). are converted into two protons by the emission ol two

virtual W bosous

MELZN)= A(Z4+2.N=-2)+ W™ + W™, (69)
i sich a way that the two subsequently emerging W7 e™ boson-fermion cur
rents, appear connected by a virtual neutrino line (see Rel. [2] for details).

This process is associated with a second order element of the S matrix and

the related amplitude. here denoted by, Ti,55. 1s given by

T |4 H"".'u, Yl st | |[Tedp (1 -5 )iy, . (70]

o order 10 bring in the virtonal neatrino line one makes use ol the ollowing

identity

t Hm’r{.l T H"‘.-IH: _{(”. JI .\Ll A= ﬁ]’["‘“;/_ ‘] )
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Here we suppressed helicity labeling of the Dirac spinors in order not to ove
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to phenomenoloey with Dirac SPDOrS
6 Summary.
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the auxiliary calculus for classical Majorana spinors of eight spinorial degrees
of [reedom. In reference to the new svmmetry we constructed related rest
frame projectors which upon boosting gave rise to covariant propagation and

allowed for a field quantization « la Dirae.

With the ann to figure out stmilarities and differences between Majorana and
Dirac theories for neutral lermions. we calculated the (Sd) trace enterine 1he
)

width of newtron 7 decay within such a scenario and. up to one exception.

fonnd it to be same as if we had used in four space massive Dirac spinors.

We also calculated the trace entering the neutrinoless double 5 decay and
found 1t 1o be unaltered with respect to the Dirac {ormalism irrespective ol
the tvpe of spinors and type of currents used. In other words. we showed
that phenomenology with classical Majorana spinors is possible only in eight
spinorial dimensions. but is by and large equivalent to phenomenology with
Dirac’s « and ¢ in lour spinorvial dimensions.

II' this were to be the only impact of the calculus. eight spinor dimensions

could be viewed only as dummy degrees of freedom. However., there is a rare

: ; E ; , e g
exception. For W, (p) and the class of currents in Eq.(51) the single beta de

cav trace was shown to contain massless Dirac spinors i the neatral fermion
sector. This cancellation of the neutral particle mass was triggered by the
anti-svmmetric olf diagonal metric in the (8d) space. The latter option opens

heory at hand that allows

the curious possibility to have a neutral fermion 1
polarized tritium 7 decay to drive the neutrino mass closer and closer to
zero [19] without contradicting observation of possibly larger neutrino niass
in oscillation . and in Or3.9 phenomena, thus providing an intriguing and ex
perimentally testable signature for a potentially viable and non-trivial hinpact

ol Majorana spinors on phenomenology.
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