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Capítulo 1 

Introducción 

En esta tes i se propone una metodología para modelar fenómenos de pc' rco­
lación en un sistema formado por partículas inmersas en un medio cOlll illuo, 
y en la presencia de una especie adicional de partículas, que llalllare'mos 
impurezas, las cuales di minuyen el volumell accesible a las primeras. 1';1 ob­
jetivo general de este trabajo es entender cuantitativamente 10R efectos de la 
concent ración y tamaño de tales impurezas en las propiedades ele pcrcolació ll 
de la otra especie. 

El en foque que u tilizaremos para este fin consiste en modelar al sistellla 
como una mezcla binaria de esferas duras, en donde una de las especies rep­
resenta a las partícula cuyas propiedades de percolación quer mos describir 
(especie percolante o fluido percolante) , y la olra representa a las i Illp1ll'ezas 
que afectan dichas propiedades. La metodología u t ilizada para describir 
estos efectos es tarn basada fundam entalmente en el método ele sinHllacióll 
de Monte Carlo para generar un ensamble ele configuraciones represe ll ta­
tivas del sistema compuesto. La informació11 contenida e11 el ('l1Salllhlc de 
config;uracione es luego procesada por medio de una metoelolo¡!;ía <¡ue per­
mite describir las propiedades estadísticas que caracterizan el proceso de 
formación de cúmulos, la caracterización de sus tamarlo y conectividad. sus 
valores promedios y la dependencia de ésto en los parámelro~ 1ll1-H'J'Ocóspi­
cos del sistema (la concentración de ambas especies, sus tamallos relativos, 
etc. ). 

La teoría de percolación es ampli amente usada para estudiar proble­
mas que involucran la determinación de propiedades macrocópic<ls que se 
vell fuertemente a fectadas por la exiRtencia de un cúmulo infillito . 1';sLos 
problemas incluyen a los procesos de transporte en materiales cksordcll ados, 
t ransición ol-gel n polímeros moleculare [J], estudio de medios porosos [ 2], 
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agregación en coloides[ l ], movilidad de electrones en fluidos a islantes, eLc.[.'!] 
. El estudio de percolación también comprende el estudi o de selllic()J)eluc­
tores a temperatura ambienLe[ 4]. 

Existe una gran variedad de estudios teóricos y experimcntales [5-7] sol)l'(' 
la resistividad en aleaciones que contienen mezclas de materiaks conductores 
y aislantes . En la li teratura, se hace un amplio esLlldio sobre compuestos 
poliméricos conductores los cuales constan de la distribución alealoria de un 
relleno conductor colocado en una matriz polimérica a islallte; estas lTlezclas 
pueden ser usadas como antiestáticos y calentadores a bajas Lemperaturas. 
Es bien sabido que la resisLividad elect rica de polímeros aislantes puedc' 
disrrUnuir al disp ersar dentro algún relleno conductor. Guhbels et al. (8) ('11-
conLraron que la conductividad eléct rica aumentaba si e \ relleno condueLor , 
por ejemplo part ículas microscópicas de carbon neg,To (C ). es deposita­
do dentro de una matriz formada por polímeros inmiscibles. La cantidad 
mínima de estas partículas que es necesaria para volver lT1acroscópical1lenLe 
condueLor al material es conocida como umbral de percolación. Si11 ('111-
bargo, el agregar CN al sistema ocasiona que cambiell Lalllbi (' 11 alg;u11as d(' 
las propiedades mecánicas del compuesto. Entonces, U11 aspec;Lo deseable 
es tratar de disminuir la cantidad de CN, de tal forma que se preserven las 
propiedades mecáni cas del compuesto polimérico pero que a su vez permi ta 
que se alcance el umbral de percolación. Otro punto Lalllbi('n importante, ('S 

el de reducir la fracción de rel1eno para disminuir el costo elel compueslo filial. 
AIg,'unos de los métodos para l' ducir la cantidad de relle110 cOllduelor está11 
basadas el en uso de aditivo o impurezas. Gubbcls et. al (5) cnconlraroll 
que al favorecer inhomogeneidades en el material se disminuye la cantidad 
de relleno conductor a la cual OClUTe la transición aislante-condueLor d('l 
sistema compuesto. Esto es, las partícul as del eN eran recl l<1Zadas de las 
regiones cri stali nas de un polímero semicristalino que actuaban como im­
purezas. 

Wang y Anderson [7] estudiaron el comportamiento dc' la ]lercolació11 y 
la resist ividad de películas ultradelgadas, que eran formadas por partículas 
conductoras (antimonio dopado con óxido de estaño) depositadas en difer­
entes matrices poljméricas . Ellos u tilizaron maLrices ele latex, encontra11do 
que el umbral de percolación depende fuer Lemente de las propiedades de 
la..<; mat rices, como puede ser la diferencia del tama ilo (le las partículas, 
concluyendo que el efecto del volumen excluido sí bendicia el umbral de 
percolación. 

Kim et al.[9] mencionan que para compuestos de paltícul as esf('ricas ('x­

isLen dos tipos de distribucion s de paltículas conducLoras en una maLriz 
aislante: distribución aleatoria y di st ribució ll segregada. I':n la dist ribu ción 
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aleatoria las partículas conductoras y los granos aislantes son similares ('n 
forma y tamaño y cada una puede ocupar cualquier sitio, como se represen­
ta en la figura 1.1 a. En contraste, en la distribución segregada los gl'a nos 
aislantes t ienen un tamaño mucho mayor que las partículas conductoras lo 
cual ocasiona que estas t iendan a segregarse en las fronteras de los gl'a llOS 
aislantes, como puede observar en las figuras 1.1b,1.1c y l.ld. I< im et al [9] 
realizaron estudios sobre distribucione segregadas, mot ivados por el 11('('110 
de que en es te tipo de distribución, la fracción de llenado necesari a para 
que ocurra la percolación es mucho menor que con la dist ribución aleatoria. 
Así mi smo , es tos autores realizaron estudios teóricos y experimentales en 
relación a redes segregadas de par tículas semiconductoras, SiC, depos itadas 
en una matriz de granos aislantes, Si3N4. Observaron experimentalrnell te 
que las partículas de SiC se depositaban uniformemente a lo largo de las froll­
teras de los granos de Si3 4. Ellos propu ieron un modelo teórico e]) donde 
se analiza a que fracción d e ll enado de las partículas surge una red per('ola­
da como fun ción de la razon de los diámetros, particula/grano. La fracción 
de partículas a la cual ocurre la percolación en un modelo bi-dimellsional y 

la resist ividad eléctrica fue estimada usando la teoría de percolación y ull a 
teoría general d e medios efectivos. Kim et al. encoll traron que los valo res 
de la percolación umbral y de la resistividad electrica parecen concordar 
con los valores experimentales ob tenidos. Sin embargo, obvias limi taciolles 
de su modelo (sistema b idimensional, d istribución seg;regada, etc. ), y de su 
metodología, justifican el desarrollo de nuevos y más reali stas enfoques a 
este t ipo de problemas. 

Motivados por es tos antecedente , en nuestro estudio de simul ación de 
Monte Carlo (MC) para mezclas binarias de esferas duras, se pretendió ob­
servar de qué manera se ve afectado el umbral de percolación al incrementar 
la concentración de partícnlas depositadas dentro de un a ma Lriz ele pa rL ÍCll­
las no fijas que funcionan como impu rezas. Estas impurezas en mayor COIl­

centración t i nen como objet ivo simular las mat rices aisla ntes que fueron 
mencionadas a nte riormenle . Los parámetros libres ell este estudio fueron la 
densidad de ambas especies, la densidad efectiva de la especie percolante, ('1 
tamaño de ambas partículas y la dimen ión de la celda de simul ación . 

Para efecLos de la descripción de fenómenos de percolación , se debe 
definir un criterio que permi ta decidir si dos partícul as esLán conecLadas 
o no. Este criterio no n cesariamente se r flere al contacto direcLo entre 
esferas duras, sino que depende del fenómeno de Lransporte que es afectado 
por la conectividad de los cúmulos. El modelo utili zado pa ra descr ibir esle 
aspecto fue el de esferas extendidas [10 - 12]. E te modelo consiste el1 roclear 
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(bl 

h:.) 

Figura 1.1: Muestras de sistemas compuestos por mezclas binarias. El a .-) 
representa un sistema con di tribución aleatoria, las fig;l1ras h-. ) ,c-. ) y d-. ) 
r('presentan distribuciones segregadas . 
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a cada partícula con una cierta capa efectiva de ancho Ó, la cual nos ayuda 
a definir si un par de partículas se encuentran "coneeLadas" o no. Si las ca­
pas extenclidas de dos pa rtícul as se traslapan se considera que las partículas 
se encuentran cli rectamente "conectadas"; en el caso contrario se dice que 
las pa r tículas no están clirectamente conectadas. Así, aún sin habn alg;lÍl1 
contacto directo entre esferas duras, do partículas pueden conectarse indi­
rectamente, en un mismo cúmulo, a travez de una trayectoria de partículas 
conectadas di rectamente, e acuerdo al criterio anterior. 

La presente tesis está organizada como siguc" En el capítulo 2, hacelllos 
un resumen de los concepLos teóricos g nerale y de los fundamentos del 
método de simulación de Monte CarIo, que emplearemos a lo largo del Lra­
b ajo. El capítulo 3 se decli ca a la presentación detallada de la metodolog;ía 
de simulación y del significado físico del modelo que utilizamos. I ;~ n ese 
mismo capítulo se definen y explican la propiedades que medimos el1 los 
experimentos de simulación y los parámetros del sistema que variaremos 
para , 'el' sus efeeLos en tales propiedades. El efeeLo de la variaciól1 ele UIlO 

de tales parámetros, el grosor , Ó, de la cap a de conectividad, es desnito CI1 

ese mismo capítulo . El resto de los resultados de nuestros e tudios dc sil1l11-
lación describen la dependencia de las propiedades de percolación del sistema 
con respecto de los pa rámetros de la especie que representa las impurezas 
(tamano , concentración, etc,) , Estos resul tados constituyen las principaks 
contribuciones originadas e esta tesis, y e tán contenidas en el capítulo .1. 
La te is concluye con un resumen en el capítulo 5 . 



10 CAPÍ TULO 1. INTHOf)( ¡(,(,IÓN 

• 

• 

• 



I • 

• 

Capítulo 2 

Conceptos Generales 

En este capítulo se resumen de manera esqu mática algunos conceptos <l11e 

serán necesarios en el desarrollo de este trabajo de tesis y a los cuaks se 
hará referencia en el cuerpo de la misma. El material que aquí mencionamos 
puede ser consultado más ampliamente en las referencias indicadas. 

2.1 Funciones de distribución. 

Gn el ensamble canón ico la densidad de probabilidad más fundame!ltal 
para un sistema de N partículas se defme como 

(2.1 ) 

en donde UN(n ) es el poLencial total de interacción entre las partículas 
con posiciones 1'1 , r 2" " r N= R en un volum n VD que constitu yen nuesLro 
sistema, y ZN es la correspondiente constante de normalizacióll , cOllocida 
también como integral configuracional [13 - 14]. Esta funcióll indica la 
probabilidad de encontrar la partícula uno dentro de un elemell Lo de VOhll11ell 
dr) en 1'1 , la partícula 2 dentro de un volumen dr2 en 1'2 , etc. La densidad 
de probabilidad de que cualquiera de las n , n < N, parLículas ocupen esos 
elementos de volumen, está dado por 

11 
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N! f···f e /3u N (r )(Zr n /l •.. drN 
- n)! Z 

8sto nos perrnite defini r la función de distribución de n parLículas, .(/' ( r / , 1'2, ... , 1' /1) , 

que para un is\,cma homogéneo está definida como 

(2. :l) 

I~n sistemas isot.rópicos, suponiendo adi tividad por pares, la encrp;ía cOllrip;­
ura ional U (R ) puede ser escri ta como 

N N 

UN(R) = ¿ ¿ 'ud1'i' - 1'/) (2. ·1 ) 
i j t 

l 'sando esta ex re ión n la ec .1-3 con n=2. obtellemos la [ullción de dis­
tribución radial g(r) . Esta nos indica cómo están distribuidas la..'l partículas 
alrededor le una partícula colocada en el ori gen. A partir de la [ullción de 
distribución radial del fluido podemo conocer la estructura y las propiedad<'s 

termodinámicas de éste [14]. 
Para encontrar la función de distribución radial es necesario conocer el 

potencial de interacción entre las parLículas . En el desarrollo de esU' t rabajo 
se hicieron estudios de sistemas monodi spersos y mezclas binarias de esferm; 
duras. Como un ejemplo, en la fig. 2.1 observamos la [unción de disLril)llción 
radial del potelLcial de esf ra dura, para diferentes densidades. obtcnida con 
la aproxim ación de Percus-Yeviek (l Y), explicada más adelanLe. 

La ['unción de distribucion radial de un ga..'l ideal, (polencial dc illLcnH'­
cion nulo), ('s g l, r)=l. Cuando el potcncial el(' inleracción es difercnle d('l ¡i, iI:-' 

ideal las intracciones ocasionan un cambio en la dcnsidad dc parl Í<'1l1as col< 
cadas alrededor de la partícula central. La función quC' indica la d<'sviaci(lll 
del comporLamiento ideal es conocida como función de correlación lolal .Y se 
define como 

(') r:) _ ., ) 

Podemos Jdinir también a la llamada función de correlaciólI direcLa , por 
medio de la ecuación inLegral de OrnsLein-Zernike (OZ). que pa ra un mcdio 
isotrópico y homogéneo,[13 - 14] se e 'cribe como 
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2.1 . FUNCIONES DE DlSTRIB UCI6N. 

3 

"'" 2 
Cl 

1.0 15 2.0 

1 :~ 

25 3.0 

Figura 2. 1: F\mción de distribución radial , g( r), obtenida utiliz.allclo la 
ecuación de OZ con la cerradura de PY para un sistema de esferas duras 

3 
a tres valores de la fracción de volumen r¡ = y . La linea contillua cor-
responde a una fracción de llenado r¡ = 0.4 , la linea a trazos a 17=O ,;~, .Y la 
linea pUll tcada a r¡ = 0.14 
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(2. (j ) 

Esta ecuación expre a la 'orrelación tolal entre las parLículas como ulla 
su ma de la correlación directa más las correlaciones indirecLas. La [unción 
c (r) es la correlación directa entre las partícula 1 y 2. 1<:1 se¡2,l l1l<lo Lé'rmillo 
representa las correlaciones indirectas entre estas partículas debido a que 
las demás actúan como mediadoras elltre ellas; (i es la dellsidad del sisLema , 
p = ~, La solución de e ta ecuación puede ser encontrada de 11I\a ll\aJ\('ra 
aproximad a usando cier tas cerradu ras. de las cuales se habla rá ('11 la si¡!,ui(' lIt (· 
ección. 

L1na \'ez conocida la fun ción de dist ribución radial podemos (' I\( 'ont rar ('1 
faeLor de est ructm a estático, (k), definido ('omo: 

(2. 7) 

El factor de est l'1lctura es medible mediante experimentos d(' dispersión 
e!C' luz, neutrones, rayos x, etc. Lo que se mide en estos experimenLos ('s 
la intensidad de la luz di persada. S hace incidir un haz luminoso con un 
vector de onda k]. Despué de incidir , el haz saliente tiene un vector de onda 
k F en la dirección del detector. La ampli tud del campo es proporciollal a: 

I"s (k, t) = b (k) L ci( k¡ k ¡ ) .r)(t) 

j - 1 

donde k es la magnitud d e k¡-k F , y e. tá dada por: 

(2. ) 

(2.!) ) 

donde Ao es la longi tud de onda de la luz en el nlCÍo 11 ('s el ílldice de 
refracción , O e el ángulo de dispersión y b(k) cs la amplitud del campo de 
la luz dispersada por una partícula cuyo centro e!C' masa ('s r(t ). Por otra 
parte, en el experimento lo que se mide: 

(k O) = (J!Js (k , O) 8 ; (k, O)) 
g , (1 Es 12) (2.10) 



• 

• 

• 

2.1. FUNCIONES DE DISTFUBUCI6N. 

De aquí tenernos que la in tensidad prom dio dispersada está dada por: 

(2.11 ) 

donde Nb2 (k) es la dispersión de N partículas independientes y 8(k), que 
representa el efecto de las correl aciones, está dada por 

N 

S'(k) = ~2:: (eik(r, rJ ») (2.12 ) 

i <,j 

8sta es otra definición del factor de estructura estát ico, el cual midc la 
correlación ent re las parLículas en el espacio de Fourier [1 .1 - 15]. I '~ l valor 
del factor de estructura de un gas ideal es uno. Cuando existen correla('iollcs 
entre la partículas del sistema, urge una de viación del valor ideal de '('¡'(k) . 
Esta desviación también una medida de la correlación entre partí(,111as ('11 

el espacio de Fourier. 

Una propiedad importante del factor de estructura es su relació lI ('01\ la 
compresibilidad i 'otérmica, dada por 

(2.I:n 

La di vergencia de esta propiedad, (O) ---- , indica que las correlaciólH's 
decaen de manera muy lenta con la separación, 10 cual implica ([11(' ('1 sis­
tema es infini tamellte compresible, como ocurr en la ve 'indad de la curva 
espinodal. 

La ecuación de OZ, eco (6), es olamenle una definición de la funciólI 
de cOlTelaci n directa. Con otra relación indep ndiente entre c(r) .v 11 (1' ), 
dicha ecuación se transforma en una ecuación cerrada para cualqu ina de 
estas [unciolles. A tal relación independiente entre c(r) y h (r ) se le ('0110("( ' 

como relación de erradura. En la literatura ex i te una vari edad de tales 
relacione ele c rradura, como son la Mean Spherical Aproximation ( lVISi\ ) , 
lIyperncttchain (IL C), Percus- Yevick , etc. Ssta úlLi ma es la cerraclma ut i­
lizada en el de arrollo de este trabajo de tesis. 

La derivación de esta cerradura puede ser hecha heuríst icamente apelalld() 
a la in terpreta ión física de la [unción de cOlTelación directa, el1 lu¡:?,ar d(' 
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usar una expansión diagramática o algu na derivación en L('rmil1os de [UI1-

donales[14,l6}. 
Como mencionamos anLes, la [unción dE' corr lación directa, ('(1'), illdica 

E'l grado de interacción enLre dos partículas separadas por una di stancia 1', 

sin importar las demas paltículas que se encuentrell inLc' racciollllndo COIl 

ellas. Entoncc e puede escribir la [unción de correlaci n dir('C'la eOlllo la 
correlación toLal enLre las N partículas del sistema m('nos la corr<'laciólI total 
de N-2 partículas, 

(2.1 .) ) 

1)(' la defin ición de la [lU1ción de correlación total , ce. (2.;)) , tell('lllOS Cpl(' 

(2. L G) 

en donde gN(r) s la [unción de distribución radial, dada por gN (r)=e I,w(r), 

donde w(r) es el potencial de la fuerza media entre dos parLícula..'l IllallLcllidas 
a una distancia fija ruando las re tantes -2 partículas son promediadas 
sobre todas las c nfiguracion . Aprox imando a la funcióJl de disLribució!I 
radial indirecta como gN 2(r)= - ,6(w(r) u(r)), tenemos quc c(r) puede ser 

aproximada por 

(2.lCi ) 

la cual es la cerradura onocida como de [ ercus-Ycvick. Pode!llos dar \lila 
forma alternativa. a esta ecuación introduciendo la funci óll cO!locida como 
[unción de correlación indirecta, y( r), 

(2. L 1) 

lIaciendo las sustituc iones correspondientes, se tiene que la cerradura de 
p-y puede escribirse' como 

(2.1 ) 

o, equivalentemente, como 
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c(r) = J(r)Y(1'), (2 .1~) ) 

donde [(r) es la fUJlción de \Iayer definida como f(r )=e ,Bu(r) - 1 

Sustituyendo la ec.( 19 ) en la ecuación de O-Z tenemos ulla ecuaciólI 
cerrada conocida como la ecuación de Percus- Yevick[(13)] 

Y(1') = 1 + p J J(T)y('r)h(r)dr 

Para un poten ial u (r ) dado, es decir, para ulla f(r ) conocida, est a es ulla 
ecuación cerrada para g( r)=y(r)e-,Bu(r)=h(r)-l. Los resulLados ilustrado:-, 
en la fig. 2.1 corresponden a la solución númerica de esta ecuaciólI para (,1 
caso en que u (r)=oo, para r < (J y O para r > (J, es decir, para el potcncial 
de esfera dura. 

2.2 Método de Simulación de Monte Carlo. 

Antes del surgimiento de 1 s métodos de imulacióll la forllla <le> pn'decir 
el comportamiento de líquidos , sólidos y gases sólo podia hacersc Ill('diallt(' 
aproximaciones teóricas, como las descri tas arriba. Las únicas soluciones 
exactas que se podian obtener eran de sistemas alLamente diluidos. ]';stas 
teorías aproximadas necesitaban ser provista de suficiente información sobre 
las interacciones entre partículas para así poder hacer una est imaciólI de las 
propiedades de interés. Sin embargo, el conocimiento de la interacción (le 
las partícuas en sistemas reales era muy limi Lado, lo cual alll11ellLaba ('1 
grado de imprecisión de los resultados cuando se comparaball r('sul tados 
teóricos y experimentales. Con el surgimiento de los métodos de silllul aciólI 
surgió ot ra [arma de realizar invest igación , la cual aventaja a la t('orÍa ('11 

el sent ido de que arroja resultados exacto para los modelos estudiados . 
La creaciÓll de esta nueva forma de hacer invest igación ha adqUIrido Hila 

doble [unción: comprobar que las interacciones entre partículas propul'stas 
por ciertos modelos sirven para interpretar la naLuraleza y por otro lado, 
corroborar los resultados teóricos. 

En esta sección describ iremos los principios básicos del método de silll ­
ulación conocido como Monte Carla. Aquí nos enfocaremos éL sistelllas ('11 

donde se mantiene constante el número de partículas (N), el volull1en (V) 



• 

• 

• 

• 

• 

CAPÍTULO 2. CO CEPTOS (;¡~ 1 ~ I? J\ U~S 

y la temperatura(1 ) , es decir , en las condiciones quC' defill e el ensamble 
canónico [1 l. Este método sirve para conocer propiedades estát icas. como 
son las de interés en es te t rabajo. 

Como recordaremos, en el inicio de este capítul o se habló sobre los prome­
dios en el ensamble, cuyos promedios es taba n d ados por Ulla in tegral (c(' . 
2. 1) . Como e pu de \'er de la eco 2.1. las integrales a ('[eC'luarse SOIl nmltidi­
mensionales . Por lo tanto, poder ('valuarlas, aun por ('1 me'Lodo d(' Simpsoll . 
requeriría ap rox ima lldamell te la evaluación de 10 fU llc io lH's para cada ulla 
de las 31\ coordenadas, por lo que tC' ndr íalJ1os que evaluar IO:IN fUllciolles 
ell toLal. El tiempo de cómputo necesario para hacer ('s to es in <Tciblelllel1tf' 
grande . Utilizando la simulación , la inL gral s sustituida por IlI la sllIlIalo­
ri a de cierto número fi nito, n, de configuracioll es al azar del sistc'ma . Por 
ejempl o, para calcul a r el promedio de una cierta observable, F, con la dis­
tribución de probabilidad de la ecuación 2. 1, lo que evaluamos (' 11 la práctica 
es 

(2. 20) 

donde la suma corre desd . m= l hasla I\n' 
Pa ra que el análi sis del sistema sea eficiente, al usa r la lJ1dodología de 

:'vl C, es necesario as ignarle un fador de peso al l11uest reo. I '~s to significa que 
las configuraciolles deben de ser muestread as de tal forma que la regiólI quc 
da una mayor cont ribución a la integ;r al , s a la rcgión </11C cs Ill\lPS( rcada 
más frecuentemente. Cuando el promedio sobre el ell samble ('S calculado , el 
sesgo introducido en el muestreo elim inado al asigll arle 11 11 factor ([C ¡¡('so 
a cada config;uración, 

L: F(m ) ('xp( ¡¡"n( m )) 

(P) = _=--_1.,--'1' (,--:-m ..!....) -:--:-;-­

L: exp ( ,3u n(m)) 

11 ' (m) 

(2.21 ) 

en donde \V (m ) es el fador de pe o, el cual podemos tomar COIllO el [ad or 
de' BolLzman , debido a que lo istemas estudi ados SOIl sistemas clásicos .\ 
su función de partición e, la de Max well-l301tzma ll , por lo quC' 

W(m) = I ¡:iun(m)1 (2.2:2 ) 

nos indica la probabilidad de escoger ull a con fig;urac ión m [1<1]. 
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1 '~s to hace que nuestro problema sólo consista 11 promC'diar la variable 
quC' nos inLC'resa, sobre todas la config;uracionC's quC' Lomó el sistellla. 1·; 11 -
toncC's, SC' hace lo sig,lliente 

1 N 
(F ) ~ N L F(m) (2.n ) 

I 

El prohlC'ma es idear un esquema para muest rea r el espacio de cOllfi¡¡;l1ra­
cionC's dC' acuerdo a una clistribución dc probabilidad específica, la clla1 ('S 

más fácil (tC' formular en términos de procesos estocásticos. 
Supon¡¡;amo que tenemos una secuencia de variables aleaLorias, las cuaks 

dependen de la config,llración del si tema, y que un punLo reprC'sellla C'I eslado 
del sistema a un Liempo dado. Si la probabilidad etC' encontrar al sislcllIa 
en un estado n al "tiempo·' t, y si este estado está ekLerminado solallH'!lt e 
por C'l C'stado anterior, m, al "liempo" t-1 , enLoncC's se dicC' quC' t (,III'IlIOS 

una cadena de Markov [14 , 1 j. El tiempo que aquí mencionamos IlO ti('!l( ' 
conexión necesaria con alg,l.llla escala Lemporal real. Las caClellas de t-, )arko\' 
cumplen dos condiciones esenciales 

l.- ) El resul taJo Je cada evcllto pertenece a un jue¡¡;o fill i lo de ]"('Sl1 1 t ados, 
en el C'spacio fase. 
2.-) Cada resultado de un evento dependerá ,,010 del resulLado del ('v('1I1o 

anterior. 
Ahora, la probabilidad qn(l) dC' que el sistema csté en al¡¡;ún estado 1/ a 

un tiempo L es Lal que 

(2.2,1 ) 
n 

indicando que la probabili ad de que el sistema s encuentre en alv,lín est ado 
esta !lormalizado. La cua ión 24 es fácil de illterpreta r , !lOS illdica que el 
sistema t iene que estar en algún estado en cualquier tiempo t. 1':1 cankt ('[" 
t-, larkoviano de un proceso aleatorio puede ser expresado cscribicndo 

en donde Pnm es la probabilidad ele transición de UII estado 111 a un est ado 
n, en donde se cumple que 
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Los elementos de la ma tri z p t son los multipasos de la p roba bilidad de 
transicion de orden L. 

La matriz P cumple con que 

Una ma tri z que cumple con lo anterio r se di ce que es eslocástica. Si cI IÍlllil(' 

ITn = lim P~m 
I ' 

(2.27) 

exis te y es igual para toda m, se dice que la cadella de i'vIa rlwv ('S (' rgódicH . 
'~sto se traduce en deci r que, todos los estados puedcn ser alca lizados por 
alg;ü n o tro es tado. En el caso de líquidos, se const ruye una matri z estocásLica 
y ergódica, la cual presenLa reversibilidad , esto es 

(2.2H) 

Para nuesLr caso ITn está dada por 

(:2.:2D ) 

Como e dijo anteriormente en el méLodo de lC se realizan d('spla¡'H­
mientos y orientaciones aleatorias de las par tículas, lo cual j!,l'llna que l'1 
sistema evoluci ne de un s tado n a un estado adyaceIlte 711. " ; 11 esle lllélc 

do las conflguraciones en las que evoluciona el sisLema 11 0 SOIl com plela­
mente alea to ri as, debido a que solo se permi te un li gero desplazam ienlo d(' 
las par t ícul as del sistema para generar otra conflguracióll . Para ('slo tílli­
mo es necesario relacionar a esta ma triz de prob abil idad con llll a matriz ([( ' 
probabilidad condicional K . La ma trÍz K es estocást ica , simé l ri ca y l icnl' 
como cualidad que sus elementos Knm. on cero para Lodos los eslados 110 

adyacentes . '~nlonces P tiene todas las propiedades que se' reqllicr(,1l sí 

J(nm SI U n ~ nm 11 TI! 

}( Un . [1" 
nm

ITm 
81 n ~ 11m (2.:W) 
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Pnm = 1 - L Pnm 

mfn 

21 

I~s ta matriz de transición fue propuesta por l\1etropolis y colaboradores(14. 18j. 
La implementación de es te algoritmo se basa en tornar un número N de 

partículas, en el ensamble canónico, depositadas el1 una celda. Conociell­
do el tipo de interacción entre éstas, entonces les es as ignada una posicióll 
aleatoria. LOn a vez que e han acomodado todas las partículas, se asig­
nan desplazamientos alcat rios a partículas escogidas al azar. o todas las 
configuraciones que se va. an sucediendo serán aceptadas. lc.:n cada nuc­
va configu ración se compara la energía potencial de la nueva confi¡?,uracióll 
con la de la configuración anterior , 6.1L = un( r N ) - lLm( r N ). Oc acue rdo a 
Metropolis(14, 25} si 6.1L es negat ivo entonces la configuración será acep ta­
da de inmediato. Si 6.1L es positiva la c nfiguración se aceptara COIl ulla 
probabilidad de e - {3 6.u ; esto es, se generará Ull número aleatorio O < <, 

< 1, si este número es menor que e- !3 u la configuración será acep tada, 
de lo contrario automatic mente será desechada y el sistema regresará a la 
configuración anterior . Con esto generamos confi g;uraciolles aleatori a.'i que 
muesl rean correctamente nuestro espacio de configurac iones. 

En una simulación el lIúmero de par tículas que podemos usar para rep­
resentar un sistema no pasan de ser de algunos cientos o miles debido a 
limi taciones computacionaJc . Puesto que en sistemas reales el mímero de 
partículas que interactúan es mucho más grande que los sistemas que pode­
mos modelar y que las superficies de las celdas de simulación puedell ejercer 
una gran influencia en el comportamiento del sistema, es necesario imple­
mentar condiciones de frontera periodicas. Las condiciones de froIltera per­
iódicas consisten en rode l' la celda de simulación con un número infinito 
de replicas de si misma. I~ n el curso de la simulación, cuando una molecula 
se mueve en la celda cenlral su imagen se mueve de la misma [orilla y si 
alg'una de las partículas d la celda central se sale una de sus i magell C's entra 
por la cara opuesta, consnvando el número de partícul as constallte, CO IIl O 

se muest ra en la figura 2. 2. 
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Figura 2. 2: Representación de las condiciones pcriodicas ( ' 1I dos dimc llsio lles 
a lred edor de la celda central de simul ación. 
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Capítulo 3 

Simulación de Propiedades 
de Percolación 

A continuación se de ribe el algori tmo de simulación dC' 1'.10n[(' CarIo y (,1 
modelo de C'sfera C'xtendida uti li zado pa ra estudiar el ff'nórncno de l W ITO­

lación de las partículas esféricas que forman nuestro fluido pcrc:ola llt e. I-;s­
tos son los elementos esenciales ¡ue nos perrni t irán estudi a r las propic'd ad('s 
físicas de in te rés n esta tes is (tamaño promedio de lo cúmulos, número 
d e cúmulos, cantidad de monómeros, etc.) . AdC'más , SC' di scutirá C'l ori gell 
físico del concepto de esfera ext ndida, y se hará un b reve estudio SOblT la 
influencia del grosor de la capa extendida en nue tros resultados. 

3.1 A lgoritmo de Simulación 

¡ ~ n ésta sección hacemos una breve presentación d el método de Me, usalldo 
el a lgoritmo de Metrópolis! ' . 25}, que aplicaremos a una mezcla binari a ek 
esferas duras, para describir fenómenos de percola ión .. e tiC' ll ell difer lites 
enfoques para studi a r éstos fenóm nos, dentro de los cualC's se C'1IC11 C' lItra 
el modelo d redes y el modelo cont inuo. Las principales difC'rellcias ent re 
éstas dos rC'presenta iones radican en el hecho dC' quC' para C'1 sistellla de 
redes la conectividad entre las partículas está dada por la di stancia C'lIt re 
primeros vecinos y que las partículas sólo puedell tomar posiciollC's dadas 
por la red . En cambio, en sistemas continuos tenemos la ve nta ja de que las 
partículas pueden tomar cualquier posición , perrnit iC'ndo ulla variedad Illás 
a mpli a de morfologías a los cúmulo. El t rabajo reportado e ll eHta tC'sis se 
inscrib dentro de este último C'nfoque. 

23 
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El concep to básico en la descripción de los fenómC'llos de jlNcolacióJI es 
el concepLo de "cúmulo de partículas" . A su vez , la esencia de la descripciólI 
de "cúmulo de partículas" es la definición de lill cri Lerio Cinc 1I0S pnl1li La de­
cidir si un par arbi t rario de partículas están o no con celadas direC"lalllentc . 
8n el caso de esferas duras, de diámetro 0" , podríamos definir Cinc dos es­
feras están conectadas directamen t(', si en efecto se tocall, es (!C'eir, si sn 
separación es r= O" . Por consideraciones físicas que V('¡"C'lllOS ell la siguiC'nle 
sección , sin embargo, ésta no es la lÍnica definición posible, y se lJiu'c ll('ce­
sario h acer más flexible la definición de dicho criterio. MatelmíLic:amenLe, 
sin embargo, diremos que si dos esferas duras están direcLal1leJlLe coneeLadas 
si la separación entre los cenLros esLá en el rango O" ~ 7' ~ (J + b == (J (.r l . 

A este cri terio de conectividad directa nos referiremos como el modelo dc 
esfera extendida, en donde {; es entonces el grosor de la capa de cOllccLivida( l. 

Por definición , cada partícula d('nt ro de un cúmnlo de partícul as ('sLA 

conectada, directa o indirectamente, a olras partícnlas c!C'nlro ele 1111 mis­
mo cúmulo. La determinación de cuando un par ele par tículas se ell cuenLra 
direcLamente conectadas se obtiene muestreando el sistema .Y encontrando 
Lodos los pares de pa r tícul as en el sistema en los cuales ex is lell Lraslapes 
en sus capas de "conectividad". Sin embargo, pa ra perc:olac:ióll o para es­
tudios sobre polidispersidad de cúrnu]os, se debe de Leller e l1 CllellLa que las 
par tículas pueden estar unidas di recta o indirectamellLe. Para es to ell MC 
se hace uso de la matriz d conectividad C [ lO). Los e]elllcnlos de esta 
matri ~ indican la conectividad de las partículas de la siguiente forllla 

1 sí las partículas i y j esLán directamenLC' o il1direcLanH' IlLc cOJledadas .Y SI 

O sí las par t ículas i y j están desconectadas 

1 '~ 1 método consiste en dividir la mat riz de conectividad ell lllla parle 
directa, eO, y otra indi recta, e1 

La parte directa indica la uniones directas entre pares de partÍcnlas. 
La elección de las partícul as que se encuenLran unidas de ma lH' ra directa 
proporciona los elementos de la matriz de conect ividad directa. l)osLeri­
Ol'mente a que se consLruyó la maLriz de conectividad directa, s(' empieza 
a reali zar una serie de comparaciones entre las columnas de la maLri ~. Si 
cuando reali zamos la comparación de alguna columlla 'i CO ll la columna j, y 

alguno o algunos de sus componenLes coinciden, enLOllces a los clemelllos de 

.J 
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la colunUl a i se les suman los elementos que no tienen en común CO I1 la otra 
columna, y ambas columnas SOIl susti tuidas por la que se acaba de formar 
por la uperposición en común de las dos columnas. Si no existe ninglÍn 
elemellto en común, entonces las columnas se qucdan como estélban allt es 
de hacC'r este procedimient . Con esto podemos formar la matri7. de CO/1('("­

tiv idad total. Este método nos ayuda a encontrar la formación de CÚlllulos 
y su tamaño. La formació de cúmulos se obtiene cuando existen colUlllllas 
iguales después del proceso que se mencionó a rriba. El Lamaílo de los clÍ­
mulos cstá dado por la suma de columnas repeLidéls. El número de níl1Hllos 
esLá dado por la cantidad de columnas diferentes que exisLan en la lllaLri 7.. 
Con el conocimiento de la matriz de conectividad total se puede COllocer la 
función de conect ividad a pares. 

Para saber si algwla configuración dentro de la simulación se ellcllc ltl ra 
en un estado percolado, es necesario seleccionar aquell os clÍmulos que Lell¡!;all 
cuando menos ~ partículas. Se seleccionan aquell os cúmulos de talll Cl llo 1, , 
(Lomando como medida el diámcLro (J, (J = 1), o más gTandcs, debido a que el 
cúmulo más pequeño que puede tocar los extremo, opuestos de la c(,lda debe 
de estar fo rmado por L partículas, ya que el Lamailo de la celda es /., vec('s el 
diámetro de una partícula. Una vez seleccionados los cúmulos que clllllplell 
con esa característica, se Loma partícula por partícula, de algl.lIlo de los 
cúmulos seleccionados y se deterrnina si toca o no los ext remos opuestos de la 
celda. Si el cúmulo toca los exL remos opuestos se di ce que esa con fi g;l.l raciól\ 
se encuenLra en un estado percolado. Posteriormente se obtiene el porcelltaje 
de configuraciones en las <¡u se encontraron cúmulos percolados (1) ), ésto 
es, el número de configuraciones con cúmulos percolados divididos por el 
número toLal de configuraciones. En simulación un sistema se encuentra 
en estado percolado cuando por lo menos en el 5ü % ele las configuraciones 
generadas se encontraron cúmulos que tocan extremos opuestos de la celda 
[21]. 

1"<;1\ la figura 3.1 se observan dos cúmulos sin percolélr forméldos ('11 11l1a 

configuración típica. En esta figura se observan también cuatro partículas 
grandes que sirven de impurezas al sistema de esferas duras cuya per("olaciólI 
queremos estudi ar. Con esto queremos enfatizar el aspecto esencial dI' ('S [(' 

trabajo, que es el estudio dc' los efectos de la presencia de estas illlpllrt'zas C' II 

las propiedades de percolación del sistema de esferas a las cuales desde esLe 
momenLo nos referiremos como partículas percolanLcs ó Ouido percolanLc. 

El procedimiento explicado en el parrafo anterior se refiere a parLícu las 
de una sola especie, en ausencia de impurezas . Sin elllbargo, las defini("iollcs 
y procedimiento descritos son los mismos, aún si consideramos la presencia 
de partículas de la segLll1da espe ie, las cuales actúan reduciendo el espacio 
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disponible a la especie cuya percal ación queremos esLudi ar . 
Así, el estudio del sistema consti Luido por ulla mezcla billa ri a de esferas 

duras, consistió en colocar las partícuas de ambas C'species denLro de la 
celda de simulación y barrer el espacio de confi g;uración pa ra observar las 
características de éste. En cada corrida de Me, se ge llC'ró una secucncia 
de al menos dos rnillones de configuraciones, en cada uno de cuyos pasos se 
movían al menos la mitad de las par tículas del sistema. IGs tas confi g;uraciollC's 
sirvieron para obtener el promedio de las propiedades que SOIl df' iIlL<' r<"s (' 11 

C'ste estudio (tamaño del cúmulo, :0, fracción de monómeros, :'\0' p robabilidad 
de p ercolación , P, etc., cuya definición se dará a contilluación). Las celdas 
cúbicas en donde se depositaron las partículas tenían como volumell Vo=7:~ o 
Vo=8.53 . Los diámetros de las partículas depositadas fueron (J ., y (J(., dOllde 
el primero representa el diámetr físico de las partículas p(']'('olanl('s y el 
seg;undo el de las impurezas . Al número de partículas que ('OI1lPOII('11 a la 
especie percolante lo representaremos como Ns y al nÚlI1ero de il1lpll]'('zas 
eomo Ne' 

Todo lo anterior explica la meLodología general y alg;ullos datos f'S ])('<:Í­
ficos utilizados para llevar a cabo nuestro experimento nUI1l(' rico. 1';1 ob­
jetivo concreto de dicho experimento es la d etermillacióll de ulla serie de' 
propiedades y parámeLro del sisLema, los cuales constituYf'11 la desnipciólI 
macroscópica del mismo con respecto a us propiedades ti percolaC'iólI . 1\1-
gunas de las pr piedades de inte rés que determin an a este trabajo SO Il las 
siguientes. 

La primera de ellas es el Lamaño promedio de los clÍmul os. I';sta propiedad 
puede ser definida de diversas maneras. Aquí empleamos una defilli ción COII ­
vencional en la li teratura referida como el tamailo promedio de los nílTllllos 
a seg;undo momento (2], el cual será denotado corno :0 , y cuya definició ll estH 
dada p or 

( :~. 1 ) 

en donde T es el tamaño del cúmulo, es decir , el nlÍmero de parl Í<'ula:-. qnc 
lo constituyen , y nr es el número de cúmulos ele> tamario T. Tol ese quc 
para cada configuración, una vez clasificados los diversos nín11110s que las 
constituyen podemos dar los correspondientes valores de nr y por lo l alll o 
de Z. Sin embargo, podemos también definir el promedio de estas cantidades 
en el espacio de todas las configuraciones generad as, lo cual C'ondll('e al valor 
promedio de n r y el correspondiente valor de :0 . Las callt.idades dellotadas 



• 

• 

• 

• 

• 

3.1. ALGORITMO DE SIMULACIÓN 

Figura 3.1: En esta figura se observan en las partes sombreadas Ull ní lll1llo d(' 

tamai'ío 2 y uno de tamaño 9, en un sistema que consisLe de \lna ll1ez,c la binaria 

de esferas duras. La especie de mayor tamaño es 4 .. ') veces mas gra nde que la 

pequeña. El tamaño de los cúmulos está dado por el número de pa rlÍn das q\lC 
estén con tenidas en e l. 
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por n T en la ecuación anterior se refi eren en realidad a 111l prollledio, .Y ('1 
símbolo Z, por lo tanto, representa el tamaÍlo promedio de los (,líllllllos . 

Otra propiedad que es de interés en este trabajo es la f!'a('ción (le mO llóIlH'J'()S, 
Xo , definida como la cantidad de monómeros en el sistcllla, j)a rl ÍC:ll las CIllC 
no participan en algún cúmulo , d ividido por el número lolal de partí(,lllas 
percolantes . 

La distribución del tamaño de los cúmulos es otra propiedad que define al 
sistema, ésta se obt iene de caracteri zar los cúmulos de acu C'rdo a Sil tamaiio 
y agmparlos de acuerdo a está característ ica. 

Una última propiedad del sistema que es p osible a nali íjar es la prolmbi l­
idad de percolación, P, la cual ya fue definida con anterio ridad. 

Con elfill de hacer un barrido sistemático de las propicdades a ll tCl'i­
ores, y de entender y exhibir su evolución como función de la concellLración 
de impurezas agrupamos los experimentos de simulación que realiíjaJllos , de 
acuerdo al parámetro que habremos de variar. Primero que nada est lldiHl'c­
mas la influencia que ejerce el di ámetro de la esfera extendida , rr ( '3 ' /' lo ellal 
se reportará en este mismo capítulo. Posteriormente haremos cOlllbina('iolles 
entre la cantidad de partículas de cada especie y el diámetro de las imj)lll'C'íjHS 
para estudiar de qué manera se ve afectada la probabi lidad de j)ercolacióll 
al tener partículas de ese segundo tipo. Los procesos que cstud ia remos .Y 

que serán reportados en el siguiente capítulo son: 

-Proceso de agregación de pa rtículas percolantes aUlla fra('('ióll de 1'111-
pacamiento de las impurezas con tanLC' , en donde dicha fra('('ióll pará es le 
estudio definiremos como: 

(:1 .2) 

Manteniendo constante la fracción de empacamiento de las 11l1j)llJ'{'¡;as eJl la 
ecuación anterior los parámetros libres son la canti dad de pa rLí(,lllas dc nI( la 
especie y el Lamaño de és tas. 

-Otro estudio consistirá en mantener el número total de par! ÍCll1as , N = J,~-j N,., 
constante y variar la fracción de empacamiento de las illlpure¡;<:ls , al ('alllbiar 
de especie algunas partículas (p rcolantes a impurezas) . 

-Para estudiar de que manera afectan las impurezas al sistelll a se han'l 1111 
estudi o en donde la cantidad de pa rtículas del fluido ])crcolante se ma llll'ndrá 
constante y se incrementará el mirnero de impurezas. 

-bl último estudio consistirá en mantener constaIlL(' la dCll sidad ('('ectiva 
elel fluido percolante, Pe' la cual definiremos como 
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N s 
Pe = - - --=-----::-----;;-

Vo - ~N(" (J t. 

en donde el seg,"l.mdo término del denominador es el volumen ocupado por 
las impm·ezas. Los parámetros libres manipulables en este estudio seráll el 
tamailo de la celda, el di ámetro de las impureza y número de par tículas de 
cada specie . 

3.2 Modelo de Esfera extendida 

concep to físico y cuantificación de u efectos 

Uno de los conceptos relevantes en esta tes i es el de es fera cxLendida. 
Pa ra "er su significado fí ico, consideremos la ig,"l.lientc situacióJl cx ¡w rin](,Jl ­
tal. ea un a di persión coloidal compuesta por parLículac Il1ctáli cas dispcrsas 
en un medio dieléeLrico. ¡\ muy baja conc ntración ns la p robabilidad dc 
fo rmar on ellas una cadena macroscópica de esferas en contacto l'S dcsp n'­
ciablc. Esto e manifies ta en el carácter aislante del sistema efectivo fo rm ado 
por las par tículas y el me ' 0 dieléctrico que la soporta. Arriba de un a con­
centración umbral, la condueLividad del m dio compuesto deja d scr CCI"O 

debido a que la probabilidad de que las partículas form en cadenas (o <"1í­
mulos) d e tamaño macroscópico empieza a tener valores fini tos es clccir , ]¡.. 

probabilidad de tener cúmulos que percolan aumenta con la conccnt ració ll . 
Para definir un cúmul cOllductor de pa rtícul ac metálicas, clcbclllo de COIIO­
cer los detalle de la conducción eléctrica ntre dos esferas separada...., por u na 
distancia r . Por upues to, i r = (Js, donde (Js e el di ámcLro físico, o dc ('S­

fera du ra, de las partículas con seguridad hay conducción. Sin ('ll1bar¡!,o. 
d ependiendo de liversos factores (como por ejemplo, la Ilaturaleza clicl('c­
t rica ele I medio continu cn que están disp rsas, el voltajc apl icado a los 
elecLrodos con que medimos la corriente efectiva, etc. ). puede sn <juc las ('s­
feras cstén en contacto eléctrico (arco eléct rico) , in que nc("csari anH'nLc Ilaya 

contacto de esfera dura, es decir , para s paraciones r tales quc fT s<r < fT s h. 
8sto quiere decir que, resp eLo de los fenómenos dc pcrcolacióll cl('("trien, 
el tamaño efecti vo de cad a part ícula está descri to por (JrJ'/ == (Js tI,'y JlO 
por (J s. Esto ilustra el concep to de esfera efeeL iva o cxtend ida, el cual tic ll c 
sentido solamente al describir la condución eléeLrica clebido a la fo rmación 
de cúmulos de partículas que están separad as por una distaJlcia cn cl raJl go 
(J s<r<(J 6 +6 ,e decir, si us esferas efect ivas se traslapan. Por sllpucsLo, 
el valor específi co dcl grosor t5 de la capa de concctividad, dependc, CO!110 

~----------------------------------------------------------- .. ------
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dij imos, de factores específi cos del cxpcrimento Cll cu('stióll. 1'; 11 olra:-; circull­
stancias experimentales concrctas, taks como considerar ('n vez de ('sfera:-; 
metálicas mi rogotas de electroli to en un solventc orgánico formal1do llIla 

microemulsión, los factores qu dc tc rminan el valor dc ¿, 5crán dc' naLnraleza 
fí ica diferente del primcr ejcl1lplo. 

En ambos casos, sin embargo, podemos suponer quc los fenól1l(' lloS de 
conducción eléct rica son mecanismos que nos permitel1 observar los ('fedos 
ocasionado por la presencia de cúmulos macroscópicos, pero qm' no pertur­
ban las propiedades estructlll'a le' de la dispersión . I '~stas propiedad('s estál1 
determinadas sólo por el potencial de interación elltre dos partfculas, cl ('ual 
está definido por el ruámetro físico O' s, y no por el diámcLro extendido O' (.l'" 

Esta supo ición nos permü utilizar las técnicas convcll<:Íollaks de SilTlll­
lación de sistemas en equjJibrio, tales como el método de 1\ 1(', para ¡!;('II('J'(U' 
un conjunto representativo de configuraciones del sistema, proccso ('11 el cual 
el potencial real determinado por CT s es el único releval1t<'. I '~s CI1 el proceso 
de extraer la info rmación estadL t ica sobre el promedio dc propiedades (k 
los cúmulos y su conectividad, a pa r ti r del conjllnto ek ('011 fip;n raciol1cs, (' 11 

el que podemo calcular promeruos de propiedades (kflllidas ('11 t('l'Il1il1oS d(' 
la esfera extendida, en el cual est concepto C5 de u ti lidad. 

En el modelo simplificado el sfera cxteJl(lida, cs posible illtuir a priori 
algunos comportamientos límite esperados. Por cj('mplo, si ('11 UI1 SiSt<' IIJa 
dado (es decir, una mezcla de esferas condu('loras de ci('rLo taméll!() y ('011-

ccnt ración) vari amos el grosor 8 de la esfera exlelldida, debe scr claro q1l(, 

si Ó aumenta la probabilidad de formar cúmulo pcrcolado5 aumenla como 
consecuencia, y que en el caso límit cuando Ó , el sislcl11a siempre 
percola aun a concentraciones infinitamcnte pcqucllas. Dado quc el ('OIlC('j>­
to de grosor Ó de la capa de conectividad es el p arámctro fUlldalTH'IlLal ('11 

nuestro e tudio, es conveniente llevar ésta expectativa ill tui tiva a ll1l plallo 
cuantitativo. Con esa intención, aquí p resentamos los resultados de cxp('l'i­
mentos de im ación para i temas que sólo di!1erel1 CI1 el valor b dc la capa 
de conectividad. 

Para esLudiar ésta dependencia se realizaron si lllUlacionc:-; ('011 tn's dif('r­
cnte tamaños de la esfera extendida: O'cxl = 1.20's,l.2fí(]'s Y l.:~(]' .~. Dic 'lws 
simulaciones consist ieron en un si tema que contaba COII 1 üO partículas de 
tamaño CT 8 = 1 Y 4 partículas que fun cionall COI\lO impurezas dc t alllaJIO 
CT c= 1. 5CTs , depositadas en una elda cúbica, L x IJ x IJ=(70',,) :I. 

Como se esperaba, e encontró que al incremenlar cl diáll1e( ro de la ('sf{'\'(t 
extendida aum('ntaba el tamaño de los cúmulos, T, debido a Cil\C' los ('1 d¡.\('(,s 
enLre partí ulas pueden formarce a mayores di stancias. Otra ('ollsc('11('lIcia 
esperad a fue que al incremenLars el tamaJ10 ele los c1Íl1mlos la ca ll1idad 
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de éstos d isminuyera, debido a la w1ión de cúmulos que para un Ille llo r 
diámeLro de la esfera extendida habrían estado sepa rados. Suponiendo que 
los Illonómeros son cúmulos de tamaño uno, lo anteriormente mencionado 
Lambién explica por que di minuye la fracción de monómeros en el sisLema. 
LOna consecuencia directa del incremento en el tamaño de los cúmulos es el 
aumento en la p robabilidad de encontrar config;uracio l1C's en estado pe rcola­
do. ÉsLo se puede observar en los resul tados most rados en la Labla 3.1 

Tabla 3.1 Resul tados de la simulación de cuatro pa rtícu las de tamaño J.;)!Ts 

que representan a las impureza') y 100 pa rtículas percola ntes, de tamaño !Ts ; 

la fracc ión ele e mpacam iento de las impurezas es de X = O.11 9 y el elll pacanl iell to 

total es de r¡ = 0.1732, NCM es el número ele cú mulos. 

NCM T Xo P 3 pa (,3' ~ !T ex l 11 

16.52 4.62 0.2367 13.2 0.5037 1.2 
11 

11.73 7.24 0.1505 34.6 0.5694 1. 25 
11 

6. 75 13. 45 0.0919 47. 9 0.6·105 1.3 
11 

Lo arriba mencionado se comprueba al observar los resll1 tados mosLrados 
en la figura .'3.2 donde se muestra que exis te W1a di smi nución e ll la cant idad 
de cúmulos de menor tamallo y un incremento en la can t idad de los de mayor 
tamaño, al aumentar el d iámetro de la esfera extendida. Por ejemplo, para 
el caso del diámetro 1.3 ex isten cúmulos de hasta 95 par tículas y en caso 
de 1.2 el tamaño máximo de los cúmulos no alcanza 60. 8 n la fig;ura .1.2 
también se obser va que se empiezan a "separar" los cúmulos grandes y los 
pequeilos cuando el di ámetro de la esfera extendida es de 1.3, (kbido a que 
el sistema se encuentra cerca la densidad crít ica, a. la cual percola el sistema 
(para este di ámetro de la esfera extendida) . 
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Figura 3.2: La distribución de tamaño de cúmulos. ":n la caja de silllulaci(¡ll 
se mantuvo constante la densidad del solvente, Ps = 0.29J (j , al i¡!,l lal qm' la 
fracción de impurezas, X= O.199, de diámetro O"r= I .5a ". La líllea cOlltil111él 
representa al sistema con una O"ex = l.20"8' la línC'a a trazos para a, :r 

1.250"s Y la línea punteada a O"ex = 1.:30"8 
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Capítulo 4 

Efecto de las impurezas en la 
percolación de un Fluido 

Gn el presente capítulo se hace un estudio del fenómeno de percolación para 
el modelo const ituido por una mezcla binaria de esferas duras. I '~ l objetivo 
de este Lrabajo es cuantificar los efedos de la presencia de iml)1l)'ezas ('n 
la perC'ol ación de la otra especie de partícula. Para ésto harelllos mo del 
método de simulación de Monte Carl y del modelo de esfera exLendida, 
explicados en el capítulo a nterior , los cuak proporcionan las herram ielll as 
necesarias para estudi ar la formación de cúmulos, así corno la fracción de 
monómeros, la di stribución del tamaño d los cúmulos, etc. el1 las nnlCstra:-, 
analil:adas . 

Como es fácil imaginar , la variedad d condiciones que UI10 podría anali zar 
es enorme si uno quisi ra variar todos 1 parámetros del sisLema a eSL11<liar 
y de sus posibles esLados. fin de acotar nuestra discusión en este eSlll< li o 
considera remos fij o los parámetros aso iados al sisLema. como son el LallJallo 
O' s de las par t ícu las pcrcolantes y el grosor O de su capa de cOlle('Lividad, la 
cual , e fij ará en 0= 0.20' s . 

Así mismo, en general sólo consideraremo, impurezas cuyo difllll<'lro (J ,. 

e. igual a l dc la partículas percolanLes, O' s = O' e, aunqu Lamhif>n anali zare­
mos de nlanera más limitada, los valore !!<:. =2, 1.5 , 0.5. De es ta forma, a. 
ólo nos quedan por vari a r los parámetros asociados al esLado del sistemH 

que e/1 nuestro caso son las concentracione de volumell ocupado 11 .~ y '1 ,., 
o cualquiera dc las combinacione independientes de esta~ dos variables. 
Diferc] Le combinacione nos permiL n visualizar diferenLes procesos. Por 
jemplo, podemos analizar el caso en el cual fijaremos la composición d(' 

la !11ez la (por ejemplo , cocienLf' ~ cons tante), yariando la concclllraci )11 

33 
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total (ns y nc ) o bien considerar el proceso complelTlcn Lario, ('S d( 'cir fijar la 
concentración total (n s y ne ) varia ndo la composición . 

En la sección 4.1 y 4.2 se esLudian las propiedades de percolaciól1 a lo 
la rgo de estos procesos. La seccióll 4.:3 hace otro tanLo para el proceso que 
consiste en variar la concenLración , Ile . de impurezas mantenielldo constante 
la densidad del fluido , mienLras que en la sección 4.'1 lo que se lllétIl LiC'Il(' rljo 
es la concentración "efecLiva" lel fluido percolanLe, es decir, el lltílllero de 
estas partículas por unidad de volumen disponible (V( l -Il,.)) . 

4.1 Sistemas con fracción de empacamie nto d e las 
impure zas constante. 

Después de observar la dependencia que presenLan nuesLros resll 1t ados COJl 
respecto al diámeLro de la esfera extendida (capíLulo 3), es interesaJlte obser­
var el efeeLo que tiene en un sis tema de esferas duras ('1 a¡!;re¡!;ar 1111 se¡!;l1Jldo 
tipo de partícul as, las cuales reducen el espacio libre i), las prilllcras. Para 
hacer un primer análi sis consideraremos sisLemas en los cuales sc' lll allL ie Jlc 
consLanLe la fracción de empacamiento de las impurezas, X, definida ('1l la 
ecuación 3.2, en términos del número de partículas percolalltes , ('1 lllílllC'ro 
de impurezas y el tamaño d ambas especies. lIabrell10;, de consi(krar d()" 
fracciones de impmezas: X =0.5 Y 0.119 Y además, para la prill1cra , talll­
hién consideraremos diferentes tamaños de impurezas (detalles ('Il las tabla" 
4.1 - 4.3). 

De manera intuitiva uno podría haber esperado que, COJlforJll(' e l l11íJlH'ro 
de las impurezas aumentara, és tas afeeLarían al sisLema illllibieJldo la for­
mación de cúmulos de mayor tamaiio, debido a 11]) intncalallliellLo ent re 
partículas de diferentes especies. Sin embargo, lluestros resulLados rc\'('­
lan que esta espectativa intuitiva no es la correeLa, COIllO pucde versc en 
las LabIas 4.1 - 4.3. Al realizar esLe análisis e encoJlLrÓ quc el ilHTell1cllLo 
de la dens idad total del sistema aumenLa la probabilidad ele- j)crcolacióll y 

que ex iste una disminución del número de monómeros .Y un iJlcremenlo ('Jl 
el tamaño de los cúmulos (tablas 4.1 - ,1.3) . Por ejemplo, (,Jl la labla 1.1 
(X= 0.5 y a s = a c), al comparar las característ icas de dos nHH'sl ras, Ulla COll 
9 y oLra con 120 partículas de cada especie, sc cncolltró que ('1 111íJllNO d(' 

cúmulos y la fracción de monómeros es menor para la prime r IlIuesLra .Y <t11<' 

el tamaño de los cúmulos y la probabilidad de percolacióll ('S mayor para la 
segunda mues tra. El aumento en la probabilidad de pcrcolac:ióll sc d('be al 
incremento de la den sidad total del sisLema, y por lo tallto, d(' la dell sidad 
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efectiva del fluido percolante. De acuerdo a lo mencionado en C'l capít1l1o 
anterior , es obvio que una mayor densidad de éste favorece el aumento el1 lR 
probabilidad de percolación . 

Tabla 4.1 Resultados de simulación con una fracción de empaca llliento de la.,> 
impurczas constante, X=O.5; para el caso en que las impurczas ticncn el lIIisnlo 
diámetro que las partículas percolantes (o'c = as), Nc es el númcro dc implll'czas 
y P/ olal es la densidad total del sistema. 

CM T Z Xo p 
P e Pl olal 

5.1 7 9.32 0.2101 15. 0.2974 0.5 146 

90 13.4 5.36 10.03 0.2022 17.46 0.3021 0.52lG 

96 12.1 6.6 15.68 0.167 2 0.3257 0.557 

100 11 7.8 21.47 0.145 35.3 0.3417 0.5 

105 9.4 9.8 32.26 0.121 42.3 0.3620 0.609 

108 8.3 11.6 40.53 0.107 47 0. 3744 0.626 

11 110 7.6 13.1 47 0.099 1 47.7 0.3827 0.637G 

11 113 6.7 57.25 0.089 
11 

4 .7 0.3953 0.655 

11 
116 5. 0.076 

11 
49 0.408 0.672 

11 
120 0.065 

11 
50.02 0 .-1252 0.696 

Tabla 4.2 Resultados de silllulación para una fracción dc cmpacalllicnLo ele las 
impurezas 

X=O.5, y cuyo tamaño es dos veces el de las partícu las percolanLcs . 

Ns(Nc) o'c X Nc f T 
11 

z Xo p 
P e 

90(10) 2. 08 0.5 13.8 5.12 11 9.22 0.214 15.52 0. :lO2l 

96(12) 2 0.5 12.56 6.3 
11 

16.92 0.176 25.87 0.:l257 

100(12) 2.03 0.5 11.4 7.4 
11 

23.6 0.15'J 33.4 0 .:l·117 
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Tabla 4.3 Resul tados de simulación del sistema con una rracci6n de ClllpHCHlllicl1-

to de las impurezas de X=O.1l9, lamaiio de 

éstas igual a 1.5 veces la de la especie percolanLe .Y 1/{ a { (-::-; el ClllpHCH llIif>lllo 

total del sistema. 

Ns( e) NCM Z Xo p Pel Ps 'It at 

100( 4) 16.52 13.2 0.2977 0.2915 0.17:32 

125(5) 12.27 44,4 0.37'1 0.36H 0.2 1 Gil 

149(6) 4.56 49 OA48 0. -1344 0.25 :~ 

Para entender e te aumento en la probabilidad de percolación analizan'­
mos el valor de contacto de la función de distribución radial d(' la especie 
percolante (figura 4.1 ), la cual stá definida en la aproximación de L>Y WI1l0 

0 ·1) 

Algo evidentl' e que el valor de contacto de la función de di slril)l1cióll 
radial del fluido, gss (a+), aumenta cuando la densidad total del sisl('lllH 
se incrementa. En este análi sis este valor de contacto puede ser ntili í'.ado 
como 1m indicio del aumento en la probabilidad de percolación debido a S1l 

relación con el potencial ef divo de interacción , és to es, un mayor valor de 
contacto sign ifica un potencial "más atractivo" entre las partÍCulas. I';s lo 
último trae consigo que las partículas tengan una mayor tC'nc!encia a estar 
juntas al aument.ar la densidad toLal del sistema, facilitalldo con esto q\le se 
enlacen formando cúmulos de mayor tamaño indepelldientenlC'nlc d(' (111e se 
incremente la cantidad de implU·ezas. Esto se muestra e11 la fi¡!;\ll'a 4- 2. 

En la figura 4. 2 se obser a que el tamai10 ele los cúnmlos, para X= O.l 1 <J , 

e incrementa si se aumenta la densidad del sistema, aún cuando con esl () 
se aumente el nümero de impurezas. Ésto es, cuando se tienen ·1 impurezas, 
el tamaño máximo de los cúmulos no sobrepasa 60 partículas. 1';11 call1bio , 
cuando se tienen 6 impurezas el tamaño de los cúmulos puede llegar a CO II ­

tener 149 partículas. Ademá de éc to , sE' puede ver que a mayor míl11( ' 1'O 

de impurezas empieza a surgir una joroba en las dist ribuciolles (le I amallos, 
llegando el momento en que exi te un gap entre los cúmulos pC'qucjios y los 
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Figura 4.1: Valor de contacto de la fl.m ión de disLribución radial del fluido 
perco]anle obLenido analíLicamente utilizando la cerradura de PY {2.'IJ para 
diferentes densidades efect ivas . Las urvas A y 13 son para mismo ( aJl1~\I-1() 

de parLículas y de impurezas, la curva A es para X= O.OOl y la 13 a - O.·J. 
Las curvas e y o son para impurezas 5 veces más grandes que las parLículas 
percolanLes, la e es para X=O.4 y la O para X=O.:3. La curva l'; ('S para 
impureza de Lamailo O. y X=OA 
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:. 6 

larra 00 cunulos 

Figura 4.2: Dist ribución del tamaiio dc los cúmulos pa ra di rc rC' 11 tes COIl('C'II ­
Lraciones manLeniendo constante la rra 'ión dc impu!'C'''-as C' ill(,],C'!1lcIlLando 
la densidad del solv nt. La linea ólida e pa ra 4 impnrC'zas, la lillea a 
trazos para 5 impureza y la linea punteada pa ra 6 impur zas. 

grandes. Esta separación de los cúmulos grandC's y pC'queiloh indica que (,1 
sis tema está cerca dc la densidad crít ica a la cual PNcola el sisLC'l11a. I';sto 
último se puede ver en el porcentaje de percolación, P, que SC' e llcucllLra ('11 

la tabla 4.3. Este tipo d dist ribución del Lamai'io de los cúmulos Lambié'11 ha 
sido observada por Carnahan et . al. en esLudi s de agregados de asral lellos 
usand técnicas de difracción de rayos X. [2"1, 26]. Este pico es aLrihuido él 

una esLabilidad especial para agregados (k gran Lamaiío. 

Además , se encontró que al incremC'nLar el LaJllailo dC' la.s impurezas, 
manteniendo constauL la fracción de llellado Lotal del sisLema , la probabili­
dad de percolación aumenta de manera más lenta quC' cuanelo las impurezas 
son del mismo tamaño que las partí ulas elel flu ido pC'rcolallt<' (lablas 1. 1, 
4.2) . En la figura { 3, se observa el valor dC' contac to de la [11I1('i6n <le 
di stribución radial para do muestras en las cuales SC' t iC'lle el mi smo C'Jll­
pacam iento y se varió el Lamaño de las impurezas, al incrC'lllelllar el Lamallo 
de la partículas el valor de contacto y la altu ra ele la curva ll asta el di{ilIleLro 
de esfera extendida es menor que cuando las impurezas SOI1 del mismo 
tamaño que las partículas percolanLes . De acuerdo a lo mcncion ado an­
teriormente, un indi io del aumento en la probabilidad d . p('I'C'ol ación está 
dado por el incremento en el valor de' contacto, pero un a nálisis más C'ompk-
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2.5.---r------------

2.0 \ 

~:: .~.;:-.. ~---I 
0. 5+-...l..,.-----,-~__._~-r_~_.,..-._____j 

1~ 1.5 2~ 2.5 ao 3.5 

Figura 4.3: Función de distribución radial , gss (r ), obtenida COIl simulaciólI 
de wIonte CarIo para mismo empacalTÚento con 96 partícul as de SOIV<'llL(' 
la linea sólida es para tamaño de partículas igual y la linea pUlIleada para 
tamal10 de impurezas 2 veces el tamaño del solvente 

to se puede hacer al comparar las funciones de dist ribución hasta la di s tancia 
a la cual las partículas pueden formar enlaces, 

4.2 N úmero total de partículas (densidad) con-
stante. 

L' na de las conclusiones de la sección anterior fue que un illcremellto {' 1I el 
valor de contacto d e la función ele distribución radi al del fluido pcrcolanle, 
g,s (O' 1), es un indicio la formación de cúmulos d mayor talllaiio. COIl ('1 
fin de estimar la relación que existe entre el valor de conLacto de la fUllción 
de distribu ión radi al y la canLidad de partícul as d la especie percolalllc 
se r('alizaron una serie de experim ntos computacionales en l o~ cuaks s(' 
mantuvo constanLe la densidad LoLal del sistema, manteniendo conslallle ('1 
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fi gura 4.4: Probabilidad de percolación pa ra istemas en los que la densidad 
Lotal se manLiene constante y se varia el número de cada eSj)('cie: L= I 02 
(círculos), Nt=1l2(rectángulos) y Nt=122 (triángulos) . 

volumen de la celda de si mulación y variando la calltidad dc partículas de 
ad a especie. 1 a ra ésto, primero se anali zó la probabilidad de pel'colaci6n 

de tres sistemas pm'os y se calcularon las prop iedades quc SOIl de inLer{'s ('Il 

este estudio , como 0 11 probabilidad de percolación , tamallO de clÍlllulos, dc .. 
Posteriormente para cada muestra fue extraida una call t idad de partículas 
percolantes y se introdujo en la celda la misma calltidad ele illllHln'zw:; , para 
mantener la de sidad total del siL tema COllstanLe. 

Como se esperaba, al disminuir la calltidad de partículas percolall[es 
disminuyó la probabilidad de percolación, e Lo es, la densidad del lInid() 
percolante se aleja de su valor crítico. Gn la fi gura 4.4 a .-) S ( ' ohs(' rva ('s l<' 
hecho. 

En la figura 4-4 -b se observa cómo la función de distribuci )n radial del 
fluido percolante , se mantiene igual al camhiar partículas pcrcolanLes por im­
purezas, debido a que la densidad toLal del isLema se ma nt ielle consLallte . 
I ~s to indica que la di sminución de la dellsidad de partículas del fluido pn­
colante ocasiona qu decrezca la probabilidad de pel'colac ió ll .Y no el <¡uc 
existan impurezas en el sistema ya que estas últimas favoreccll la forllla-
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ción de úmulos más grandes. Esto se puede comprob ar al observar dos 
mues tras con igual número de partícul as pC'l'colantes y dif(']'ente cant idad 
de impur zas, como se ilus tra en las tabl as 4. 4 y 4.5. E n ell as se ( 1)5(' rva 
el comportamiento que sig,'ue el sist ma cuando la par tículas j)(']'cola lll es 
se cambian por impurezas. Además, las impurezas ayudan a ma nle!ler la 
mi sma d i tribución del fluido percolante y por 10 tanto el mi mo \'alo r de 
con Lacto de é te, lo cual explica es te incremento en la probabilidad de 1)(' 1'('0-

lación . Algo obvio es que la di sminución en la densidad del fluido j)(']'cola Il Le 
ocasiolla que la fracción de monómeros aumente y que disminuya el talll a ilo 
de los cúmulos, debido a que existe una menor can t idad de "vecinos" CO Il 
los cuales fo rmar enlaces. Contrario a la ección anterior, aquí se C'ncoll t ró 
que al di sminuir el tamaño de los cúmulo también disminuye la calltidad 
de es tos . 

Tabla LI.LI Resultados de simulación manLcniendo la densidad LoLal consta nt e 

(Ptol = 0.2974) y varia ndo la concentración de partículas dc cada espcc ie. 
con eJe = eJ s . 

Ns (Ne) X NC¡\f T Z Xo P (JIJOll'. 

100(2) 0.0196 17 4.4 6.64 0.249 10.9 0 .'29 15 

91(11 ) 0.108 16.5·1 3.92 5. 03 

2(20) 0.196 15.54 3.53 3.94 

71 (31 ) 0.304 13.71 3.16 3.049 

Tabla 1. .- Resultados de simulación ma nteniendo la den»idad total ('onstante 
(Ptol = 0.3257) y variando la concentración de partícula.:; de cada c:-;pcc ic, ('on 

eJe = eJ s' 

s( e) T Z p 

110(2) 5.39 11 .3 

100(1 2) 0.107 4.61 7.37 

89(23) 0.205 16.11 3.95 5.9 

0. 265:3 

0.'2:39 

0.207 

P IIO/ t'. 

79(33) 0.295 1'1 .99 3.51 2.56 0.2·11 D 0.'22!J7 
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Tabla 4.6 Resu ltados de simulación manteniendo la den"idad LoLal COllst anle' 
(Ptot = 0.3557) .Y variando la concentración de partículas de cada cs!)('cic\ COII 

(l e = (l s' 

Ns (N e ) X NCM T Z Xo p p( f'8 ()/ l'. 

122 O 13. 8 7.44 22.2 0.15 39.3 0.3557 0.:3557 

108(14) 0.115 15.6 5.56 11.5 0.19 23.3 0. :32 17 

98(24) 0.197 16 4. 7 7.6 0.23 13.3 0.2965 

11 84(38) 0.31 15.4 3.9 4.8 0.29 4. 0.25DD 

4.3 Densidad del fluido percolante constante. 

De acuerdo a 10 resultados de la ección 4.1 , es de esperarse que al introd11cir 
impurezas en el sisLema la probabilidad de pCl'colación crezca y <¡uc ('11 alp;1Í1I 
momento e La probabilidad disminuya. La disminución en la probabilidad 
de percolación se espera que OClUTa cuando la fracción de VOlllll1CIl de las 
impm"ezas lleguc a superar la d l fluido y que al suceder esto sea más difícil 
que el fluido percolante forme cúmulos que se encue' ntren en esLado pel"( 'o­
lado. Motivados por la especLativa anLerior , decidimos analizar la forma (' 11 

que influye la presencia de impurezas en el sisLemn fijando la densidad del 
fluido percolante y variando la concentración de las impurezas. Para esle 
estudio se analizaron muestras para 3 diferenLes densidades de la especie 
percolante y e hicieron anál isis de varias fracciones de impureza .. " para cada 
una de ellas. 

Es obvio que si mantenemos constante la densidad del fluido lwrcolantc 
e incrementamos la fracción de empacamiento de las impllrezas la dellsidad 
total del sistema aumenta. De acuerdo a 10 mencionado en la secció lI alltc­
rior , un incremento en la densidad del sistema aumellta el valor dc' contado 
de su función de distribución radial, lo cual podemos observar en la fi¡i,ma 
4- 5. En la sección 4.1 también s mencionó que U11 mayor valor de' cOlltac­
Lo de la función de distribución radial de la especie ])e!"colaIlLc si!!,llifica 11n 
incrementó en la probabilidad de perco] ación . 

En las figuras 4.6 y 4.7 se observa el comporLamienLo ele Lres sisLemas 
con diferente densidad, Ps ' del fluido. Cuando es Los sistemas no tiellcn 
impurezas, X=O, su probabilidad de percolación es menor que cuando se' 

11 

11 

11 

11 

11 
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Figura ,1. 5: [<\mción de distribución raclial del fluido percolanLe, g.~.~( r ), 

obLenidad mediante simulación de Monte arlo, para dos sisLemas con vol­
umen (7CTs )3en los cuales se mantiene constante el número ele partÍCulas del 
fluido, Ns=70, y se var ía la cantidad de impurezas . La liJl('a cOIl Lilllll-t ('S 

para 13 impurezas y la linea a t razo para 70 impurezas . 
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agregan impurezas al sistema. A mayor cantidad de impurezas la probabili­
dad de percolación aumenta. Este efecto es causado por c1 incn'IlH'nto en la 
densidad total del sistema y como se mencionó en la sección ·1.1 . cl aumcllto 
en la densidad de las impurezas produce una mayor cantidad de confi¡!;nra­
cione en las cuales se encuentran cúmulos percolados. I:;;s lo Se ddw a qtH' las 
impurezas cüsrni nuyen el espacio disponible a las parLículas de las especie 
percolante. En la cur va correspondiente a Ps = 0.297'1, Se cncolltró que 
para W1a fracción de empacamiento de las impurezas de X= ü.G5 dism illuía 
la probabilidad de p ercolación, sin importar que el tamallo de los cúmulos 
crezca. 8sto es ocasionado por el hecho de que las impurezas superall ell 
cantidad a la especie percolante. También, se observa que es posible te!ler 
tilla probabilidad de percolación parecida para diferentes callt idades del fh.l ­
ido percolante [26]. Ésto es posible al variar la concelltracióll de impurezas. 
Por ejemplo, en las fig;uras 4.6 y 4.7 se observa que si se desea tener Ulla 
probabilidad de percolación de P = 25 %, una menor cantidad de partículas 
percolantes necesita una mayor cantidad de impurezas . Nuestros r<'sultados 
se vieron limitados a una densidad de Pt ot = 0.9 debido a que el tiempo de 
computo se incrementaba . 

En las tablas 4.7-4.9 se observan otras consecuellcia del illClTIlH'llto (' ll 
la fracción de empacamiento de la impurezas. Éstas SOIl : la calltidad dl ' 
cúmulos y la fracción de monómeros cüsminuye al aumelltar la fraccióll de 
empacamiento de las impurezas, además de que el tamaiio de los clínHllos 
incrementa. I~s to es, las partículas dcl fluido percolante tiellCll preferellcia 
por estar más unidas, formando parte de algún cúmulo, o uniclldo Clíll11l1os 
que a menor fracción de empacamiento ele las impnl"C>z<1,s se cnColltraríall 
separados . 

'labIa 4.7 R esultados de simulación manteniendo constallte la densidad del flnido 

(Ps = 0.2332) e incrementando la fracción de e lllpacamicnto de las illl¡mrCZas d(' 

diámetro a r = a s 
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[<,i gura L1. 6: Variación de la probabilidad de percolación cuando se mallLietJc 
constante el número de solventes en el sisLema e illcremcll Lallc!o la 
fracción de impurezas, X: ps=O. 3556(triangulos), ps=O. :3257(romhos) y 
Ps=O. 297 Ll ( cuadrad os) 
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Figura L1.7: Variación de la probabilidad de pcrcolacióll i!,Taric:acla cOIlLra la 
de nsidad Lotal del sisLema, en dOllde se manLicl1e cOllsLalll c la dell si dad del 
fluido y se incrementa la fracción de impurezas, X. L fI illdicacióll d(' la fi¡!;11rH 
es igual a la fi g;ura 4.6 
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4.3. DEN IDAD DEL FLUIDO PERCOLANTE CONSTi\NT/'J. ·1, 

Nc X NCM Z Xo p Pe Pl ol 

O O 15.44 1.57 0.2332 0.2332 

80 0.5 14.08 6.63 0.2656 0.46611 

120 0.6 12.73 11 .97 

200 0.71 9.52 27.2 

• 

• 

Tabla 4.8 Resul tad os de simulac ión mante nie ndo consLant e la densidad de! fluido 

(Ps = 0.2974 ) e incrementando la fracción de empacamiento de las illlplll"C'zas de 

diámetro (J e = (J s 

e X NCM T Z P P P/ o/ 

7 0.064 16.7 13.9, 0.30 0 .:3177 

• 12 0.1052 16.4 4. 15 0. 303 (U:~2 :3 

52 0.33 13.84 27.71 0.323 0. ,1-19 

I 70 12.54 6.8 31. 14 11 0.333 0.501 5 

11 110 9.57 9.3 0.125 41.33 11 0.35711 0.61 8 

11
170 0.625 5.93 15.8 53.45 0.0 1 48 11 0.401 6 0 . 7~n 

11 
190 .65 5.34 17.7 58.23 0.072 45 

11 
0.415 . ,1() 

• 
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Tabla 4.9 Resul tados de s imulacióll manteniendo co nstanlc' la de lls idad del fl uido 

(Ps = 0. :3257) e incrementando la fracción de empacalllient o de las illlpllrrza" el(, 

diámetro (J' e = (J' .9 

Nc X ~CM T .. Z AO P P e Pl ol 

O O 16.14 5.58 1 L.67 0.1948 21\.tI 0 .32.')7 0.:32.')7 

7 0.06 15.6 5.84 12,9 0 .1 71 26.6 0 .:3:3 0.3 16 

20 0 .1515 14.5 6.3 1,5.64 0.1730 30.66 0.3:3(¡ 0 .:3 :10 

80 0.4146 9.28 10.68 37.91\ 0 .1152 1\ 6 0.3708 0 . .').')8:1 

no 0.49 6.99 14.55 53. 79 0 .0919 '17.25 0 .:38,1 0.6'15(j 

170 0 .6 4.03 25 .91 0 .4 0.0563 46 .7 0.4'¡ 0.82 

180 0.616 3.71 83.44 0.0521 49 .1\7 0 .1\ 5 0 .8,192 

220 0 .66 92.12 0 .0383 52.97 0. ,19 0 .9(j.') 1 

Entonces, podemos con luír que bajas fracciolles de impurezas .Y 1111 
menor tamaño de éstas benefician la formación ele clí mulos ~TaJldes para 
la especie percolante. En cambio , cuando la fracción de empacamient o ele 
las impurezas supera la fracción de las partículas percolantes, la probabil­
idad de percolación decrece, como se observa para 11na dellsidad del []nido 
percolante de Ps = 0.2974, n donde se observa que la probabilidad de ¡>('r­
colación cambia su condueLa para fracciones de irnpll rezas arriba de - O.(jfí . 

Se espera que para Ps = 0 .3257 ocurra lo mismo para nna mayor (,OJl('('Jl­
tración de la impurezas. 

4.4 Densidad efectiva del fluido p ercolante con­
stante. 

:\10tivados por la dependencia que presentó la probabilidad de pe rco]aci )J1 

con respecto de la densidad ef eLiva del fluido percolante se analizaroll sis­
temas en los que se mantuvo constante la dellsidad efectiva del sist(,llla y 

s varió la fracción de empacamiento d las impurezas. La defillición d(' 
densidad efeeLiva se encuentra dada en el capítulo anterior. Para /llallteller 
constante la densidad efect iva del istema cua lldo se illtroducen illlpurezas 
es necesario di sminuir la densidad del fluido percolante. Se l' Il( 'O ll tró que, 
cuando la fracción de empacamiento de las impurezas se incre /llell ta, la prob­
abilidad de percolación t iende a aumentar como cOllsecuencia del a11IlH'IlLo 

J)J~ 1I FL UI J)O 



• 

• 

• 

• 

I ·1. f)E SIDAD EFE TIVA OI~L FLUIDO P/~H(,()LA TE ( 'O rvSTA T/~. · J~) 

28 

24 

20 

a.. 

16 

12 

8+-~~~~~~~.-~~-r.-~ 
00 01 02 03 0 4 05 06 07 0 8 

x 

L·' ig;l.1ra 4. : Probabilidad de pcrcolación contra la fraccióJl de impmezas ('11 

sisLemas en donde . e mantien constante la den idad efectiva . Para ll1la 

densidad efectiva de 0.2974 (curvas inferiores) tenemos: impurezas <kl Illi s­
mo tamai10 que el solvente (cuadrados), impurezas de diámetro 2(J (tri¡'1,ngl1-
10 ), impureza d diámetro 0.5(J (est rellas ) y para una celda de lOllgitud 
L= .5 (rombo ). Para una densidad efectiva de 0. ;~257 (curvas superiores) 
se mantienen los mismos símbolos. 

eJl la densidad total del sistema [26]. En este caso también existió UJl Jllá x­
imo en la probabilidad de percola ión , P, despué ' del cual disminuyc , como 
se observa en la fig;ura 4-8. 

I':sta cli sminución en la probabilidad de percolacióJl se debe l-t la di s­
millución d las partículas de la especie percolante, para poder 1l1 l-tnLcllCr 
constante la densidad efect iva, y a que las impurc7,as elllpic7,<1n l-t superar 
en cantidad a las partículas del fluido percolante. Observandose Lambié'lI 
que exi Le una combinación de parámetros, Ps 1,'8 X , para los cuaks exis[cn 
cúmulos de mayor tamai'io y despué's del cual empie7,a de ckcrecer el lamaiio 
de és tos, como se observa en las fig,l.lraS 4.9-4. 10. 

I';n la fl g,l.lra 4-.9 se observa que el tamaño promedio ele los clÍllllllos au­
Illenta cOJlforme se incrementa la ("racción de empacamiento de las impurezas 
y tambiéJl como existe un punto en el cual el tamaiio promedio de los Clí-
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Figura 4.9; El inver o del tamaño de los cúmulos contra la fracción de 
impurezas, para cLiferentes densidades efect ivas (0.2Q7,1 curvas s11j)eriores 
y 0. 3257 curvas inferiores), diferente tamaño de las impll rey,as .Y diferente 
tamai'io de la celda. La ind icación de lo símbolos es la mi sma (11l<' ('11 la 
figura 4. 
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Figura .1.1 O: Distribución del tamaño de los cúmulos para dos siste ll las ("0 11 

densidad efectiva, PeJ=O .3257 Y misma fracción de impurezas, X= () .72, 
variando d tamaño de las impurezas. Para el mismo tamal10 de illl]H1rc'zas 
y solvente (l inea continua) e impurezas 2 veces más grande que el solvellt e 
(l inea a trazos). 
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Figura ,1.1 L: Fracción d monómeros conLra la fracción de illlpurezas, para 
diferenLes densidades efectivas (0.2974 curvas sl1periol'cs y 0.:1257 ('l!t'VHS 

inferiores), diferenLe Lam año de las impurezas y difc'l'c' lllc' talllailo de la ('('Ida . 
La indicación de los si mbolos es la rni sma que en la fi ¡?,l ll'a ,1. . 

mulos empi za a disminuir u Lamaño. 

En la figura 4.10 e presenta la disLribucióll dcl talllaiio de los ('(llnll ­
los para diferentes fracciones de impurezas . De ahí se 1>11('de v('r qm' ('011 

dos fracc iones diferentes de impurezas , manLeniendo cOl1 sLanLe la den sidad 
efe Liva, es po ible tener la misma di sLribucióll del LaJll ¡'u'lO de los ní11 1111os. 

En la figura 4.11 se observa cómo la fracción de mllnómeros, \ 0, en (,1 
s isLema t iende a disminui r , por la misma causa que dislllinuy(¡ el mínll' l'O 
de cúmulos (aparición de uno poco cúmulo, muy ¡!;randes al <lllll1en(ar la 
densidad LoLal del sistema). 

Además, se encontró que al aumenLar el Lamallo (le> las imj)1ll'('zas la 
probabilidad de percolación se incrementaba, con respecto al sisle llla 1'111'0, 
siguiendo el mismo compor tami n Lo cualüaLivo obse rvado en los sistem as ('n 
los que las impurezas eran del mismo Lamal10 que las partículas ])ercol<1l1(es 
( figura 4.8). Sin embargo, esL in l'C'menLo era menor que el observado (,llal1-
do las partículas de ambas e pecies eran del mi smo tamal'lO, ('s to para bajas 
concen t racion de las impurezas. A a ltas densidades se puede ver ql1C' la 
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rapidei'. con la que decrecen los sistemas con ig;ual tamallo de las imIHl]'('i'.aS 
es mayor que cuando tenemos impure~as de mayor tamaño. I~s t() cs dchido 
a la alta concentración de las impurei'.as, las cuales empiei'.an a form ar ma­
t rices rígidas. En la figura 4.8 se puede comprobar quc a mayor LamallO de 
las partículas de la segunda especic la percolacióll decrece más lcntalllC'llte. 

Para un menor tamaño de las impw'ezas (as = 0.5) se en('onl ró que 
cl máximo de la probabilidad de percolación, P, del fluido pcrcolante se 
CI1 ontraba para una fracción de empacamiento de las impurezas de X= O.'l, 
y que d espués di srru nuía, observandosc un comportamjento cuali tativo ig,l lal 
al encontrado cuando las impureza eran de mayor tamaño. Adelllás, se 
obser\'ó que antcs del máximo la probabilidad de percolación , P, cra Illayor 
de la encontrada pa ra impurezas de mayor tamaí'ío. También , ~e obse rvó 
que una menor fracción de empacami nto de las impurezas era ))('('csari a 
para obtener la rni sma probabilidad de percolación , P, del sistema pu ro. 
I':s to último es debido a que un m n r tamal'ío dc las impurezas pCrIllitc \J I) 

intercalamiento más fácil de las partículas de ambas C'species por lo qul' la 
probabilidad de p rcolación decae a una menor fracción de empaquetamienlo 
de las impurezas 

Estos resultados a altas concentraciones dc impu rezas con('l1('n la ll ('011 

los resultados encontrados por Vv . J. Kim et.alf.9j. I ~ll os propllSicroll Ull 
modelo para csturu ar la percolación de un sistcma en dos d imcllsioncs, el) 
cl cual existe una distribución s gr gada. Este moclclo consist ió cn ncar 
una matriz const itu ida de grano hexágonale ai lanLcs cn cuyas frollLeras 
se depo itaron pequeñas partículas conductora. Con simulación de i\ lonte 
CarIo partículas esféricas conducLoras eran gen radas ('n las froteras dc los 
hexágonos. I ~n csLc modelo se es tablece un enla e cuando cn la [roll Lera 
entre dos granos hay n partículas conductoras (ell doncle n es tal que si 
L es el tamaño de uno de los lados d 1 hexagono y a es cl diá metro de 
una par tícula conductora entonces n=~ ). Después de depositar todas las 
partículas det ctaron las t rayectorias d enlaces c nCClados y cst able('i<'roll 
c1 umbral dc percolación cuando se encontraba una trayectoria tk c I11 a('('s 
que tocaban cxtremos opue tos de la celda. E te análi sis lo rcali i'.aroll para 
di[crentes tamaiíos de grano de la matriz y encontraron que la dClls idad 
umbral a la cual se gencra la red percolada d i minuyc conforme sc al111l<' ll t éL 

el tamaño dc los granos, como se pued ver en la figura 4. 12. 
Ocbido a qu nuestros resultado dependen dcl tal11,.1.I10 de la ('clela ('clll ral 

se analizó el comportarruento del sistema cuanclo cl tal11aJ1o elc la ('(' Ida ('S 

más grande (V=8. 53 ). Para estc si, tema se ncontró que la probahi li dad 
de perc01ación, llIanteniendo constante la densidad cfcctiva , Pr¡ = 0.'2~)7 · 1 , 

disminuía a pesar de que el tamal10 de los cúmulos se incrcll1elltaba. I '~s ta 
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disminución en la probabilidad de percolació ll se debe a que es Ill ás dificil 
formar cümulos que tengan una longitud de .5, ('s los pueden es Lar LomaJldo 
una morfología tal que se necesitaría incremenLar la densidad del fhlido 
percolante para que sin importar la morfología de los cúmulos estns pucdan 
tener longitudes tales que el sistema aumenLe su probabilidad de pel'colac ióll. 
Lo importante en este último análisis es el hecho de que el comporta miento 
cualitat ivo enconLrado en el sistema de mayor tamaI10 fu e el mi smo qu<, 
el encontrado en los sistemas anteriores y que a pesar de que el llúmcro 
y tamailo de cümulos se incrementaba la fracción de monómcros malltmro 
el mi smo comportamiento cuali Lativo y cuan ti LaLi vo, como se ohsn va eJl 
las figuras 4.8 , [1.9 y 4.1l. Entonces, nuestras conclusiones principales no 
dependen del tamaño de la celda. 

En las LabIas 4.10- 4.1 5 se muestra un resumen de los result ados obLenidos 
para los diferell tes sistemas en los que s mantuvo consLante la dC llsidad 
efectiva . 

Tabla -1.10 Resultados de simulación en los que e mantu vo constante la dells idad 

efectiva del Ouido percolante, Pe = 0.2974 con diámetro de impurezas (T (. = rr 8 

Ns(Nc) X I\'CM T Z Xo P 77 

102 O 17.05 4.54 7.12 0.241 12.5 0.15G 

98(26) 0.2096 15.92 4.73 7.79 13.7 O. ] 9 

9 (31) 0.22 15.8 4.79 1.J.24 O.HJ5 

96 «11 ) 0.3 15.36 4.83 14.24 0.20 

93 (62) 0.4 14.6 5 15.02 0.2:35 

9( 9) 0.50 13 .6 5.1 7 9.3 0.2 1 15.1 0.269 

83 (124) 0.6 12.5 5.3 9.77 0.20 15.6 0 ':315 

81(135) 0.625 12.1 5.38 9. 0.198 15.8 0. :3:3 

79( U ) 0.652 1l.7 5.4 9.9 0.196 15.2 O. :3·Hi 

71 (201 ) 0.73 10.7 5.34 9.4 0.193 13. 7 0.,129 
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Tabla 4.11 Resul tados de simulación e n lo que se mantuvo constante la de nsidad 

efectiva del fluido percola nte, Pe = O .2974 con diámetro de impureza-.; rTr = 2rTs 

Ns (Nc) X N C M T Z Xo P '7 

99 (3) 0.1951 16.3 4.643 0.232 12.95 0.1 G 

96 (5) 0.2941 15.61 4.72 7.74 0.232 13. 23 

91 (9) 0.4417 14.45 0.225 

11 6(13) 0.5474 13.36 0.22 14.26 0.29 

11 80(18) 0.6428 12.1 5.2 9.4 0.21 14.4R 0.:311 

11 71 (25) 0.73 10.43 5.45 9.90 0.199 1:3 .R O.'1J :3 I 
11 66 (29) 0.7785 9.6 5.55 10.04 0.193 13. ,1 

Tabla 4* Resultados de simulac ón en los qu se n antuvo const anle la dells idad 

efectiva del Ruido percolante, Pe,de 0.2974 con diámetro de impurezas rT ,. = O . .'í rT ", 

X NC M T Z Xo . 

98(208) .21 15.84 4.78 7.97 22.23 14 .22 .2 

93(480) .4 14.58 5.02 19. 3 

89 (689) .L19 13.8 I 5.11 9.05 18.4 15.36 .25 

83(1000) .6 13.07 11 5.05 .6 17.06 13.37 .2,1 

Tabla 4.12 Resultados de simulación en los que se mantuvo cOllstante la de nsidad 

efectiva del Ruido percolante, Pe,de .3257 con diámetro de illlpurezas rT r = rT s 

Ns (Nc) X NCM T Z Xo p 

112 O 16.13 5.59 11.67 0.195 24.11 

110(10) 15.6 

111 (10) 15.7 

11 0(21 ) 0.16 15.34 

108(24) 0.1818 15 

105(45) 0.3 14.12 0.18 2G.75 0.227 

101 (67) 0.4 13.2 6.3 14 .75 0.173 27.7 (J .2.'í.'í 

100(72) 0.419 12.9 6.37 14 .93 0.173 

96 (96) 0.5 12.1 6.6 15.6 0.167 

91(125) 0.57 7 11 .3 6.75 0.161 

86(152) 0.63 6 10.62 6. 2 0.157 

82(1 74) 0.6 10.2 6.78 15.43 0.156 25.68 0.391 

78 (200) 0.72 9.94 6.61 14.11 0.156 23.11 0.12:3 



"1.4. DENSIDAD EFECTNA DEL FLUIDO PERCOLANTE ca TA TE. 57 

Tabla 4.13 Resu ltado de s imulación en los que se manLuvo cO l1sLanLe la densidad 

cfecLiva del Ru ido percola nte, Pe = O .3257 con diámeLro de impurezas (Te = '2(T" 

N s(Nc) X NCM T Z :\:0 P r¡ 

112 O 16.13 5.59 11.67 0.195 24.4 0. l7l 

109(2) 15.46 5. 7 12.13 24 .64 

105(5) 14.5 5. 13. 09 

97(11 ) 0.4756 12.8 6.22 14.23 

96 (12) 0.5 12.56 6.3 16.92 0.176 25.87 O.29l 

90 (16) 0.5871 11.43 6.52 15.22 0.17 25.9 0.33:3 

86(19) 0.6386 10.71 6.69 15.7 0.166 25 .79 0.363 

82 (22) 0.6821 10.06 6.82 15.86 0.161 25.35 0.39:3 

78 (25) 0.72 9.47 6.9 15.89 0.159 24.6 0.423 

75(27) 0.7422 9.09 6.94 15.72 0.1573 23 .79 0.'H 4 

Tabla L1. 1'1 Resultados de simulación pa ra un tamaño de celda de longitud L= '.r') 
una densidad efecLiva Pc=O.2974 con un diámetro de impureza'3 de (T e = (T" 

Ns ( c) X 11 CM T Z Xo P 71 

1 3(2) O I 30 4.56 7.45 0.24 9.1 0. 15G 

179(24) 0.118 29.3 4.66 7.85 0.235 9.8 O . 17 :~ 

174 (58) 0.25 4.8 .44 0.228 10.62 0.l97 

I 166( 110) 0.39 5.02 9.33 0.218 11.7 0.235 

11 153(194) 5.3 11 10.5 0.204 12.94 0.295 11 

11 146(238) 0.62 5.4 11 10. 7 0.199 13.11 0.327 11 

11 129(34 ) 0. 73 5.46 11 10.62 11 0.1922 11. 32 0.,106 1I 

• 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

Fn este trabajo hemos dado una interpretación fí ica del modelo de esfera ('x­
tendida. I~ste modelo nos proporcionó un criterio para formar ('1I1aces entre 
partículas y as í poder realizar un estudio sobrc el fenómeno de pe!"colacióll 
de un sistema de es feras duras a bajas densidades . Además, extelldimos 
el algori tmo de simulación de MonLc CarIo que se utiliza para ('s tlldiar el 
fenómeno de percolación a mezclas. Con ésto hemos podido observar como 
afecta a un fluido de partículas percolante el coexistir en UI1 mismo medio 
con otro t ipo de partículas que hacen la función de impurc'zas. (\lando 
realizamos éste análi sis sobre la influencia que ejercen las impuH'zas el1 un 
fluido encontramos que éstas fomentan la formación de cúmulos de mayor 
tamaúo, contrario a lo que en un principio hubié emos pensado debido que 
parecía obvio que meter impurezas al sistema inhibiria la form ación de cú­
mulo ocasionado por un intercalamiento entre partículas de ambas especies. 
Para poder entender ésto. observamos el comportanLÍenLo del sistema COll 

diferentes fracciones de partículas (fluid per olante e impurezas) .Y/o con 
diferentcs Lamaiios impurezas. Encontramo que a bajas fracciolles de las 
impurezas se promueve la formación d cúmulos más grandes y por lo tan­
to e aumenta la probabilidad de encontrar cúmulos percolados. Además, 
encontramos que alta concentraciones de impurezas la probabilidad de ]>er­
colación di minuye, como lo podemos observar para UIla densidad (kl flllido 
percolante de Ps = 0.2973 y una fracción de empacamiento de las impurezas 
dc X=0.65. 

Realizamos estudios en los cuales se mantuvo constante la <k llsidad e[ec­

tiva del sistema y encontramos que a para dif rentes densidades efectivas () 
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diferentes tamaños de las impurezas, el comportall1jento cualitativo obser­
vado fue el rusmo. 

También purumos constatar que a pesar de que m1C's tros resultados de­
penden de las rumensiones de la celda, el comportamiento cualitativo qm' 
mostraron los sistemas para diferentes tamaños de la celda fue el mismo. 
Además, encontramos que la úruca propiedad que es indepE'mliente de la 
vari ación de la celda es la fracción de monómeros , por 10 llleJlOS a densidad 
efectiva constante . Al efectuar los diferentes análisis hemos visto que ('S 
posible ten r una misma probabilidad d . perc:olación para difercntes COlll­

binaciones de los parámetros. Además, haciendo uso del valor de cOlltac(o 
de la función de rustribución raru al puwmos hacer predic:iones sobre el ill ­
cremento o la disrunución de la probabilidad de percolación , gracias a S11 

relación con el potencial de fuerza mecüa. 
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