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Resumen

Presentamos los antomatas celnlares (AC) mediante gralos dingidos, conocidos
como traductores, se logra (1) caracterizar al AC por sn tradnctor delerminista
minimo (Ldm), {2) nsar como parametro de clasificacion la ramilicacion promedio
de los vértices del tdm, (3) calenlar Ta entropra topoldgica de Ta primera imagen
del espacio de conlignraciones, (1) usar un método para encontrar los subeonjun-
tos invariantes de confignraciones viajeras v s entfropta topologica. Se presen-

es (ACEY.

tan resultados de (1)-(1) para la clase completa de los AC clementa
Se extablece la entropia topologica del conjnnto Timite de 25 ACE, adicional-
mente a los 30 ACE sobreyeetivos, Se presenta el griupo completo de transfor-
maciones internas mas la refllexion para las reglas que deflinen a los AC Se velina
la clasificacion de la ramilicacion promedio con el orden del grupo de simetrias
del antomata. Y finalmete se extienden Tas simetrias de reglas a simetrias de

automatas mediante nn traductor dunal del antomata.
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Capitulo 1

Introduccion

Resumen

Se ubica el problema de clasificar aulomatas celulares. Se deseribe cual s el
camino que scquimos cn osle rabajo para dor ouna coraclorizacion de os A

unidimeonsionales .

Los antomata celularves (AC) imidimensionales consisten de nna ved bi-infinita
de celdas que Hamamos confignraciones. Cada una de las celdas toma valor en
un conjunto A de b simbolos ¢qne llamamos ol allabeto v ogue sin pérdida de

generalidad lo tomaremos como 7. El espacio de confignraciones de nn AC es

S = ZZ yla evolucion es Hevada a cabo por la iteracion de un mapeo [ @ 27
ZZ. La evolueion resultante es disereta en el tiempo.

[La Torma como actiia [ sobre las conlignraciones, consiste en actualizar simnl-
tancamente los valores de cada celda en una configuracion, de acnerdo a nnma regla
local fi . Porvegla local entendemos una luneion que depende de nna veeindad
finitd férmada por I € N celdas. Esta vecindad ineluve a la celda que vamos
actualizar[l]. La regla del antdomata fi pnede ser vista como una tabla: nna lista

de todos los bloques de tamano T mapeados a valoves en Zg.

RS - . S .
A pesar de fasencillez del modelo, Ta dinamica resultante es en general compli-

cada. Fsto ha heeho a los antdmatas celnlaves muv iitiles para modelar fendmenos



complejos. Antdmata celnlares sirven como modelos simples v lian sido amplhi-
amente investigados en Fisica [2][3], Quimica, Biologia y Compntacion [1]. Los
AC presentan una gran variedad de estrueturas en snoevolneion. -‘nuri(m de
ondas solitarias o solitones es Hevada en Torma natnral a AC por Park et. al [5]
como signe: Il término onda solitaria o particnla en nn antomata significa ¢ue
un patron periodico de celdas o sitios con valores distintos de cero se propaga
con velocidad finita fija. Una colision entre particulas se dice gne es una colision
solitonica si Tas particulas retienen snodentidad despues de Ta colision. Fste com-
portamicnto es similar a las soliciones de ondas solitarias en eenaciones de onda
no lincales. Recientemente Tokihivo et.al [6] mostraron como la versidn discreta
en tiempo v oespacio de una cenacion de onda no lincal como To es la Hamada
ecnacion de Norteweg-de Vijes, es Hevada a nna forma que resulta en una regla
para la evolneion de confignraciones nnidimensionales que presentan solitones in-
teractiando como en la cenacion continua. Aleunos tipos de NC los enales poseen
estructuras de solitones v muchos hechos de estos sistemas han sido clavilicados
en las referencias [7] [8] 9]

Un problema Tndamental v actual en teorfa de antématas celnlares; es su

clasificacion v carvacterizacion para determinar la estractura del espacio de es-

tos mapeos. Una clasihcacion hasada en caracteristicas inlrmsicas de los ACs es
genolipica. Una clasilicacion hasada en la dindmica mostrada por el antomata
celnlav ex fenolipica. Rumbo a nra clasilicacion nosotros estudiaremos los sib-
conjuntos imvariantes, los conjuntos Iiiles v las simelrias,

La clasificacion mas conocidiac propnesta por S.Wollram [10]. es fenotipica
y esta basada en la observacion (lirecta de experimentos de compnladora del

comportamicento de los patrones espacio-temporvales, Los patrones se ohticnen al

aplicar ¢l mapeo [ a conlignraciones iniciales de tamano finito con condiciones

de frontera periddicas. Wollram distingue cuatro clases:

Clase T L.a evoluncion Heva a nna conlignracion en la que todas las ecldas tienen



el mismo valor (homogencas), independientemente del estado inicial del

antomata. 21 conjunto Iimite es un solo punto atractivo.

Clase II La cvolicion lleva a patrones estables simples & periddicos, I conjunto

IMmite es nna coleceidon de Grbitas periddicas atractivas.
Clase ITI La evolucion fleva a patrones caoticos

Clase IV Laevolucion lleva a patrones localizados de comportamiento complejo,

algnnas veees de larga vida.

Esta clasilicacion es cnalitativa v abierta a mmchas interpretaciones v obje-

ciones. Por ejemplo, el miimero de confignraciones crece exponencialmente con

el niimero de celdas y aparcce el problema de determinar si persiste el compor-
tamiento de un antdmata en el mite de tamano inlinito v/o con el cambio de
condiciones de frontera.

Basados en la clasilicacion de Wollram. Tos antores Cnlik v Yo [1] dan nna
definicion mas precisa de las enatro clases de antdmatas celulares. Fllos definen
conlignraciones linitas respecto a un valor v, como aguellas en las que todas las
celdas, excepto n mimero linito de ellas, tienen el valor a. S clasificacion se hasa
en las mismas clases de comportamiento cualitativo definidas por Wolfram| pero
aplicadas a estas configuraciones especiales. Culik v Yo [12] muestran que el prob-
lema de pertenencia a una clase es en general indecidible para Tas enatro clases.
1 hecho de considerar conlignraciones finitas para delinie los comportamientos
y las clases precisa y mita la clasificacion de Wollram. Las tres primeras clases
de Cnlik v Y coineiden con las tres primeras de Wollram para los antdmatas
celulares totalisticos de rango dos.

Una clasificacion genotipica es propuesta por Gutowitz en la Ref[13]. La
clasificacion agrnpa antdmatas celnlares de acnerdo a la accion de los antomatas
sobre las medidas de probabilidad que no imelnven correlacion espacial. La clasifi-

cacion es jerarquica v paramdctrica. Gintowitz establece nna concordaneia con las



clases de Wolfram, con Lo ventaja de que Ja pertenencia a nna elase se dedaee de
parametiros obtentdos de Ta regla que define al antdmata. Sin embargo, no toma
en cuenta la correlacion espacial entre celdas dnrante la evolneion del antomata.

Otro esquema de elasilicacion es propuesto por W L en la RellJ11]0 Al Ta

estructura del espacio de reglas es analizada mediante dos parametros. el caso

de los antdmatas clementales, uno de ellos se deline como la razon del mimero

de blogues mapeados a | respecto al total de hlogues en el dominio de fa tahla
de delinieion de Ta regla. L otro parametro es la distancia de Hanmming definida

para las reglas. Se observa que reglas cercanas generan antdmatas con compor-

tamientos similares, excepto en regiones del espacio de reglas que Ly Hlama de
Lilurcacion. Usando los parametros delinidos, Li divide el espacio de antdmatas

en cinco clases, basado en el comportamiento enalitativo a partiv de conlignra-

clones initas “tipicas”™ con condiciones de frontera periodicas. Las cinco clases

de Tison:

(A) Reglas nulas o veglas de punto lijo homogencas

(B) Reglas de punto lijo inhomogencas.

(C) Reglas periddicas.

(D) Reglas localmente cadticas: dinamica cadtica confinada por paredes.
(E) Reglas slobalmente cadticas.

La relacion entre estas cinco clases v las enatro clases definidas por Wollram
es como siane: La elase Tde reglas de Wollram es ienal a Ta clase (A); La clase
[T de veglas de punto fijo v periddicas de Wollram son la union de las elases (13)
v (C) Ta elase T de reglas globalmente cadticas para Wollvam, es la clase (19) v
la clase TV de Wollram requicere de mavor especilicacion para poderla ineluir en
algnna de las elases de WL

2L objetivo de nuestro trabajo es:



L. caracterizar en base a la dinamica global del espacio de conflignraciones los

antomatas celulares (elasilicacion lenotipica)
2. definer parametros de control para la clasificacion de fos ACs

3. encontrar métodos pava wdentilicar subeonjuntos invariantes gque scan rele-

vantes dinamicamente
1. defimir y encontrar los grupos de simetras de los antdmatas celulares
5. clasificar Tos antomatas por sus simetrias (clasificacion genotipica).

6. relacionar ¢l comportamiento dinamico v los parametros intrmsicos de los

antomatas celnlares.,

Notese que, una vezidentiicado el conjunto imite o fos subconpuntos imvarian-
tes, el comportamiento del antémata dentro de ¢stos conjuntos es un problema
adicional. Ast que lo gque hacemos es distinto a definie tipos de comportamiento
y clasificar los AC's en hase a estos comportamientos. Pero tampoco nos himita-
mos a considerar nna clasilicacion de acuerdo al comportamiento cualitativo de
las orbitas de algiin tipo especial de conlignraciones iniciales, elegidas de snbeon-
Juntos particulares del espacio de configuraciones, como podria ser el caso para
confignraciones miciales con requisitos espaciales como el de azavosidad, o con
homogeneidad excepto en nna region, ete 1]

el trabajo se usa ampliamente Ta presentacion de antomatas celulares a

traves de lraductores que delinen Lo aceion del antdmata v presentan a dos con-
juntos, el dominio v la imagen o conjinto de salida [15]. Los traductores son nna
forma sencilla de representar conjnntos v fanciones. s posible calenlar con ellos
caracteristicas globales como lo es la entropia topoldgica espacial «del conjunto
de salida. Los vértices v llechas en nuestros traductores representan blogues de
celdas de tamanos [ — 1 v [ respeetivamente. Una llecha ¢ conecta al vértice u

con ¢l vértice vosi hav nn traslape completo de w con las primeras [ — 1 celdas de

6



¢, v de vocon las ultimas [ = | celdas de oo La etigueta que se pone en la [lecha
ces file), Con esto generamos ina presentacion de Ta tmagen de nnantomata
-

[ sobre el espacio de confignraciones ¥ (8} v que son las confignraciones ¢ne

oblenemos leyendo las etiquetas del traductor, es decie el conjunto de salida del

traductor. St ponemos atencion solo en el conjunto de salida. el traductor puede
seren general redundante, en el sentido de que traductores con nnomimero menor
de vértices, prueden representan al mismo conjunto. Por eso, los fraductores son
Hevados a una representacion mmima en el niimero de vértices v sinambigiedad

en as elhiquetas de las llechas gue salen de cada vértiee,

Represeatando a los conjuntos nmagen mediante nn traductor mmimo deter

minista nico. delinimos nn parametro pomny faal de calenlar voque esta rela-

cionado con que tan triviales o no, son los conjuntos imagen representados por ¢
traductor. El parametro pes la vamilicacion promedio de fos vértices del gralo. Se
deline como la razon del mimero de lechas al miimero de vértices del traduetor gue
presenta al conjunto. Definido asi; enmiple con los requisitos gne descamos, 1o
nos genera ef valor de I para fos antdmatas triviales v el de & para los antomatas
sobrevectivos. ista difiere dela cantidad que define \Wollram [16], porqne ¢l se
limita al niimero de vértices vose da el caso de gue antdmatas cnvos conjuntos
mmagen son presenfados por traductores con el mismo nimero de vértices son
totalmente distintos, ann para casos tan simple como o son los antomatas cles
mentales definidos por las reglas locales [i(e) = 0 v [i(¢) = ch+ ey mod 2, donde
¢ = ¢y e os an blogne de tres celdas, Para la primera regla, conocida como la
regla O, ¢l conjunto imagen es solo vna conlignracidn v para la sieiiente, conocida
como la regla 90, es todo el espacio. Sin embargo, los conjuntos de salida para
ambos ACs estan presentados por nn traductor mimimo deferminista de nn solo
vértice.

Usamos como nn parametro de clasificacion de los ACs el parametro p el
traductor mimimo determinista [17] que presenta la primera imazen del antdmata,

Fstao nos da 15 clases con lao misma vamilicaciaon promedio pode los eralos miimnmos



deterministas en cada clase,

Usando la deseripeion en tradaetores, calenlamos Lo entropia topoldgica es-
pacial de la primera imagen de los antdmatas para todas las reglas elementales
que los definen. Wollram hace nn calenlo analogo, pero solo para las 32 reglas
clementales que ¢ Hama legales. Fxtendido a fodas las reglas, obtenemos n
total de 21 clases, cada wuna con nn valor de entropia topoldgica diferente. Los
valores obtenidos son cotas superiores para la enlropia topologica de los conjuntos

Iimites.

Adicionalmente a las cotas supertores, colas inferiores para la entropra de los
conjuntos [imites se pneden obtener de subeonjuntos invariantes, que desde Tnego
estan melmdos en el conjunto imite. Nos proponemos encontrar subeonjintos
imvariantes que nos acerquen desde adentro al conjrnto lmite.

Consideramos los subeonpuntos invariantes formados por las confignraciones

para las cvales el antomata [ se comporta como na potencia del shift [18].

Damos presentaciones de los snbeonjuntos invartantes a traves e -traduclores.

Calenlamos la entropia topologica de Tos subeonjuntos invariantes deseritos, para
Lodos los antdmatas elementales gue los presentan.

El estudio de patrones linitos o dominios viajeros, gie son hlogues linitos que
aparceen en las conligiraciones Viajeras, nos lia hecho ver que para algimos casos
la dinamica de los antomatas pnede ser cavacterizada como uma interaceion entre
estos dominios. La imiportancia del rol que jnegan los dominios en la dindmica
de varios antomatas que presentamos, esta en que la entropla del conjunto mite

esignal a la de suconjnnto de conlignraciones viajeras. De la coinetdencia de las

cotas mleriores v superiores se obbiene el valor de Ta entropia topoldeica para los

35 de os 236 antomatas o

conjuntos imites e cmentales.
("omo otra via hacia la clasilicacidn, consideramos las simetrias de las re-

glas locales (ne son caracteristicas sntrinsicas del antomata, es decir su genolipo,

Delinimos transformaciones internas para las reglas v odeterminamos el griupo

campleto de las transformaciones de simetria de Jas reelas elementales. Comen-



tamos s extension a rangos v oalfabetos mavores. Con las orbitas generadas por
la accion de este griupo sobre el espacio de reglas obtenemos 22 conjuntos, que
forman clases de equivalencia, X orden de la clase de equivalencia es una medida
de Ta asimeiria de las reglas que pertenecen a esa clase.

Fxtendemos las simetrias de reglas a simetrias de antomatas. Fstablecemos
una conexion entre fas simetrias, que son propiedades intrinsicas; con la dinamica
del antomata [19].

La presentacion de este trabajo se organiza como signe. T el Capitulo 2
damos las definiciones v los elementos necesarios, Fooel Capitulo 3 presentamos

los resnltados para las clases, definidas mediante el parametro p. Fncontramos las

cotas superior e inferior de Ta entropra de los conjuntos imites de Tos antomatas v
con esto el valor para alennos conpuntos imites. Presentamos el grupo completo
de stmetrias sobre Jas reglas de antomatas v encontramos las clases ¢ue se generan
por la accion de este grnpo sobre el espacio de reglas. Tlacemos una refinacion de
nuestras clases con ¢l parametro ae ramilicacion v presentamos la extension de
las simetrias a los antomatas,

el Capitnlo 1 hacemos una disension de los resnltados y damos nnestras

conclusiones.



Capitulo 2

Elementos Basicos

Resumen

En esta pavte presontamos las caraclorsticas dol cspacio do confiquraciones,
definimos qud son automalas cclulares, Traductores, ramificacion promedio. cn-
tropia lopologica, le. Presculamos los indlodos pava coconlrar los Lraduetores,
la ramificacidn promedio, la cnlvopia lopoligica, los subeonjuntos Divariantcs de

configuracioncs viajcras y las simctvias de las roglas locales y los aulomalas,

2.1 Automata Celular

Definicion 1 (7na configuracion cs una sccaencia doblcmente infinita de simbolos.

La forma como vemos el espacio de conlignraciones nos Jeva a darle nna es-
tructura topoldgica v métrica especrfica. Dado el conjunto finito 7, dotado con

la topologia discreta, es decir en donde el conjunto de abiertos es el conjunto po-

tencia 274 delinimos el espacio de configuraciones ¥ como el producto topoldgico
X
\ A r r - _ - _ R . - - .
U= = e X T X Ay —H(//k)i*{("z):,\,|-’x'. /k}- (2.1
iy



Delinimos la distancia entre dos configuraciones v, y € ¥ como,

(<
o
—_

dlae,y) =dryrary Ly Zyayy) = Z — (:

Asi el espacio de conlignraciones ¥ es un espacio métrico compacto y los conjuntos
abicertos (cilindros) son inducidos por la topologia de 7 | estos son

W, ol = {20 ) v, =a, para <y <Y (2.3)

-

Ademas, ¥ es completo.

Se define el mapeo de traslacion o 0 X — S tal que sioor, denota el valor en la
posicion -esima de o € Y entonees (o), = vy Adoptaremos la palabra shift
como nomhee propio para el mapeo de traslacion o,

Dotando con nna medida de probabilidad o al conpinto 7, obtenemos el

espacio de probabilidad (7, B ) donde B es el campo de Borel generado por los

u

conjuntos {i} cons € Z, v ilamedida joqueda definida asignando a p({1}) el valor
pi donde Sops = 1. Fsta medida se extiende a los cilindros del espacio producto.
Los cilindros son los generadores del campo de Borel del espacio producto vy la
medida producto viene dada por ji(y [y, ... wl) = [_[_/,:/, I, -

Con la medida adoptada para el espacio producto, el shift o es nna transfor-
macion medible y que preserva medida (ie) p(a= By = () con I3 un conjunto

de Borel en el espacio producto.

Definicion 2 /n automala eclular es un mapeo [ 08 — X que ex conlinuo cn

la topologia producto y que conmmuta con o,

o da Rell[21] se demuestra que an mapeo de este Lipo es siempre realizado
por una lmeion a blogues ;@ Z0 — Z v viceversa, La funeion global o antdmata

celular [2X — ¥ queda delinida por nuna lineion a hlognes, tal que



Para un antdmata celular / las imagenes sucesivas de snodominio estan anidadas

IS C IS, (2.5)

En efecto, si o € f"PHY) entonces existe un w € X tal que o = ["(0e)
FH ) y como [(w) € ¥ entorees o € [Y(E). Un hecho a tener en cuenta es
el de que para cada valor de b = car(Z,) v de L (el tamano de la vecindad) ol
nimero de reglas fi viene dado por A4

Al conjunto [1(Y) le Hamamos el conjunto de salida al tiempo ¢ del antdmata
celnfar f.

Sea 13 ¢l conjunto de blogues de tamano v e = o epeg un elemento de

B3, la forma nsnal deadentilicar la vegla es con el mimero dado por

| L= ok (2.6)

(€ R,

= Yie ko Como ejemplo, para ol caso elemental b =2 v { =3 enla

-

donde

Tabla 3.0 se ilnstra como calenlar el mimero de la regla

f(000) =0 [, (010)y=0 [,(100) =0 [,(110) =1
L0ty =1 00 =1 K000y =1 f000H)=0

Tabla 3.0 emplo regla 1060 [i{e) es el | o | -esimo digito

de [ fr] en base ko (106), = 01101010

Il conjunto Inmite de nn amtomalta celnlar es delinido como

V() =) ) (2.7)
=0
Un subconjunto Y C Y es [invanante st f(Y) = Y. B conjunto Hmite es el

maximo subconjunto f-invariante de S0 Los avtdmatas ticnen Ta propicdad de



que los conjuntos imagen que gencran, como ya dijimos, son invariantes ante ol
shift a. A vn subeonjunto de Y qne es invarnante ante el bl se le denomina

subshift [22] La secuencia de imagenes [1(2) es nna secuencia de subahifis.

2.2 Traductores presentando autématas

51 conjunto de todas las seenencias, o hlogues, de tamano linito ¢ne aparecen en
las configuraciones de v subshift (7 C Y es denotado por L) v se denomina el
lengnaje asoctado a (. Una [orma en la gque podemos estudiar un subslfl de X
es a traves de su lengnaje asociado. Fsto lo garantiza el sigmente feorema, que

ha sido probado en la rel [23].
Teorema 3 Scan (", y ('y subshifls. Enlonees C(C)) = L((7)) & () = (7

Il Teorema 3 nos permite aplicar ideas de fa teorfa de Tengnajes formales para

estudiar Tos AC's. Fl Teorema 3 nos garantiza que ana presentfacion de L{07),
como lo puede ser an traductor, se tradiice en una presentacion para (' Si

embargo, lo que se diga de (7)) no es necesariamente todo lo gue podamos decir

de (7.

Nuestro objetivo es dar representaciones de los conjuntos imagen de forma

simple. Para esto comencemos con Celiniciones hasicas

Definicion 4 Sca () un congunto. Un grafo divigido () s una relacidn I3
sobre (). A los clementos e (Q los Nlamamos vdvlices y a los clementos de 12

fleehas.
Deesta Torma decimos e hav ana llecha del vértice pal viértice g si (pog) & 15

Definicion 5 {'na traycctoria § o~ una sucosion doblomentc onfinita de flechas

a lvavds de un grafo divigedo. T congunto de trayeclorias lo denotaremos por N,
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Definicion 6 Dado un grafo diviaido CG(QY mediante la velacion B Un traductor
es el par (CG(Q), I donde 17 o la funcion IS0 18— 7y que cliqucta las flechas

del grafo con valores de 7,

Asiun fraductor es un grafo con etignetas en las flechas y podemos definir de
manera biunivoca nna uncion 8 : Q) x Z;. — Q de la signienle manera d(p,a) = ¢
si y solo st IJ((p,q)) = a. es decir a cada T corresponde ina &y viseversa. La
fincidn & puede extenderse para considerar como seenndo argumento palabras
en el conjunto £(7,). Todas las secnencias de etignetas que obtenemos al Teerlas
de las flechas de travectorias del gralo subvacente al traductor, nos generan nn
conjunto invariante ante el shilt o, que le Hamarvemos congunto de salida del
tradnctor.

El espacio de conlignraciones pruede ser ahora presentado por nn tradnetor en
el que lTos bloques de simbolos son Tas seenencias de etiguetas Teidas en caminos

fAnitos del tradnetor.

Antomatas initos son tradnctores en los que se tiene wdentificado un vértice
inicial vy vértices finales, 1K lengnaje aceptado por nunantomata linito, son todas

las palabras que obtencimaos por leer las etiguetas en ol traductor, stgniendo los

caminos que nos Hevan del vértice micial hacia algnin vértice final. Fste tipo de
lenguajes se conocen como lengnajes regnlares, Conlignraciones prueden repre-
sentarse mediante la sccuencia de ctiquetas de las travectorias en el traductor,
v los blogues que pertenceen a estas conflignraciones son las palabras que obte-
nemos considerando al Tradnctor como nn antomata linito en donde todos los
vértices son iniciales v finales [21]. Las expresiones regulares proveen de ana no-
tacion conveniente para los lengnajes regulares, por cjemplo Ta expresion regnlar
(0TI denota las conlignraciones ¢ue podemos Tormar siegniendo los caminos

del traductor de la fig.2.1.

Vamos a constrnir el traductor que presenta a un antémata celular como signe



Definicion 7 (Traductor) (/v Traductor Ty para un AC [ defimdo por lu
funcion a bloques [ 7L — 7 se construye como siqgue. El conjunto de vivtices
s Zkl,_l y el conjunlo de flochas ex ZL. La flecha o = (2, c0) liene como
vértice de salida al blogue v = (o, ...y} y como vdrlice de Hegada al bloque

v=1(e1_2,.,€0). Elsimbolo que ctiqueta a la flecha o s [i(e).

El traductor para un AC elemental, con b =2y = 1, delinido por Ta limeion
a bloques [;, se muestra en la igura 2.1,

Las conlignraciones gue formamos considerando la secuencias de flechas que
podemos seguir representan al conjunto dominio del antdmata, las llechas repre-
sentan a los blogues de tamano [y Jas eliguetas de cada flecha nos deferminan
la regla local, de esta {forma la secnencia de ehiquetas e obtenemos por seguir
las travectorias en el tradnetor nos dan el conjunto imagen o conjunto de salida
del antomata,

Eltraductor Ty es una representacion de Ta funcidn [y, del conjunto dominio
y del conjunto imagen. Cada vértice de Ty tiene b llechas gne ‘\'il|:‘l‘l v ok llechas
que llegan a ese vértice.

Nos vamaos a concentrar en el conpunto de salida del traductor v vamos a pedir
que para cada travectoria del traduetor corresponda nna secnencia de simbolos
de mancra binnivoca, esto quiere decir ¢ue no debe de haber ambigiiedad en la

flecha de salida de cada vértice.

Definicion 8 'n traduclor cs doterminista si para cada odrtice p,oy cualquicr

a € Zy, la cardinalidad de d(p.a) cs menor o qual a 1.

Cnando al menos dos de Tas Hechas gue salen de un mismo vértiee tienen
etiqnetas ignales, se dice gue el tradnctor es no determinista. Vamos a aplicar nn
procediniento, gque se puede en general aplicar a cualguier traductor [17], para
(1) convertirlo en un traductor determinista v otro procedimiento para (2) redneir
un tradnetor determimsta a oo radnctor equivalente con el mmimo nimero de

virtices.
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Figura 2.1: Grafo correspondiendo a configuraciones en las que niunca ocnrre ol
bloque T, El conjunto de configuraciones queda deserito por la expresion regnlar

(0%(10)")*.

10

(000) 0 f(101) f(010) 11 f(a

f(001) f(011)
01

[Fignra 2.2: Traductor para un Antomata Celnlar elemental, para k=2 v r=1



Para obtener el tradnetor determinista deflinimos nn nuevo conjunto de vértices,
como el conjnnto potencia de Q, 29 y cada clemento de este conjunto representa

un vértice. Bl nevo traductor gueda ahora determinado por

de esta forma & (s, a) = 1, para s, 0 € 29 v 8 (p,a) = &(p,a) parap € Qv a € 7.
También &(B,a) = U,end(p,a) con [3.C ().

Para transformar ¢l traductor determinista en el mmimo traduector determi-
mista, establecemos Ta signiente conivalencia de vértices que es nna adaptacion

del teorema Myhil-Nerode para traductores de Fischer [17]

Definicion 9 Do~ vvlices p oy g son cquivalentos p = g s para cada o €

L(Z), o(p,ay £ O s d(g,u) #0

Generamos un nuevo traduactor en el que cada vértice representa ina clase de
equivalencia. De la misma lorma decimos que pes distinguible de g st exaste nn o €

C(Z ) tal que d(p,a) #£ O v o(gor) = O Elnnevo traductor asi fTormado presenta

al mismo conjunto de salida que el traductor inicial rel[[I7]. Los procedimientos
se deseriben en detalle en el apendice A

Un tradnetor presenta subconjuntos de Xoen los que cada seenencia bhi-mflinita
de etignetas, es un camino de llechas en el traductor. Los hlogques que aparecen
en una conlignracion, es una secuencia [inita de etigquetas de Tas echas en el
tradnctor y decimos gne es i blogne aceptado por el tradnetor,

El nimero de Dlognes distintos de tamano o, [(n), que aparecen en las con-
hguraciones de nn subeonjunto de X presentado por un tradnctor, puede ser
calenlado con la matriz de advacencia A del traduetor rel [15].

Los elementos a,, de Ta matriz de adyacencia A valen | st hav una llecha del

vértice u al vértice vy cero de otra forma. La suwima de todos los elementos de

M es el mimero T(in) va que g, @yt o, = 1 para los blognes gne

|7



acepta el traductor,

k—1 k—1
n—1 9 Q
I(n)= Z I R Z (A ) g, (2.8)
HO e Uy —1 =0 gy, =0

Definiendo la norma para las matrices de ko x k) tenemos.

k=1

Iy = S (M Vg, = AT (2.9)

ug Uy~ =0

Nosotros estamos interesados en extracr propicdades de los conjnntos gque
presentamos a través de Iraductores. Como cjemplo si tenemos que de cada
vértice del traductor sale solo nna flecha, entonees este traductor presenta a un
conjumto con nn nitmero linito de confignraciones, en cambio enlre mas [lechas
salgan de cada vértice en el traductor determinista, mas posibles configuraciones
obtenemos. De aqui resulta conveniente poner atencion en la cantidad de [leelias
que salen de i vértice, es decir, en Ta ramificacion de Tos vértices, La ramificacion

promedio del tradnctor da nna medida de Ta "eantidad™ de confignraciones en ¢l

conjunto presentado por el tradnetor.

Definicion 10 La ramificacicn promedio p de un grafo G(Q) definimo mcdiante

la relacion R es
card( 17)
('(11'(/((2)

1.e., la razon del wimcro de [lechas al miimcro de odrlices,

La ramilicacion p es una propicdad intrinsica al gralo. s decir, stoel tra-
dinctor no es ni mimimo ni determinista, p podria, no tener comparacion con la
cantidad de conlignraciones del conjunto representado por ese traductor, porgne
yano habria necesaviamente una relacion hivectiva entre las configuraciones y las
trayectorias del evalo snhyacente al tradnctor. Asi, nosotros nos referiremos a la

ramificacion p solo para fos traductores mimimos deferministas.




2.3 Entropia topdlogica

[in el espacio completo ¥ aparecen todos los blognes posibles de enalgiier tamano
en las confignraciones. Sin embargo, en el conjnnto de salida Yo = [(¥) © X,
para cada tamano n solo algnn nmero de bloques T(n), de los posibles A7,
estan presentes. Il hecho de gne va no podamos tener todas las secnencias
posibles despnies de aplicar la evolncidn del AC al espacio ¥ dice que el proceso de
evolucion es irreversible. Una formia de mediv los conjuntos de salida en relacion al
espacio ¥ es a traves de nna dimension del conpimto, de manera similar a como se

mide la dimension fractal para conjuntos como los de Cantor en el infervalo [0,1].

C'omo nna ilustracion, considerese el caso de Ta dimension fractal de snbheonjnntos
del intervalo. Para ello dividimos el intervado en A" snbintervalos de tamano
[/A" v contamos el mimero N(n) de subintervalos conteniendo elementos del
conjnnto. Para n grande, N(n) crece como M0y al exponente d se le conoce
como la dimension de Kolmogorov., Como ejemplo, st para toda u, en todos los
subintervalos hay clementos del conpunto, entonces = 1. Como n; ro cjemplo,
considerese el conjunto formado por los mimeros que en su representacion en hase
b conticnen solo los digitos 0 v /-0 Para este conjunto, de los &7 subintervalos solo
encontramos 2" de ellos que contienen elementos del conjunto. Para n grande,

(l — |()gk 2.

La dimension de Nolmogorov es definida [23] por:
La le Nolmog lefimida [25]

l
= Tim —log, N(u)

[ A ¥

Para el caso que nos ocupa. hagamos la analogia de Tas particiones del intervalo
[0,1] con Ta particion de S en A7 cilindros ajenos. Pl analogo a N1} es on nuestro
caso el wimero T(n) de n-blogues [, oy, 2] Gabgne Tos eilindros g[ro. 2]y

mchiven elementos del conjurto Y. El andlogo a la dimension de Kolmogorov es

1Y



la entropia topologica espacial [26], [27], (23],

I
s= lm —log, I(n). (2.10)

H— 7)

Tambien podemos verla como ina medida de Ta ineertidumbre en nuestro con-
junto. Por ejemplo la entropia topoldgica s os cero para nn conjunto presentado
por un traductor que es un ciclo simple (cada vertice tiene solo nna flecha de
salida), este traductor presenta rcalmente a un mimero finito de confignraciones,
es decir no tenemos incertudnmbre al elegiv nn elemento de éste conjunto. Fntre
las cualidades de Ta entropia topoldgica s esta el de gque es stiempre nna cantidad
inita para cualquicr subconpnto de Moanvariante ante el slhifl o voesto nos da la
posibilidad de comparar subeonjuntos con cardinalhidades mlimitas. Ademas para

dos subshifls (" C (7 se tiene que s(C7) < S(07),

Cabe aclavar que Ta entropla topologica s es distinta de la entropia de la teorra
de ta medida, en la cnal se asiona nma medida a los cilindros. La entropia méirica

[27] esta dada por

b= lim Z plir) log, pla) (2.01)

we By,
donde w es el cilindro oline o]y Baoes el conjunto de todos Tos cilindros
presentados por hlognes de tamano o madnlo una traslacion al origen, v p(an)
es la medida del alindro . La entropla en teoria de Ta medida, como podemos

ver, depende de Ta medida gre se asigna a los cilindros. Ciando aplicamos la

evolucion a las conlignraciones. es distinto considerar st éstas pertenceen a nn
cilindro dado, que el considerar Ta probabilidad con e aperecen en fos cilindros.
Asiy la diferencia entre la entropia topoldgica v Ta mdéirica esta en que en el primer
caso el espacio es consuderado solo como conjunto, en la estricta delinicion de la
palabra. v en el otro caso como un espacio de medida, Goodwyn, Dinabmrp v

Goodman [27] prochan qne Ta entropia topoldgica s es ignal al supremo de la

entropra métrica b odel mismo conjinto, donde el supremo es sobre las medidas



de probabilidad que son ergddicas respecto al shifl. 19sto es porgne los conjnntos
que tratamos son invariantes ante el shift [27]. May autores qne definen la entropra
topologica s como el supremo de la entropia métrica b [28].

Para obtener el niimero de blogues de tamano n, [(n), que estan presentes
en las conflignraciones que pertenecen al conjunto Y usamos la ecnacion 2.9 y la
formula para el vadio espectral de AL [?]0 i el imite se tiene que

| |
s= lim —log, [{n) = lim log, (|| M7 ||7) = log, Myax- (2.12)

n—nLo) N0

L mimero Auag o8 el cigenvalor real mas grande de Ta matriz de adyvascencia. Si
para toda n nuestro conjunto tiene todos Tos posibles blogue A7 entonees s == .

Ademas de las enfropras mencionadas, hav otra cantidad que es la entropra
temporal, que puede ser métrica o topologica. Para Ta entropia temporal o
refinamiento de las particiones no se lleva a cabo por el shift o) sino por el mismo
mapeo del antomata [ La entropia temporal prede inferpretarse como ima
cantidad que mide el contenido de informacion de las secnencias temporales por
celda. Resnltados sobre el cilenlo de esta diltima entropia estan dados en [29] v

[30].

2.4 Subconjuntos invariantes de configuraciones
viajeras

Presentamos un mdétodo parva identificar un tipo de subconjuntos invariantes que

Hamamos confignraciones viajeras. Un conjunto de conflignraciones viajeras es
caracterizado por nna velocidad v € Ny es definido como el subconjunto S, 5

mas grande de X con Ta propicdad de que Ta restriceion de [ osobre Sp, gy se

comporta como la potencia v del shifl,

I |'\‘lu./) (r) =a"r. (2.13)



Los pintos r € Sg, 4y son conlignraciones gue se mmeven con velocidad v preser-
vando su forma. Il conjunto Si, gy es invariante, [(S, ) = S, [) C A . La
velocidad limite es 7, el rango del antdmata, Estamos inferesados en los conjuntos
de conlignraciones viajeras con enlropia fopologica distinta de cero.

[Temos encontrado ¢ue también con el uso de traductores podemos dar nna

presentacion para los conjuntos de conlignraciones viajeras. [l tradnctor 1y

provee nna presentacion del snbshilt f(X) € Y v gqueremos ver enales son los
vértices y las flechas que intervienen para presentar el conjunto S, 4. La parte
del traductor gue presente a Sg, gy debe de cumplir con lo signiente para sus

Mechas
Do filey=a"c =, con|w|< e =241 (210)
1) ¢ es parte de i camino corrado en el fraductor -
[.a |)l'i|]l(‘l';| condicion es que 0l |)|lu|||(‘ € Se Mmapee a4 1no de sus })l'()|)i().\' stimholos.
Puede ser al stimbolo central. alonno de Ta izgnierda, o de da derecha, segiin sea

que v =0, 1> 001 <0 respectivamente. La condicion (1) prede eseribirse en

aritmdética modinlo A coma:

KRR

—— | mod k (2.

o= | T kI

-t
—

|
|
|

con | ¢ | v | [ ] seein se delmicron en fao e 260 v los paréntesis enadrados
denotan Ta parte entera. La segnnda condicion en la ee 200 es para eliminar las
lechas que presentan bloques que no apavecen en las conlignraciones viajeras, las
cnales son doblemente infinitas,

Ast, para mna regla dadal Ta cenacion 2000 es nsada para primero eliminar las
flechas que no enmplen con Lo condicion (1) de da ec2 110 B conjunto de flechas
N

que satisfacen la e 2 10 es Iicgo limprado, elimimando las Heehas gue no coamplen

con la condicion (i) de 2110 La pavte del traductor gne presenta al snbshift S, 4




es un subtraductor de Ty Damos o S, gy el valor

| Sy 1= 30 ek (2.16)

¢ E(,'./

con coclicientes e, dados como ¢, = 1 si la flecha e esta en el subtraductor
presentando Sy, ;) v e = 0 de otra forma,

El lengnaje regnlar asociado al subshift S, 7y le Hamamos el Tengnaje de los
tropones £(S(, 7)), o5 decir un tropon es enalguier palabra que pertencee a este
lenguaje. Vamos a llamar dominios a los lropones que aparecen en nna conlign-
racion de nn AC localizados entre palabras que no son tropones. Asi que no todo
tropon s un dominio. Ll lengnaje de los dominios D(S, ) es un subeonjunto
de L(S,. ).

Podemos liltrar Tos tropones del diagrama espacio-temporal para nn ACL Para
el conjinto Si, 4y de conlignraciones viajeras el liltro es i mapeo celnlar o0 X -

Yoy que es definido por Ta Tineion a blogues ¢y X{ ~ Zp tal que go(c) = e idie).

La funeion id; define el mapeo identidad wd () = ) v el cocliciente ¢, esta dado
por

=14 [en '\é’l';{)‘ (2.17)

Asiy | Sy | provee de Ta herramienta de tal forma que o(¢) = 0 para

toda e que ex un tropdn, es decir a las conlignraciones viajeras las manda a
la conlignracion nula ... 0000, v solo vemos en el diagrama espacio temporal
aquello gue no son tropones,

Una generalizacion de lo gue son conlignraciones viajeras, son las conligura-
ciones que se trasladan, hasta después de nnondmero inito 7 de aplicaciones del

mapeo [y noantes. Una conlignracion de estas cumple con Ta signiente condicion

JT(r) =00 (2.1N)

Al conjunto de confignraciones que enmplen con Ta ccnacion 2008 Te Hamamos

23



arpegio v lo denotamos con J(r, ).

B(r,v) = {.l'm = [y e=01,...7r=1; [T(e)y=0"2}. (2.19)

[on esta seccion hemos delinido un tipo de subeonjuntos imvariantes (ue pertenecen
al conjunto Iimite v constituven una aproximacion al conjunto Immite desde aden-

tro.

2.5 Simetrias de automatas

Sabemos que na presentacion de un AC [ es a (raves de una fineion a blogues
fi: 7L — 7 la cual se puede presentar en forma tabular, Para huscar simetrias,
la transformacion natnral o considerar s la de cambiar el contenido de Tas celdas

tanto en el dominio de la funeion a hlogues como en las celdas imagen. Trans

formaciones que cambian el valor de Tas eeldas v no cambian el sitio de las celdas
las Hlamamos infernas. De Tas tranformaciones delinidas sobre [, tenemos que
distinguir las gque pueden ser extendidas al antomata, es decir a la imeidn glohal

f. No enalquier transformacion de [ pnede extenderse a [0 Coando o lay, la

extension a [ requicre cierto enidado,

Tna transformacion interna cambia ol valor de las celdas, es decir es nna
pernmitacion de Jos simbolos de 7 v ésta puede no ser la misma para cada celda,
Il conjunto de transformaciones sobre nna celda es S el grmpo simétrico en b
simbolos. Para bloques de tamano [, una translformacién g € 87 actia sohre el
bloque ¢ € Z} para produciv el blogue pe € ZE talque (jie), = g, Pavala regla
local fi delinimos la transformacion interna g f; = (poo) ficon g = (o) € S s,
dela signiente mancra g file) = o= fropm)ie) = o~ [ilpe). La composicion de
las transformaciones es delinida como gygp = (pryp,.0005) qne es consistente con
nuestra defimeion de snaceidn sobre [0 La orbita de una veela [ es el conpnnto

Dy = (S S0



Decimos que g es una simeteia de [y si g fy = [0 Lo enal signilica que fi(pie) =
o fi(e) para toda ¢ € ZF. Fstoes que st [y tiene la simetvia g = (5, 0), el conjunto
de bloques [ (a) para a € [i{Z]) se transforma bajo yr tal y como el simbolo a
se transforma bajo a. Para consideraciones de simetrias es conveniente ver qud le
siucede al dominio v a la imagen enando son transformados. Podria pensarse que

tenemos el problema de qne guizas algnnos elementos del rango no estarian en

la imagen de fi, pero sin perdida de generalidad podemos considerar funciones a
blognes que scan sohrevectivas. Lo relevante que podamos deciv de fi 1o decimos
también de su restriccion al conjunto de bloques con simbolos que permanceen
CNIMAZENES SHCOSIVAN,

Asi, s conveniente lacer la particion o= {7 a) | a € Z, ) del conjunto

de blogues Z{ Por la sobreveetividad de fy, _/'/_](H) # O para toda o € 7 v

la particion Hy esta en correspondencia hiveetiva con 7. Para el caso en que [

tenga la stmelria g, se coumple ef siegniente diagrama conmutativo,

Il requisito de que [ tenga la simetiia g es equivalente a que se cnmpla e
diagrama (2.20).

No es dificil verilicar que si g v g, son simetrfas de [y entonces grg, vogr ' son
stmetrras de fi0 s decir el conjunto de simetrias de ana reela forman un grupo.
el enal lo denotamos Ly,

Fstamos interesados en cnal es la accion de griupo 87 S0 sobre el espacio
de reglas, porque esto nos permite agrnpar reglas con propicdades de simetima

similares. Consideremos pava una regla [; el grapo cociente (' = (87 % S1)/ 1,

este grupo tiene la parvtienlaridad de que para cada clase, los elementos en ella

ticnen la misma accion sobre [0 de esta Torma el ovden de la orbita de f; esignal



al orden de (7,0 Sumando sobre fos elementos en una orbita tenemos que

Z l /‘f1 [:‘ Hl{ % Nk l

f/E"j{

St tenemos en total M oorbiltas entences

™
[N
-

M| S, xS = Z [ 1y, |- (:

Ji

[isto nos permite saber el niimero de orbitas que se generan bajo la accion del
grupo SEox Seov por fo tanto el mimero de reglas independientes que podriamos

constderar,

Otra propiedad a tener en cnentas es gue si g conmuta con nna simelria g de

i, entonces g tambien es stmetria de ¢ fi 0 De esta Torma los elementos del gripo

< g > generado por g, son simetrias de T [0 donde Y es el normalizador de g
(i.e.) el subgrnpo e elementos qine conmmtan con g,

1 grpo de simetvias Ly pinede ser presentado a través de nna funeidn a
bloques [ o 38— ("0 Ll donde siog = (proa) € Ly entonces o pertencee al

dominio 13 < SUde Iy o a la imagen (7 < S Asi tenemos el signente teorema

probado en la rel.[32]

Teorema 11 1 grupo de simolvias de 10 Ly odefine un homomorfisimo 2 138 —

C tal que () = o para g ={(p.a) € Ly,

La laneidon a Dlognes Iyes Hamada la fnncion de simetria, que es dnal a f,
[sta nneidon contiene todas Tas simetrias internas de [0 fi(pe) = () [i(e). B
si, el gripo de simetitas Ly, es la gralica de [ sobre £33 (0 De esta forma hav
nna cquivalencia entre el grmpo Ly, v la fineidn 10 Flalgotitmo gue deseribimos
para cncontrar el erupo de simevrias esta basado en el diagrama conmutativo
cc.2.200 La entrada para ol aleoritmo es la particion 1, v el algoritmo regresa ol

conjunto Ly,




Algoritmo (1)

[ Para g € SLosi /7 a) esta en 1y para cada simbolo « € 7., entonees
k T I k

incluya los elementos < > en 30 Remplace 8] por 8= < p > v vepita

el proceso hasta termimar con el conjunto de transformaciones de hlogues.

Con esto obtenemos el conjpnnto /3.

2. Para cada p € I3, encuentre una permiitacion o € S tal que pf7Ha) =
[T aa) para cada simholo a € 7. Para verificar esta condicién solo re-
guerimos un elemento en cada clase de Ta particion 11, St encontramos gne
sneede esto, inclnimos en Ly, todos Tas parejas (7 o) con o= 0 hasta ¢l
ovden de g Remplazamos 3 por B— < p > hasta agotar el domimo de 19

qne es [3.

Al final nos quedamos con el gripo de simetrias [,

C'omo cualquicr otra funeion a bloges £ tene nana presentacion a traves de
traductores v o Hamaremos e traductor del grnpo de simetria Ty Traductores
griupo han sido introducidos en Ta vell[33]. Agni damos nnma delinieion apropiada
a nuestra disension. Tegnal que como para T tomaremos como vértices, bloguies
de transformaciones de tamano = 1, es decir clementos de S0 v como flechas
Dlocuues de transformaciones de tamano [ lgual que como para Ty hay ina llecha

jodel vértice y al vértice oosiog, = i v, = gy paras =000 =2

Una diferencia importante entre el traductor para el granpo de simetrias v ool
tradictor paralos AC es qne el dominio de Iy no son todos Tos blogues de tamano
[, sino solo aquellos que Torman parte de nona simetria de ;0 De esta forma solo
tomamos los vértices gne fTorman blogues que pertenceen a 130 Finalmente a cada

flecha e [ la etigmetamos con [(p). P tradictor obtenido no es necesaria-

mente completamente conectado voalgunos de sus vértices pueden no pertenceer

a caminos cerrados dentro del traductor. Sin embargo Lampoco es vacio el Lra-

dnctor; porque al menos tenemos a laidentidad, Fs importante remarcar que el



conjunto de flechas B, el conjunto de vértices v el conjunto de etiquetas F(13)
son todos grnpos, ver l'('f.[fH] y sioconsideramos nn traductor para todas la posi-

bilidades de 9{ x Si, el tipo de subtradnctores de este traductor que pueden ser

traductores del grupo de simetrias de [ deben cumpliv con esta condicion.,
Transformaciones imternas para confignraciones seran secnencias hi-infinitas
de permutaciones ¥y = .y 7. € S que achian sobre una configuracion
r € YN dela forma o tal que (ya); = yiry. Ahora la transformacion g. = (5,0) €
SE x SE actiia sobre la funcion global o automata [ para transformarlo en ol
automata . [ tal que para una conlignracion @ € ¥ se tiene g f () = 071 f(4.0).
DeTa misma forma que para las lunctones a blogues decimos que Ta transformacion
g. = (7.0) € 57 x Hk/ es una sunctia mterna de st g [ = [ esto es s
J(yr) = 0f() para cada conlieuvavion o € M0 El signiente lema da una condicion

necesaria para g, ~ca nna simeteia e [)orel [32].

Lema 12 Sca g. = (5,0) una ~sonstvia inlorna del aulomala [ entonees (-,

i D) o5 wna somctria de [ para cada o € 7.

Para entender como g, puede ser simetria de [ es importante tener en cnenta
que el dominio 13 de Iy no son todos los Dlognes de permutaciones de tamano /|
vogne ademas, las simetrias de [ paeden corresponder a flechas en el traduetor
del grupo de simetiias Ty en lTas e no podemos concatenar nna llecha ala otra,
es decir nn blogne con otro.

De esta Torma para poder tener seenencias hi-inlintas Jde elementos en Sy
y que scan nna simetria de [ requerimos gue cada blogue de tamano [ sea nn
clemento en el dominio de [, Ta Tuneion de simeteia dual a fi0 Fsto lo que quiere
decir es que solo vamos a poder formar seencncias hi-infinitas en el tradnetor del
gripo de simetiias de [0 quitando todas Is lechas que son [lechas extremas es
deeir, [lechas gne Hegan a nn vértice del gue va no salen mas echas o Hechas que
vienen de nn o vértice al gne no lleea ningnna llecha. Fste proceso se repile hasta

himpiar el tradnctor v que queden solo flechas gue forman secnencias bi-infinitas




de transformaciones internas. El traductor asi impiado 77 es una restriccion
Fode la funcion de simetria dual de f;.
!
Ll conjunto de seenencias bi-infinitas que son aceptadas por el traductor 75 lo

denotaremos como Q(B?) C SZ. Il signiente teorema es probado en la referencia

Teorema 13 La transformacion g. = (7,0) cs una simelria del aulomala [ que
es presentado por la funcién a blogues [y, si y solo si v € Q(B°) y I'(y) = 0,
donde F es la funcidn global presentada por la funcion a bloques P, Ademds

F:Q(B% — SZ ¢s un homomorfismo.

2] problema de encontrar las simetrias internas de un antomata [ se reduce
asi al problema de encontrar 77y T} que es el traductor que presentaa la 7 del
teorema anterior. Para encontrar T segnimos los signientes pasos.

Algoritmo (2)

I. calculamos [, Ta fancion de simetria dual a fi, con el uso del algoritmo (1).

Il dominio I3 de Fy es el conpnnto de [lechas de Thy.

2. Eliminamos las flechas extremas en Ty, Tiste proceso de limpiado se repite
si ann quedan flechas extremas. Despuds de nn niimero finito de iteraciones
nos quedamos con el conjunto de llechas que forman parte de secuenclas

bi-infinitas de transformaciones.

Con el Algoritmo 2 nno puede calenlar para cualgnier antomata la Tuneion a
blognes 72, que presenta a su simetria dual 7,

Para el caso de antématas cehidares elementales lineales el traductor del grupo
de stmetrias internas es somorlo al tradnelor de la regla.

[Una simetria nueva gie vamos a considerar es de caracter distinto a las hasta

aqui consideradas y es la rellexion de sitios en un blogne respecto al sitio central



del blocue, asi para un blogne ¢ = cj_y...cqeq
= .01

Si incliimos esta nueva transformacion para los bhloques nuestro griupo de
transformaciones resulta alora S <7 >, Para las limciones a bloques segnimos
definiendo una transformacion como g fi(c) = (ji, ) file) = o7 fi(jee) con (j, 0) &
S'L <r > xS

La extension de la rellexion para una confignracion @ = ..r_jrgr;... € Yoes
definida como

AN = ....I'IJ'”.I'_I

Y la transformacion que exs el producto de 0 € '\A/ coutt 1. s enlonces

Or.r = (0_0) . (03 ) (g (e Zy)e (00 ).

Para un antémata [ definimos la transformacion g, = (¢, 1) con ¢, \ £ 8] -
> xS <> como guf() = A7 (). Deesta Torma nn antémata tiene la
simetria g, stog. [ = [ esto quicre decir que () = [(@r) para todo o € 5. P

un diagrama esto significa que

vo5 oy
Il LI (2.22)
v, w

Lema 14 Sila funcicn a bloques |1 e somdlvica bajo (v10),.4) con )y =0 a0 &
Sy, entonees el aulomala [ s simdlvico bajo (v)., v, con ). = 0000 ¢ S

Y Y. = .77 € SE.
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Prueba. Sea r = ...r_,ryr;... € ¥ entonces

f(radee) = (et ) fi(Dae Do ) [0 Zipy e Zidor 22y

(2.23)
Ahora como fi(dr; e, y) =57 [(eioyrrip) paratodo 7 € 7
(ray )" () = T fiCriciriega )y T (o ) T il i e 2y)

(2.24)

De esta forma las expresiones 2.23 y 2.24 son iguales. O
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Capitulo 3

Resultados

Resumen

Clasificamos con ¢l pardincteo p oy con la cntropia topologica los traduclores
minimos deterministas que prescntan la omagen dol espacio " bajo los AC [In-
conlramos los subconjunlos invariantcs dc confiquraciones viajeras y una cola
infevior pava la entropia topologica del conjunto limite. De aqui toncluimos cual
es el walor de la entropia topoligica para los conjuntos limiles de 25 auldmatas
aparte de los 30 sobreycetivos. (eneramaos ol grupo complilo de simelrias y las
orbitas que sc gencran cuando of grupo s aplicado al cspacio de reglas. Final-
mente hacemos una refinacion de la clascs do ramificacion con las simctrias y

criendcemos las simelrias o los ailomalas,

3.1 Clasificaciéon Topolégica

Segin se exphicd en la seecion 2.2, el conjunto f(Y) es presentado por an tradue-
tor mimimo determinista duico. Usamos los tradiactores para caracterizar [(M).
Como hemos senalado en la See 2.2 an subshift ¢ C S, admite presentaciones a
través de traductores diversos, con caracteristicas aparantfemente distintas.

Los traductores deterministas establecen nna relacion biveetiva entre las con-



figuraciones del conjunto (7 C X que presenta el traduetor, y los cammos de
echas en el traductor, ver See 2.2, Por consisteneia trabajamos con los tradue-
tores deterministas que presentan a nuestro conjunto con ¢l menor nimero de
vértices. Asi los traductores mimmos deterministas proveen de nna deseripeion
de C'y del lenguaje asociado, £{(") [17].

Dado el tradnctor Ty (definicion 7) que presenta a an antémata [ a sn
dominio y a su imagen f(2), nos hemos avocado a la tarea de encontrar par-
tiendo de este tradnctor, (1) un traductor determinista que presenta al mismo
conjunto de salida f(X) y (2) el traductor determinista con ¢l menor mimero de
vértices. Los detalles del procedimiento se presentan en el Apendice AL Fisto lo
hemos hecho para todos los antdmatas clementales, Los traduelores resultantes
de este proceso, no los presentamas aqui por razones obvias de espacio, en cambio
presentamos propiedades que extracmos de ellos,

Como ya hemos senalado en Ta misma seeeion 2.2 la ramificacion promedio
p del tradnctor, definicion -, nos ofrece nna primera aproximacidn al “tamano™
del conjunto ¢ue presenta el tradoctor, ademas que es muchisimo mas sencitla de
calenlar que la entropia topoldgica.

Para el caso elemental, encontramos que las reglas presentando un valor de Ta
ramificacion p = 2 son todas aquellas en las que para cada vértice tenemos dos
flechas. Ya que estamos hablando de tradnctores deterministas en los que el alfa-
beto consiste de dos simbolos, esto significa que los antdmatas son sohrevectivos
en el espacio de confignraciones. in el extremo opnesto tenemos aquellos en las
que para cada vértice tenemos solo una flecha po = 1 esto significa qne todo ol
espacio cs colapsado, a la primera imagen f(X), a un conjunto finito de confign-
raciones. Para aquellas reglas con traductores mimimos cuyo valor de pes cercano
a 2, el antomata definido por esa regla Heva el espacio de conlignraciones hacia
conjuntos amplios, en el lado opuesto, e, reglas para las que p — 1 se ticnen los
automatas gue generan conjuntos en los que hav excliidos muchos blognes para

cualquier tamano de blognes que mtervienen en las seenencias de simbolos,
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Fn la Rel.[10] Wollram da una definicion de complejidad para el lengnaje aso-
ciado a los conjuntos imagen L( (X)), como el mimero de vértices del tradnctor,
Esta definicion no es representativa de alguna complepidad, si no se consideran
las flechas gque emerjen de cada vértice, por ejemplo va hemos senalado, para ¢l
caso tan simple como lo son los antomatas elementales definidos por las reglas
locales fi(e) = 0y [i(¢) = o+ ¢y mod 2, donde ¢ = cye060 es un blogue de
tres celdas. Para la primera regla, la regla 0, el conjunto imagen es solo una
configuracion y para la signiente, la regla 90, es todo el espacio. Sin embargo,
la imagen de ambos ACs esta presentada por an tradactor minimo determinista
de un solo vértice. La ramificacion promedio p nos da mas imformacion sobre Ta
topologia del tradnetor,

Signiendo el procedimiento gne indicamos en el Apendice AJ obtuvimos los
traductores mimimos deterministas para todos los AC7s elementales v ocon ellos
obtuvimos la ramilicacion promedio p. Agrupamos las reglas que definen fos
antématas v cuva imagen esta presentada por tradnctores con™la misma ram-
ificacion promedio. esto nos genera nna primera clasificacion del conjunto de
amntomatas, y los resultados se presentan en la tabla 3.1 Las reglas qne son so-
breyectivas tienen un valor de pienal a 2. Fsta clasificacion nos da una vision
de la magnitid del conjunto imagen v no es todavia nma deseripeidon completa
del comportamiento de las confienraciones ante la evolueion del antéomata, Por
ejemplo aqui aparccen en la misma clase las reelas fy(e0000) = o0 4 ¢y mod?2
y faleaeien) = oy que tienen mumeros de veela 90 v 201 y sin embareo la 90 ex
considerada como caotica, v la 2000 es Ta identidad, toda confignracion queda fija
[4].

Otra propiedad de [(X) que podemos calentar con los traductores minimos
deterministas que obtenemos del traductor Ty es Ta entropia topologica s ee.(2.10).

Calenlamos la entropia topologica s para la primera imagen f(X) de todos
los automatas elementales v los agripamos en conjuntos con el mismo valor de s,

Encontramos 21 subconjuntos del espacio de reglas que se presentan en la tabla
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D REGLAS i
2 15,30,45,51,60,75,85,86,89,90,101,102,105,106,120, 135, 30
149, 150, 153, 154, 165, 169, 170, 180, 195, 204, 210,225,

240
1.933  [22,37.73,91,94,104,109,122,133, 146, 151, 161, 164, 182, 16
218,233
1.928  [41,97.107,121, 134, 148, 158,214 8
1.923  [26,74,82,88. 167, 173, 181,229 8
1.833  [61,67, 188,194 4
1

.800 18,23,25,33,44,52,57,62,69,72,77,93,99,103,110,118,123,124 36
J31,132,137,145,152,156,162,178,183,186,193,198,203,211,
222.230,232,237

1.778 20,27,39,40,65,78,114,125,130,141,177,190,215,216,228,235 16

1750 [7.21.29.31,35.43.49.54.58.59.71.87.92.108.113.115,140,142. | 32
147,163,168.,184.196.197.201,206.212.220.224.226.234,248

1.714 53,83,172,202 4

1.700 6,96,159,249 4

1.667 3,5,9,11,14,17,19,28,36,38,42,47,50,55,56,63,70,76,81,84 95 56
98,100, 111,112,117,119,126,129,136,138,143,144,155,157,

160,171,174,179,185,192,199.200,205.208.213.217.219,227.
236,241,238.244.246.250.252

1.6 13, 79,176, 242 4

1.5 1,4,10,12,24,32,34,46.48,66,68,80,116,127,128,139,175,187, 28
189,207,209,221,223,231,243,245,251,254

1.333 2,8,16,64,191,239 247 253 8

1 0,255 2

Tabla 3.1. Clasificacion de los AC elementales mediante la ramificacion promedio p
de los vértices en los grafos minimos deterministas que presentan su primera imagen

).




3.2, Por la propiedad de inelnsion de las imagenes sneesivas ec (2.5)) la entropra
de f(X) es una cota superior para la entropia topoldgica de Tos conjuntos imites
Ay. Los conjuntos limites Ay e (2.7) nunea son vacios por el hieeho de que ¥ es
compacto y completo y los antomatas celulares son finciones continnas,

De las tablas 3.1 y 3.2 podemos ver que, para la primera v las tres iltimas
filas de cada una de las tablas, los conjuntos de reglas coinciden respectivamente,
asi py s nos dan una clasificacion similar para estos conjuntos.

Procedemos ahora a determinar tna cota inferior para la entropia de los con-
juntos Iimites Ay, La obtenemos huscando conjuntos invarantes ante la evolueion.
Usamos el método gne constenimos en la seeeion 2.0 para enconltrar los conjnntos
imvariantes de conlignraciones viajeras, cc (2.13).

Para los AC elementales solo tenemos tres posibilidades para la veloeidad de
las configuraciones viajeras v = £1,0. Con el método deserito en la secion 2.4
hemos encontrado el subtraductor del traduetor Ty que presentan a los conjuntos
de confignraciones viajeras S, gy, para los antomatas elementales.s De fa misma
manera que como hicimos para la primera imagen de los antématas, calenlamos
la entropra topologica.

Para algunos antomatas tenemos conjuntos de confignraciones viajeras de
velocidades distintas, con entropras distintas de cero, como lo es la regla 172
con valores para v = |,0 v entropia topoldgica s = 0.55162 en ambos casos.
Puede verse gque esto no significa que los conjuntos con dilerentes velocidades sean
disjuntos. I mdétodo que usamos nos permite identificar tambien los conjuntos
de puntos hijos del automata [, es decir aquellas conflignraciones para las que se
cumple la cenacion (2.13) con v = 0,

Ion Ja Labla 3.3 se presentan los antomata que tienen conjuntos de confign-
raciones viajeras con entropia distinta de cero para el caso clemental, Tlay en
la bibliogralia[16] resultados de cotas inferiores para la entropia topologica de

algunos antomatas, que han sido calenladas identilicando conjuntos de conlignra-

ciones periodicas, Fstos conjnntos estan inclinidos en los arpegios que deflinimos
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ENTROPIA REGLAS #
1 15.30.45.51.60,75.85.,86.89,90.101,102.105,106,120, 30
135,149.150,153,154.165,166,169,170,180,195,204,
210,225,240
0.923856 62.110,118,124,131,137.145,193 8
0.919606 25.61.67,103,152,188.194,230 8
0.918681 5§7.99.156,198 4
0.907162 41,107,148 214 4
0.902106 26.88.167.229 4
0.900537 721.31,35.49,54.58.59.78 87.92,108,114,115,140,141, | 28
147,163,168,177,196,197,201,206,220,224 234,248
0.896085 37.91.164.218 4
0.887294 97.121.134,158 4
0.882193 22.104,151,233 4
0879146 14.27.28.29.38.39.42.43.44.50,52.53.56.70.71,76 83, 44
84.98.100,112.113,142,143,155.157.171,172,179,184,
185.199,202.203.205,211.212.213.216.217,226,227,
228 241,
0.873363 73.109,146.182 4
0.870449 74.82.173,18] 4
0.857205 94.122.133,161 4
0.8356 13.23.33.69,77.79.93.123.132,162,176,178, 186,222, 16
232,242,
0.825647 6.20.40,96.159.215.235.249 8
0.818958 65.125.130.190 4
0.81137 35911.17,18,19.36,47.55.63.72.81.95111.117.119, 36
126.129,136,138.144.160,174.183,192,200.208.219,
236.237.238,244.246.250.252,
0.694242 1.4.10,12.24.32.34.46.48.66,68.80.116,127.128.139. 28
175.187,189,207.209,221,223,231,243.245.251.254
0.551463 2.8.16,64,191,239,247.253 8
0 0.255 2

Tabla 3.2 Clasificacion de los AC elementales mediante el valor de la entropia

topologica obtenida de la matriz de adyascencia del grafo minimo determinista que
presenta a su imagen f(2). La columna a la derecha es el nimero total de reglas con

la entropia dada.
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ENTROPIA REGLAS
1 170, 204, 240 3
0.879149 42.76,112,171,205,241 6
- 0.811372 138,208,236 3

0.694238 4,10,12,34,43,48,56*,68,77,80,98* 106,108,113,120, | 40
132,140,142,162,168,169,175,176,184* 185* 180,
187,196,201,206,207,212,220,221,222,223,224 225,
226* 227* 232,234 242 243,245,248

0.554163 2,23,24,36,44,46,49,66,72,74 88,100,116,130,139,14 | 42
4.152,164,172* 173,174,188,189,190,191,194,200,
202* 203,209,216* 217218,219,228% 229,230,231,
237,244 246,247

0.464961 14,84,104 3

0.405687 5,13,35.40,41,57* 58,59.69,78,79,92 93 94 95,96,97, | 29
99* 107,114, 115,121,133 141,163 177,197 235,249

0.287756 [1,47.73.81.109117 6

Tabla 3.3. AC’s elementales con conjuntos invariantes de configuraciones
viajeras con entropia topologica positiva. Las reglas marcadas con * tienen
patrones viajeros de distintas velocidades, con entropia distinta de cero




en las ecs.(2.17) y (2.18), para un valor de v =

3.2 Entropia de conjuntos limites

Los conjuntos invariantes de confignraciones via jeras, los cunales pueden hien tener
una presencia compleja dentro del conjunto imite Ay, nos dan una aproximacion
desde adentro al conjunto Iimite. La primera imagen [{(X) nos da una aproxi-
macion desde afuera a Ay. Podemos dar la entropia topologica de los conjnntos
limites Ay de los antomatas para los enales coinciden las cotas snperiores e infe-
riores. Los resultados se presentan en la tabla 3.1,

En Tactahla 3.0 1a primera colnmma es el valor de Ta entropia topoldgica para
el conjunto Iimite del antdmata delinido porlas reglas de la segunda colnmna. La
colnmna final es el total de reglas con el mismo valor para la entropia topoldgica

de su conjunto Iimite.

3.3 Simetrias de reglas

Como primera etapa en la caracterizacion de reglas a traves de sns simetrias,
damos la tabla de mudtiplicacion del gripo de todas Jas posibles transformaciones
imternas, para las reglas elementales A = 2, 1 == 3. Il grupo de permutaciones en
dos simbolos 8, ex isomorfo a Z,, los clementos de Sy = {1~} son Ta identidad
Y17y el infercambio de simbolos "~ I dominio de la funcion local para el
caso elemental son blognes de tres celdas, Las transformaciones que podemos
aplicar a bloques de este tipo pertenceen a S5 v son ocho. Las denotaremos por
nimeros tachados, signiendo el espiritu de la hase en hinario. Por ejemplo, la
transformacion (~,/,~), la denotaremos coma .

El orden del grupo de transformaciones internas S xS, de las reglas es 16.

Si, adicionalmente, consideramos la transformacion de reflexion » en los bloques,
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Entropia de A REGLAS #

! 15,30,45,51,60,75,85,86,89,90,101,102,105,10 30
6,120,135,149 150,153,.54,165,166,169,170, 1
80,195,204,210,225,240

0.879146 42,76, 112, 171, 205, 241 6
081137 138,208,236 3
0694242 4,10,12,34,48 68.80,175,187,207 221 I
0.551463 2,191,247 3

0 0,255
0.551463-0.694242 |24,46,66,116,139 189,209,231 8

Tabla 3.4. Entropia topologica para el conjunto limite A, delos AC

elementales en la columna central. La columna final es el numero total de reglas
que llevan a la entropia dada. En el tultimo renglon de la tabla se da el rango de
valores en que se puede encontrar la entropia topologica del conjunto limite para
las regas de su derecha.
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Il grupo se amplia a 32 transformaciones para ¢l caso elemental. Como hemos
senalado la reflexion r es de nn cardcter muy distinto a las transformaciones
internas, r cambia los sitios de las celdas y las transformaciones internas cambian
los valores de las celdas sin cambiar sitios. La reflexion solo tiene sentido para
bloque de dos o mas celdas, de aqui gne snacaidn se limita a los blogue y no
a las celdas, esto es otra gran diferencia con las transformaciones internas. La
tabla de multiplicacion para ol griipo completo (< 7 > SF) x S, se muestra en la
tabla 3.5, asi como todos sus subgrupos. En latabla 3.5 hemos omitido la seginda
componente delos elementos del griupo, es decir, para la transformacion ¢ = (1, ov)
solo no quedamos con i, ya que en el caso elemental la tabla de multiplicacion
de Sy es muy simple. Una tabla completa se compondima de cualro repeticiones
de la tabla 3.5 formando uma tabla enadrada. La segnnda componente de las

transformacion en cada una de estas tablas serfa

Tabla 3.5 / Tabla 3.5 ~
Tabla 3.0 ~ Tabla 3.5 [

Fl grupo de transformaciones imternas es conmmtativo, mas al agregar la re-
flexion =, el grapo resultante va no es conmutativo, anngne poscee varios snbhgripos
conmutativos. La mayoria de los elementos del gripo sonidempotentes. Solo Len-
emos dos subgrupos eichicos de orden - qne estan representados por Tos nombres
XITy XIT de la tabla 3.5. Fn los demas subgrupo de orden 4 sus elementos son
idempotentes. De los subgripos de orden 8 ¢l que tiene menos generadores s C
con dos generadores,

Aplicamos el grupo ¢ de 32 clementos a cada regla para obtener s orbita.

Las orbitas son conjuntos disjunios del espacio de reglas. De esta forma lo que

11




T

-

TABLA DE MULTIPLICACION DEL. GRUPO G

0 1 2 3 4 5 6 7 R |Rl1 |R2 |R3 [R4 |RS |R6 |R7
0 0 ] 2 3 4 5 6 7 R |RI [R2 |R3 |R4 [R5 |R6 |R7
1 | 0 3 2 5 4 7 6 R4 |RS |R6 |R7 |R |RI |R2 |R3
2 2 3 0 | 6 7 4 5 R2 |[R3 |R |RIl |R6 [R7 |R4 |RS
3 3 2 ! 0 7 6 5 4 R6 [R7 |R4 |RS |R2 [R3 |R |RI
4 4 5 6 7 0 | 2 3 RI |[R |R3 |R2 |R5 [R4 |R7 |R6
5 5 4 7 6 I 0 E RS |R4 |R7 |R6 |R] |[R |R3 |R2
6 6 7 4 5 2 3 0 1 R3 [R2 |RIl |R |R7 |R6 [R5 |R4
7 7 6 5 4 3 2 I 0 R7 [R6 |RS |[R4 |R3 |R2 [RI] |R
R (R |RIl [R2 |R3 |R4 [R5 |[R6 [R7 |0 I 2 3 4 5 6 7
R1 |R1 |R |R3 |R2 |R5 |R4 |[R7 |R6 |4 5 6 7 0 ! 2 3
R2 [R2 |[R3 |[R |Rl |R6 |R7 |R4 |[RS |2 3 0 ] 6 7 4 5
R3 |[R3 |[R2 |RI |[R |R7 |R6 |R5 |R4 |6 7 4 5 2 3 0 |
R4 [R4 [R5 |R6 |[R7 [R |RI |R2 |R3 |I 0 3 2 5 4 7 6
RS |[RS |[R4 |R7 |[R6 |R] |R |R3 [R2 |5 4 7 6 I 0 3 2
R6 [R6 |[R7 |R4 |RS |R2 |R3 |R |RI |3 2 I 0 7 6 S 4
R7 |R7 |[R6 |RS [R4 |R3 |R2 |RI |[R |7 6 S 4 3 2 I 0

SUBGRUPOS DE ORDEN 8

T={0,1,2,3,4,5,6,7}
A={0,1,4,5R2,R3 R6,R7} B={0,1,45RRI R4 RS} C={0,2,5,7R1,R3 R4 R6}
D={0,2,5,7,R,R2,R5,R7} E={0,3,5,6,R R3 RS RG]} F={0.3,5,6,R1 R2 R4 R7}

vvvvvvvv

SUBGRUPOS DE ORDEN 4

[={0,1,2,3} [1={0,1,4,5} 111={0,1,6,7} IV={0,2,5,7}
V={0,2,4,6} VI={0,3,4,7} VII={0,3,5.6} VIHI={0,2,.R,R2}
1X={0,2,R5,R7} X={0,5,R R5} X1={0,5,R2,R7} X1I={0,5,R[,R4}

X111={0,5,R3,R6} XIv={0,7,R,.R7} XV={0,7,R2 RS}

SUBGRUPOS DE ORDEN 2
(0,1 {02} {03} {04} {05} {0.6}) {07} [O.R} {O.R2Z} {OR5} {O.RT}

Tabla 3.5. El grupo completo de transformaciones, su tabla de multiplicacion y todos
sus subgrupos. Los numeros corresponden a las transformaciones de los bloques
de tamaiio 3.

A




tenemos son clases de cquivalencia en donde dos veglas, [y [} son equivalentes
si hay nn clemento g € (G tal que g f) = f].

Para la regla fi, el orden de la Grbita | (7 fi | nos da nn indicador de la
asimetria de la regla respecto al grupo G El namero de drbitas es el mimero
de reglas independientes que podemos considerar. Para los AC's elementales
las simetrias consideradas en la literalura son, la reflexion la conjugacion v la
composicion de rellexion con conjugacion, csto es equivalente a considerar el
grupo formado por las translormaciones {( A, =), (/i,~), (r,=), (r f.~)} v el
cual nos genera 88 drbitas.

Alaplicar el grupo G a los antomatas elementales hemos encontrado 22 orbitas
distintas tabla 3.6, es decir 22 elases de eqnivalencia, como era de esperarse por la
ec.2.21, ¢l orden de nna clase esta en relacion inversa con el nimero de simetrias
que poscen las reglas de esa clase. Las clases se presentan en la tabla 3.6 De
esta tabla encontramos reglas con muchas simetrias como la 0, 5190105 v cuyas
orbitas son de tamano 2 v reglas sin simetrias no triviales comorla 7 v 25 (ue
generan 6rbitas de tamano 320 Las clases identificadas por cada nna de las drbitas
nos proporciona una clasilicacion, en la que el tamano de Ta orbita To tomamos
como medida de asimetria de las reglas que pertenecen a esa orbita. Presentamos
un compendio de las reglas v las sitmetrias en el Apendice T3,

Con dos parametros intrinsicos como la ramiflicacion v las simetrias generamos
un refinamiento de nuestra clasificacion tabla 3.7

Al extender Tas simetrias a los antomatas como lo mostramos en la ailtima
seccion del capitulo anterior, el algoritmo (2) nos permite encontrar el tradie-
tor que presenta al conjunto de simetrias extendidas a seenencias hi-inlinitas.
Al hacer esto encontramos que el conjunto de antdmatas con subgrafos no triv-
1ales para sus simetrias, es el conjunto de antomatas lineales, es decir antdmalas
definidos por fimciones a blogues que se pneden vepresentar usando aritmdtica
modulo A como fi(¢) = _\:f;(l,(,'l , . Para el caso clemental esto hace nn total de

I6 antomatas.



tama no 2

{0, 255},
{51,204,
(90, 165},

{105, 150},

tamano 16

tamano 4

{1585, 170, 2407,

{60, 102, 153, 195},

tamano 8
FSO 10080, 95, 160, 175, 245, 2507,
{IR.33.72. 123, 132, 183,222,237},
§23.43.77, 113, 142, 178,212,232},
{24, 36,66, 126, 129, 189,219,231},
129,46, 71, 116, 139, 184, 209, 226},

{54.57.99. 108, 147, 156, 198, 201},

{12,048, 16,32, 064, 127 128, 191, 223, 239247251, 255, 254},

{3,012, 17,34, 48,63, 68, 119, 136, 187, 192,207,221, 238, 243,252},

{6,9,20.40, 65,96, 111, 125, 130, 144, 159, 190,215,235, 246, 249},

19,35, 49,
{22, 41, 73,
{26, 37. 74.

{27,39.53.

{30, 45,75,

tamarnio 32

50

97.

82,

58,

86,

55.59.76. 115, 140, 179, 196, 200, 205, 206, 220, 236}, -

104,107,109, 121, 134, 146, 148, 151, 158,182, 214, 233},

88,91, 94 122 133161, 164, 167, 173, 181 218,229},

78R3 V2 N4 41163, 172, 177,197,202, 216, 228,

89, 101, 106, 120, 135, 149, 154, 166, 169, 180, 210, 225}

{7, 1113, 14021, 31.42.47.69. 79, 8184087, 93, L2, 117138 143, 162, 168, 171, 174,176

186. 208,213, 224,234, 241, 242, 244, 24K,

{25, 28 38,44, 52,56, 61,62, 67,70, 98, 100, 103 V10 T18, 124 131 137, 145152, 155, 157,

185, 188, 193, 194, 199,203, 211.217.227. 230}

Tabla 3.6. Orbitas generadas por la accion del grupo G sobre las reglas de automatas
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Boe ok 5+ 4 4k o+ 4+ o+ b - 105, 1508
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== 12034 48.06RIRT. 207,221 243 - 431763119136, 192,238,252 + - + - - - - - =

{9. 111 144, 2463 {6.96. 159.249¢ - {20.40. 65,125,130, 21523583 +~ - =« - - -

- {19,500 55,76, 179, 200. 208, 236} - 1354959, 115,140,196, 206. 220y ~ -~ - - - - -~

(4197107 1200134 148 15K 214 {22.73.104. 109, 146, 151, 182,233} -

R T T TS

£37.91.94. 122,133,161, 164 218} -

120,74 K2 8K 167. 1730181229 -

-t s s i IS ITT 2160 23R - s s s

{S3.83 172 2004 (S92 162 1078 (27 19 78

Y

S {30040 75 86089 101106, 1200 135 149,154,166, 169,180, 210, 225}

S HTRTOTT6. 242 (TE L2 T B R I IO TR 1T 1T 208 213 241 244 - - {7021 310870 1682240234, 248 - {69.93.162. 186} - - - - -

A - $25 44 52,62 103, 1100 P18, 1240 131, 1370 145,152,193, 203, 211,230} {61.67. 188. 194} - - - =

128,3%.56.70. 98,100, 185, 1587185199, 217227} - - - -

, mavor ramificacion

Tabla 3.7 La tabla muestra el refinamiento que se obtiene al intersectar las clases obtenidas para la ramificacion promedio y para las
simetrias Entre mas arrba se ubique un conjunto de reglas el orden de su erupo de simetrias es mayor vy entre mas a la derecha este el
conjunto la ramificacion promedio aumenta



Capitulo 4

Discusién y conclusiones

IEn o que signe haremos nna disension de los vesultados. o Ta fignra L1 se

presenta la ramificacion promedio pogralicada contra la entropia lopologica s
para la primera imagen de los ACs elementales. AL poede verse, al trazar las
linecas horizontales que mnestra la lignra, que hav puntos para los gue teniendo un

mismo valor de Ta entropra topoldgica tienen distinto valor para Ta ramificacion

promedio.  Sncede en forma similar si'pl37INtrdznenssverticales, solo que cn

el eje de p hav mejor delinicion. Aquellos pintos en los que para nn valor de
p tenemos solo un valor de s v viseversa, dan una clasificacion similar para la
imagen de fos ACs v [a Jerargaia de estos conjuntos es ignal st consideramos p o
st tomamos s. Para un valor de p = 1.9 v de s entre L85 — 0,90 se tiene un grupo
aghitinado de 32 antdmatas, Fs importante senalar que la ramificacion promedio
es una cantidad muachisimo mas simple de calenlar que Lo entropia topolagica con
resullados en la clasificacion semejantes como puede verse tambien en Tas tablas
3.1 v 3.2,

La fgura 1.2 muestra la eatvopia topolopica contra la entropla mdéirica, esta
nltima calenlada por Grassherger [31]. Tn los vesultados de Grassherger se estima
el comportamiento asintdtico de la entropla iaétrica ec 2,11 pava los autdmatas

clementales. Los valores de la entropia métrica no son mavores que los de la
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Fignra 4.1: Se graflica la ramificacion promedio contra la entropia topoldgica de
la primera imagen para todos Tos Ac’s elementales. Cada simbolo representa a
nn conjunto de antdmatas. La grafica en la parte superior; muestra el mimero de
reglas con la ramilicacion dada v la grafica de la derecha es ol niimero de reglas

con la entropra topoldgica dada.
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Figura 4.2: Se grafica la entropia topolégica contra la entropia métrica calenlada
por Grassherger [26] para todos los Ac’s elementales
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entropia topoldgica, por ello todos los pnntos se ubican por debajo de la diagonal
de la grafica. IMTay reglas con niimeros de vegla comola 10, 12,29, 138 envos valores
dificren poco de los dados por Grassberger. Fsto indica gie se esta proximo al
valor Iimite para la enlropia topoldgica. Wollram rel.[16] obtiene valores para la
entropia topologica solo de las reglas elememales qne llama “legales” v oqne son
32.

LLas estimaciones anteriores para los conjuntos limites son hechas desde alnera

es decir partimos del espacio completo de confignraciones y las cantidades son
calculadas una vez (ue aplicamos los antomatas a este espacio. Los suhconpintos
imvariantes como lo son las conlignraciones viajeras nos dan nna aproximacion
desde adentro al conjunto Imite. La fignra 1.3 eralica la ramificacion prome-
dio contra la entropra topoldgica de Tas conlignraciones viajeras con velocidad
0. Podemos ver que conforme nuestro parametro de estrnetnra como lo es a
ramificacion, va anmentando la aparicion de conjuntos de antomatas con subeon-
juntos importantes de conflignraciones viajeras tambien anmenta.. Con los cjes
en la misma escala los puntos sobre la diagonal representan a antdmatas enva
aproximacion a la entropia topoldgica del conjunto Iimite, desde adentro com-
cide con la aproximacion desde aluera, es deciry el valor correspondiente; es Ia
entropia topologica para el conjunto imite. Fonaguellos antomatas gue se nhiean
cerca de la diagonal, los conjuntos de conlignraciones viajeras son nna parte mny
importante del conjunto limite, Tambien presentamos la figura 1.0 considerando
ahora las velocidades Ty -1 para las conflignraciones viajeras.

La relevancia de los conjuntos de conlignraciones viajeras o de blogues gne
pertenceen a estas confignraciones depende de la [reenencia de apavicion de estos,
bajo la dinamica del antomatal35]. Para cllo vaste notar que para los AC*s
elementales, de los 256 solo 8 no presentan configuraciones viajeras v omas del
53 por ciento de todos tiene conjintos de conlignraciones viajeras con enfropra
topologica distinta de cero.

Podemos fltrar de Ta dindmica a los dominios viajeros (ver seceion 2.0) y
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quedarnos con la parte de la dindmica gue ne son dominios viajeros. isto nos da
ya una simplificacion para entender el comportamiente de los antdmatas.

Subconjuntos invariantes son muchas veees encontrados a través de el examen
minusioso de los diagramas espacio- temporales para los antématas, en los gue los
patrones presumiblemente invariantes, son puestos Inego a proeba para mostrar
su inavarianza temporal [36]. Con el método gue presentamos seccion 2.4 los
subconjuntos invariantes son encontrados de manera efectiva y esto es relevante.

Como ejemplo de uso del procedimiento de la seceidn 200, para encontrar sub-
conjuntos invariantes en antomatas de rangos mayores y para contrastar niestro
método con el trabajo de Crutehficld [36], nsamos Ta regla de antomatas de rango
2 (I = 5), con mimero de regla 2614700071 Obtenemos Tos conjuntos de con-
figuraciones viajeras que tiene enfropia distinta de cero. Tistos conjnntos tienen
velocidades v = =2y v = 0 v entropia topologica de s = 0400685 y & = 0182342
respectivamente. Los lTengnajes asoctados corresponden a las expresiones regu-
laves (1HOO1=)=(1107) v (10100(c + 0))=. Cratehlicld identifica dominios, diree-
tamente sobre los diagramas espacio- temporales generados en la computadora
nsando nna téenica de reconstrieeion de maguina. Fista téenica actita como nn
sustituto computarizado de la identificacion visnal de los dominios. Los snbeon-
juntos invariantes que reporta Crutehfield, son otros diferentes a los conjuntos de
configuraciones viajeras que encontramaos nosotros.

i lo que se refiere a las simetrias de los ACs hemos visto como al generar
un grupo completo de transformaciones para las reglas focales, esto nos da nna
simplificacion para estudiar el espacio de reglas. L orden de la orbita que se
genera al aplicar el grupo completo de simetrias a nna reglas, lo interpretamos
como la asimetria de la regla, ya gqne, reglas con muchas simelrias generan orbitas
pequenas.

Podemos dar nna caracterizacion para las reglas de antomatas si nsamos los
parametros intrinsicos que hemos encontrado como la ramiflicacion promedio v el

grupo de simetrias de nna regla. Al hacer esto generamos un mapa con clases de

2 ]
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conjuntos de reglas g 1.5.

Al hacer nna comparacion con reglas e se consideran con comportamicnlos
especificos como reglas nulas, periddicas, cadticas y complejas ref[38], en nnestro
mapa podemos ver [ig. 1.6 que las reglas simples se ubican en zonas de alta stimetria
y baja ramificacion y reglas complejas estan en zonas de haja simetria y alta
ramificacion,

Al extender las simetrias de las reglas a los antdmatas como va lo hemos
senalado en la Mltima seecion del capitulo anterior obtenemos que para las reglas
lineales tenemos un traduetor ¢ne presenta al grupo de simetrias de la regla. Fiste
traductor es isomorfo en el caso elemental al presentado para los antomatas eslos

resultados se presentan en la lignra 1.7

fa |
o



Fignra 4.5: Clasificacion de los AC elemntales. Tin el plano base representamos
los conjuntos de reglas en orden creciente de su ramificacion promedio y en orden
creciente de la cardinalidad de su grupo de simetrias. La altura en esta fignra es

el niimero de reglas que se nbican en el punto dado

a




Clases de simetria

0 2 4 5) 8 10 12 14
Clases de ramificacion

Reglas nulas - Reglas complejas

Reglas cadticas Sin referencias

Figura 1.6: NMapa. en el cual en el eje horizontal se jerarquza las [5 clases
obtenidas para la ramilicacion promedio de los ACE, en orden creciente v oen el
eje vertical las clases ohtenidas de acuerdo al orden del griupo de simetrias de los
AC. El nimero en cada cuadro es la cardinalidad del conjunto. Antdmatas con

comportamicntos conocidos aparecen en los conjintos indicados,



() C 11 ()] (2, 1)/@ (7, 1)
m

Reglas Grupo de simetrias internas elementales

0,250 [ (O,) | (1,1) | 2,1) | (3,1) | (4,1) | (5,1) | (6,1) | (7,1)
51,204 1 (0,1) | (L) | 2~ | B~ [ 4, D) [ (5,1) ][ (6,~) | (7,~)
90,165 | (0.1) | (I,=) | (2,1) | 3,~) | (4~) | (5,1) | (6,~) | (7,1)
105,150 | (0,1) | (=) | 2~ | 3, D) | @~ ] 5,16, ] (7,~)
15,204 | (O,1) | (J,1) | (2,1) | (3,1) | (4.~) | (5,~) | (6,~) | (7,~)
60,195 | (0,1) | (I,L1) | 2,~) | 3,~) | (4~) | (5,~) | (6,1) | (7,1)
85,170 1 (0, | (I 1 @2, 1) | B~ | 4D (5, ] 6,1 (7,~)
102,153 1 (0,1) | ()| 2~ | GB,D [ 4.1 ] (5~ ] (6,~) ] (7.1)

' (b)
— [Fignra 4.7: (a) El tradnctor presentando al grapo de simetrias de la regla 900 (D)
AC elementales e tienen grnpos de simetria de orden infinito.



Apéndice A

Traductores minimos

deterministas

Resumen
Presentamos ¢l procedimicnto para roducie traductores a su forma minona

determimsta y que presenlan al neismo conjunlo.

A.1 Reduccion de traductores.

Para nn conjunto de salida especilico existen muchos tradnctores con los que
podemos representar este conjunto. Por ejemplo, el conjunto de todas las se-
cnencias de ceros vounos puede representarse con nn vértice vodos llechas que
salen v entran al mismo vértice, nna flecha etiguetada con cero vila otra con uno.
Tambicn puede vepresentarse con un nimero lintto arbitarvio de vértices en los
aque salen siempre dos flechas de cada vno, nna etiquetada con cero y la otra con
uno y en los qne siempre llega al menos nna llecha, Estamos inferesados en fra-
ductores con el menor niimeros de vértices, Tambien podemos tener traductores

en los que o o varios vértices tengan llechas de salida con la misma etigqneta

Na
=1



esta ambigiiedad entre las llechas y sus etiquetas puede corregirse convirtiendo el
traductor, a un traductor en el que para las llechas que salen de un vértice, co-
rrespondan ctignetas diferentes. Nos proponemos encontrar tradnctores mimimos
(con el menor niimero de vértices) v sin la ambigiedad senalada.

Un traductor puede en general ser no deferminista pero podemos constriir
uno determinista, entre otros propositos porgue en estos, se puede hacer una
reducion hacia mn tradnctor mmimo determinista [16] qne presente al mismo
conjunto de salida. Tsto pone nna limitante a nuestro traductor final el cual sera

determinista

Para obtener el tradoctor determinista definimos nn nnevo conjunto de vértices,
como el conjunto potencia de Q.29 v cada elemento de este conjunto representa

un vértice, Bl nnevo traduetor queda ahora determinado por

& 29w 7 — @

AN

de esta forma & (s, a) =1, para s 1 €29 v&(pa)=6(p.a)parap € Qvac /.
Tambicn §'(B,a) = Uperd(h, a) con 3.C ().
Pongamos el caso de nn tradiuctor con enatro vértices v dos valores posibles

para las ctiquetas, definido por la tabla:

odrlice a h
b M) dpb)
0 dlqa) Slah
r GOroa) (e h)
s bsia) (s b)

El traductor determinista queda dado por Ta tabla ALl

IS



rirtice « h

P d(p,a) op,h)

{pogry Umpnolea) Uimpg o 0(e, h)
(s} Urmpgablra) Uy 80 b
{porost Uimpnsdloria) Uil b))
{g.r. s} (N Y (V7D I R O 1)
{pogoris} Uimpgnsoloca) Uiz, 0(r0h)
Tabla AT La Mineidon " vepresentada en forma tabnlar

Para eliminar vértices que no participan en la lormacion de seenencias dohle-

mente infinitas, hacemos lo signiente [15]

Definicion 15 [/n subeonjunto Qy, de vdrtices dooun traduclor (0 esta fucrle-
mente concelado si Uy solo s para cuale .\'!/Hi{ ra dos vdrtices (AN Qn criste nna
Irayeclovia de w a oo Vo componente concelads fucrlomente (CCU) s un sub-

conjunto marimal de Qy fuerlcmenle coneclado,

Con la tabla ALl estamos en condiciones de encontrar los CCE v despoes de
esto podemos formar un nuevo gralo divijido D) que le Hamamos el colapso de (4

D contiene un vértice para cada CCI de €0 hav una flecha en D de ea o sinhay
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Figura AL Tradnctor para el antomata con mimero de regla 50

nna travectoria en Gode algin vértice en e aalegnn vértice en ¢’ De esta forma 1
es aciclico v podemos enumerar los vértices en 1) con {cy e, e} de tal forma
que si-havuna flecha (e c;) en D entonees ¢+ < g Fsto nos sirve para eliminar los
vértices que no participan en CCFCAsiun vértice no es transitorio 3ivparticipa en
un CCT o en la travectoria de nn CCF a4 otro. Fsto signilica que st tenemos que
(s, a) = O, para todo « € Zp, este vértice no participa en nuestras secnencias,
ignalmente si existe 1€ (Q tal gque para todo vértice voalgnn a € 7y, 8'(s,a) = |
no es cierto, enfonees este vértice tampoco participa, esto se repite hasta gue se
termine con los vértices que no participan en las seenencias doblemente infinitas,

Como ejemplo tomemos el traductor de la lignra AT (este traductor corre-
sponde al traductor para ¢l antémata con niimero de regla 50) con () = {00, 01,
10, 11} Generamos el tradnctor determinista con la avida de Ta tabla Al

Con la tabla AL formamos un traductor en el cual identificamos los C°C'1
v lhmpiamos este traductor qnitando todos los vértices que no intervienen en
conflignraciones doblemente inlinitas. Esto hace que solo nos quedemos con fos

vertices marcados con "o Bl traduetor determinista se muestra en la ligura A2

(0



Vértice 0 I
{00} * {00} {01}
{01}* (10,11} %)
{10} & £00,01}
{1} (10,11} &
{00,01}* {00,10,11} {01}
(00,10} {00} {00,01}
{00,11)} {00,10,11} {01}
{01,10} {10,11} {00,01}
(01,11} (10,11} &
{10,11}* {10,11) 100,01)
{00,01,10} 100,10,11) {00,01)
{00,01,11} 100,10,01) 101}
{00,10,11)}* {00,10,11) (00,01}
[01,10,11} (10,11} (00,01}
00,01,10,11} {00,10,11} {00,01)

Tabla A.2. la funcion ' en forma tabular, los vertices con *

traductor determinista.

[Fignra A.2:

0

)

{10,11}

de conlignraciones para la regla 50

{00,01}

son los que forman el

/\ q()@

Traductor determinista presentando la imagen del espacio completo



A.2 Traductor minimo determinista

Nosotros vamos a tratar con los traductores que representan a las reglas ele-
mentales. La [orma de llevar a cabo nina rednecion para los traductores, con-
siste en establecer, st estamos usando vértices de mas para representar al con-
junto, de tal forma que nsemos el mimimo mimeros de ellos. 121 procedimiento es
como sigue: primero transformamos nuestro traductor, a uno determinista con el
procedimicnto ya descrito, despiies de esto establecemos nma equivalencia entre
vértices para quedarnos con el menor niimero que nos deseriba el mismo con-

junto. Esta eqnivalencia la definimos a continnacion v que es nna adaptacion del

teorema de Myhil-Nerode pava traductores de Fischer vel[17].

Definicion 16 Dos odrlices p oy g son cquivalenles p = g s para cada o €

L(Z) 6(pya)y#£ O s d(goa) # 0

Dela misma Torma decimos que poes distinquible de g sioexiste nnoao € L{ 7))
tal que &(p.ar) # O v o(q,r) = 0.

Generamos un nuevo traductor en el que cada vértice representa nna clase de
cquivalencia, I nuevo traductor representa al mismo conjnnto que el traductor
inicial rel{17]. Fl procedimiento podemos [levarlo a cabo tal v como se ilastra
en el signiente ejemplo, donde hemos considerado el tradactor determinista que
presenta a la regla 50 fipnra A2,

Tomemos los vértices con asterisco de la tabla AT por parcjas v los renom-
bhramos como signe « = {00}, [ = {01}, ¢ = {00.01}. | {10,11} v
m = {00.10,11}, comencemos con las palalivas de famano nno v los vértices
(e, [), con un 0 este par vaca (c.oh) con 1 son distinguibles, el par (¢, g) con 0 va

aleom)yvoeon b vaa ([ ), deesta forma el par (o, g) lo colocamos en la lista de

(e,m), signiendo con las palabras de tamano uno para esteiltimo par de vértices

aue equivale a considerar palahras de tamano dos que comienzan con un 0 para

el par (e.g), vemos que (com) con un O van a (c,m) v con un L a ([, q), asi ¢l

H2



{h,m}

0
0
e}y —— {f} = 1 {9}

0

Fignura A3 Traductor mimimo determinista que presenta a la imagen del espacio

de conflignraciones bajo la regla Ho

par (e,m) lo colocamos en la lista de (f, ), ahora [y g son distingnibles a
traveés de Ty por lo tanto tambien son distingnibles ¢ v ast como ey g, Todos
los vértices son distingnibles con [ porque todos fienen sahida con el T v no.

1 N .~ . - . . . R .
Continnando con las demas parejas

|

(ch)y == (eh) (e oh) = ([.a)
(g.m) Y, (mym)  (g.m) 1, ([.9)

(0. 1) —5 (o, b)) (g ) =5 (L)

(/i‘m]—“—v(/;,m) (//,111)—‘»(”,‘(/)

de esto conclnimos que solo hov o son equivalentes v el traductor minimo qne
resulta se presenta en la lignra A3

Para otros casos, como el de Ta hignra A una vez que tenemos el tradne-
tor mimimo determinista, admite nna redueeion adicional, Ta que genera ¢l mismo
conjunto de salida v que resnlba ser nn tradnelor no determimista. No hav un pro-

cedimiento general para esta reduceion. Ademas va no hav nna relacion hiveetiva

entre las travectorias en el traductor v las conlignraciones de simbolos.
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V & —— ’/O\
0 - 1 0 1

1 0

Figura Al Rednecion de vértices del tradnetor sin conservar nna relacion biyee-

tiva entre confignracioes v travectorias
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Apéndice A

Compendio de reglas y sus

simetrias

[n la signiente tabla presentamos las reglas de antdmatas elementales vosus re-

spectivas simetrias. 1o la tabla aparece marcado con nna X cnando las reglas que

aparcee en la primera colummna ticnen las simelrias indicadas en Ta cabeza de la
tabla o primera hla. Hemos omitido las transformaciones (0, =) v [ ), ~), va que

obviamente la primera es simetria de todas Tas reglas v la segnnda de ningnna.




1%

1

~

~

o —
""ﬂ

“ T

vz

~ =

=

AN =

AR

AR

AR

PR

Al

FAR

L[N |d [WN =

o

—
(=}

—
—

—
1)

—
w

_
e

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

.

50

51

52

53

S4

S8

56

57

S8

59

60

61

62




I

~ o

I

N x

(-

nx

]

a1

|

w T

6

~

e

e




[

W

wn

~1

[

I~

§ @<

i+ =<

T

e R

[[——~]

R

124

125

126

127

128

PPAFS

129

d

.

130

131

132

P

133

134

135

136

137

138

139

P

140

141

142

143

144

145

146

147

X

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

159

160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184




%]

(%]

&

~

1=

W N

- =

==

A~

o=

| ]

R

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

203

204

205

206

207

208

209

210

211

212

213

214

215

216

217

218

219

220

221

222

223

224

225

226

228

229

230

231

232

Fd

233

234

235

236

237

238

239

240

241

242

243

244

245




12 5 RIR|R|[R|R|IR|R|R RIRIRIRIRIR|IR|R
=| == =| = =(1|2 |3 |4]|5]|6|7 ~l1 |2 (|3 |4]|5]|6 |7

246 X

247 X

248

249 X

250 X X X

251 X

252 (X

253 X

254 X

255 [ X | X | X X|X X|X|X|X[X]|X[X[X




Bibliografia

[1]

2]

(6]

S.Wollvam, Stalistical Mcchanics of Cellular Aulomala Rev. Mod. Phys 55

(1983) 569

T. Tolflohi, Cellwlar automata as an altcrnalive (rallicr than an aproriealion

of) deflerential equations in modeling physies. Physica 1) 10 (1981)

G. Y. Vichniac. Simualating physics wilh ecllular automata, Physica 1) 10
(1984) 96-116

\

S.Wollvam, Theory and Applications of Cellular Automata, World Seientific

Publishing 1986

K. Park, K. Steightz, \V. P Tharston. Soliton-like in ecllular automala,

Physica D 19 (1986) 123

T. Tokihiro et. al. Irom soliton cquations to integrable cellular aulomala

thowah a limiting procedure, Phy. Rev. Lett, 76 (1996) 3217

Y. Aizawa, | Nislhkawa, IN. Kaneko. Soliton turbalenee in one-dimensional

cellular awlomata, Phyvsica 1) 45 (1990) 307

[8] T.S. Papatheodron, et. al. Stud. Appl. NMath. 79 173 (1088)

[9]

M. Bruschi, PANL Santini, and O. Ragnisco, Phvs, Lett, A 169 151 (1992),
M. Bruschi, PN Santing, Physvea D 70, 185 (1991)



[10]

(1]

[12]

[13]

[11]

(19]

[20]

S.Waollvam, Uneversality and Complexity in Cellular Automata, Physica 101)

(198.1) 1-35

N.Cuhikll, SNu, Undecidability of CA elassificalion sehemes, 2 (1988) 177-

190

K.Calikll, Llwed, SNu. Compulation  Theorvelic Aspeels of  Cellular

Awlomata Physica 1D 45 (1990) 357-378 North-Tlolland

ILA.Gutowitz, A hicrarchical ¢lassificalion of ecllular aulomata, Physica 1)

45 (1990) 136-156

Wi, N.Packavd, The Structure of clomdtary edllular avlomala rule space,

Complex Systems 4 (1990) 281-297

K. Sutner, De Bruipn Graphs avd livear eclular auvtomata, Complex Svstems

5 (1991) 19-30

S.\Wollvam, Computation theory of ccllular automata, Commun. Math. Phys.

96 (1981) 15

J.E Tloperolt and J.D. Ulhnman,  [otroduction to Aulomala theory, lLan-

quages, and Computation. Addison-\Weslev, Reading, Massachnsetts, 1979,

Jo Unas, Go Salazarv-Anava, I Uealde, and AL Fnciso Traveling pallerns in

cellular automata, in press Chaos (1996)

ONarting - AOdhvzkoo SAVolfvam.  Alachraie propovtics  of  cellular

aultomala Commun. Nath, Phyvs, 93 (198 1) 219

-

J.LC Kelley, General Topology, Van Nostrand, New York 1955

G.AL Tleldand, Eudomarphisms and automorplisms of the shift dynamical

system, NMath, Svst, Theor, 3 (1969) 177




[22]

23]

[31]

[32]

133]

[31]

B. Weiss, Subshifts of fimite type and sofic sysiems, Monatsh., Math, 77

(1973) 162

L.P.haed, Formal language characterization of ecllular automata limit sel,

Complex Svstems 1 (T987) 69-80
R.Fischer, Sofic Systems and Graphs, NMonatsh. Nath. 80 (1975), 179-186
P.Billingsley, rqgodic Theory and Information. \Wiley New York (1965)

J.-PoBekman, D, Ruelle, rgodic theory of choas and strange altractors, Rev.

Mod. Phys. vol.57, Part | (1985} 617-656
P Walters, Ao introduction to crqodie theory, Springer, Breling 1982
J.RBrown, Ergodie Theory and Topological Dynamies, Academic Press 1976

L.POhied, J.RNarvi and N.Ciluk, The topological entvopy of ccllular antomata

i uncompulable, Frgod. Th.& Dynam. Svs. 12 (1992) I65-265

RONLAL Dilivo. Perviodies points and cnlropics for eclular aulomata, Complex

Systems 3 (1989) 117-128,

L.P ITared, Recursive Celtular Automata Tnvariant Scls, Complex Systems 4

(1990)1 19-120

J.Urtas and AL Fnciso, Intcrnal Symmctries of Collular Automata, Sabimit-

ted to Physica D, (1995)

[ Ugalde, J0 Urias, Svimetry gronps of antomata, Physica 1) 70, 178-18
(1991)

P.Grassherger, Table 6 of Theory aud Aplhications of Ccllular Automata S.

Wollram, World Scientilic (1936)




[35] N. Boccara, J. Nasser.and M. Roger, Parlicle-like struetures and their inler-
aclion in spalio-lcimporal pallcrns goncrvalod by onc-donensinal delermmistic

cellular aulomaton rules Phys, Rev A 44, S66-875 (1991).

[36] J.E. Hanson, J.P. Centehliedl, The Atlvactor-Basin Porlrad of Cellular Au-

fomata. Journal Statistical Physies 66 1992

(37] J.P. Cratehlield, Turbulent Paticrn Bases for Collular Aulomata, Physica D

69 (1093) 279-30

(38] S. Wollvam. Cellular Aulomata and Complerity, Collected papers, Addison-

Weslev (199-1)



	DCF E5S8 19960001
	DCF E5S8 19960002
	DCF E5S8 19960003
	DCF E5S8 19960004
	DCF E5S8 19960005
	DCF E5S8 19960006
	DCF E5S8 19960007
	DCF E5S8 19960008
	DCF E5S8 19960009
	DCF E5S8 19960010
	DCF E5S8 19960011
	DCF E5S8 19960012
	DCF E5S8 19960013
	DCF E5S8 19960014
	DCF E5S8 19960015
	DCF E5S8 19960016
	DCF E5S8 19960017
	DCF E5S8 19960018
	DCF E5S8 19960019
	DCF E5S8 19960020
	DCF E5S8 19960021
	DCF E5S8 19960022
	DCF E5S8 19960023
	DCF E5S8 19960024
	DCF E5S8 19960025
	DCF E5S8 19960026
	DCF E5S8 19960027
	DCF E5S8 19960028
	DCF E5S8 19960029
	DCF E5S8 19960030
	DCF E5S8 19960031
	DCF E5S8 19960032
	DCF E5S8 19960033
	DCF E5S8 19960034
	DCF E5S8 19960035
	DCF E5S8 19960036
	DCF E5S8 19960037
	DCF E5S8 19960038
	DCF E5S8 19960039
	DCF E5S8 19960040
	DCF E5S8 19960041
	DCF E5S8 19960042
	DCF E5S8 19960043
	DCF E5S8 19960044
	DCF E5S8 19960045
	DCF E5S8 19960046
	DCF E5S8 19960047
	DCF E5S8 19960048
	DCF E5S8 19960049
	DCF E5S8 19960050
	DCF E5S8 19960051
	DCF E5S8 19960052
	DCF E5S8 19960053
	DCF E5S8 19960054
	DCF E5S8 19960055
	DCF E5S8 19960056
	DCF E5S8 19960057
	DCF E5S8 19960058
	DCF E5S8 19960059
	DCF E5S8 19960060
	DCF E5S8 19960061
	DCF E5S8 19960062
	DCF E5S8 19960063
	DCF E5S8 19960064
	DCF E5S8 19960065
	DCF E5S8 19960066
	DCF E5S8 19960067
	DCF E5S8 19960068
	DCF E5S8 19960069
	DCF E5S8 19960070
	DCF E5S8 19960071
	DCF E5S8 19960072
	DCF E5S8 19960073
	DCF E5S8 19960074
	DCF E5S8 19960075
	DCF E5S8 19960076
	DCF E5S8 19960077
	DCF E5S8 19960078
	DCF E5S8 19960079
	DCF E5S8 19960080
	DCF E5S8 19960081

