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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis trata con dos conceptos fundamentales: el de supervariedad y el

de algebroide de Lic. Eu este capitulo introductorio trataremos de explicar el
significado y la relevancia de ambos. asi como su relacion.
Las supervariedades aparecieron en los 70s, como una construccidon geométrica
que permitlia la unificacion en el tralamiento de los sistemas que en Fisica se
denominan bosénicos y fermidnicos. El problema que plantea la existencia de
tales sistemas en que un caso (bosones) su descripcién se realiza mediante la
maquinaria habitual en Fisica de operadores en espacios de Hilbert, pero en el
otro {fermiones) es posible probar que las magnitudes asociadas al sistema deben
cumplir la propiedad de anticonmutatividad (esto es, ab = —ba). Los fisicos,
inicialmente. modclaron tales sistemas en un cspacio fasico similar al clasico,
pero anadiendo a las coordenadas habituales otras de cardcter anticonmutante.
Asi, sustituyeron las cartas locales euclideas por modelos locales AR{C!, ... .¢™),
donde A C R™ es un abierto y {¢'... .("} son los generadcres de un algebra
real con las propiedades

- - _ -t 4 . .
Gl =0 i #E
(¢ =0vie{l,... .n}.
Esto conduce de manera inmediata a la consideracion de “superfunciones™ cn
la variedad clasica AJ, objetos de la forma (x = (x),,...,2Zm))

flr) = folr) + fil)C 4+ -+ fulz)ch ¢

La intuicion parecia asegurar que de esta manera se podria reconstruir todo el
calculo diferencial habitual v hacer [isica sobre estos nuevos “superespacios’.
Sin embargo, pronto se vio que esta construccion era matenaticamente incon-
sistente (por cjeinplo. 1o cra posible definir un espacio tangente e un punto
con las propicdades gue cabia esperar) La formalizacién del concepto fisico de
“superespacio” es obra de F Berezin [2] y B. Kostant [4] (2n [orma indepen-
diente pero equivalente). quienes introdujeron las supervariedades procediendo
por analogia con la construccion de los espacios geométricos en Geometria Alge-
braica [1]. En esta aproximacién. lo que uno toma como objetos fundainentales
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no son las cartas locales, sino los anillos locales de gérienes de lunciones difer-
cnciables. Todos los objetos de la geometria diferencial se contruyen entonces a
partir de estos anillos mediante el uso de la feoria de haces (asi, por ejemplo, el
fibrado tangente se construye como el haz de derivaciones. ¢l fibrado cotangente
como el haz dual de las derivaciones, etc.). En esencia. una supervariedad puede
verse como una variedad ordinaria en la que el haz de dlgebras conmutativas de
gérmenes de lunciones 35 se ha remplazado por un haz e superalgebras (i.e,
algebras con una gradacion en sus elementos de manera que ab = (—1)1°1ha,
con |a| el grado de a € A).

Naturalmente, esta mancra de proceder aunque es muy natural desde el pun-
to de vista formal, extrana una gran dificultad téenica. Este es el motivo de
la existencia de una serie de resultados que podriamos cahificar de “lolklore™!.
Algunos de ellos se han probado incorrectos con el tiempo (un ejemplo lo da la
creencia, por un tiempo extendida, de que no era posible desarrollar una teoria
de integracion de supercampos vectoriales en cste contexto analoga a la clasica
[6]); otros, son de uso habitual. Precisamente. a uno de tales resultados quer-
emos referirnos en este trabajo: al que habla de la correspondencia existente
entre supervariedades y algebroides de Lie.

Los algebroides de Lie, aunque introducidos por J. Pradines en los 60s [7], se han
estudiado intensivamente desde hace relativamente poco tiempo, fundamenta-
mente ligados a la idea de integrabilidad de los grupoides de Lie en conexién con
algunas ideas de la dindmica en variedades de Poisson [3]. 9]. Informalmente,
podemos pensar en un algebroide de Lie (E,¢g, Af) como el remplazo del fibra-
do tangente a una variedad A/ (TA[, que tiene rango igual a la dimension de
la varicdad) por un fibrado vectorial £ (de rango arbitrario). Este reemplazo
no es arbitario : las secciones de £ deben estar dotadas con un corchete de Lie
[.] TE xTE — 'E de manera que exista nn morfismo de algebras de Lie
ge : (TE.[, }) — (FTM,[. |ar), donde |, ]as es ¢l corchete de campos vecto-
riales sobre Af. Claramente. sobre un algebroide de Lie se ofrece [a posibilidad
de hacer una dindmica de “campos vectoriales” (secciones A € 'AFE) analoga
a la de los verdaderos campos (secciones X = AT AJ). pero esta vez valorados
en cualquier Abrado E — M, no necesariamente el tangente (este enfoque, por
cjemplo, es la base del estudio de las teorfas de campos en Fisica).

La existeneia de la aplicacién gg - 'E — 1'TAI (lamada ancla) hace posible
exlender la definicién del carchete [, | sobre T'E a un par (A, f). con A € TE
y f € C™(Al). Basta con tomar

1A ST = qe(A)f).

Dado que E y C*(Af) generan el fibrado exterior AE, ¢s posible extender el
corchete original [, | a todo ['AE: se obtiene asi la llamnada algebra de Ger-
stenhaber del algebroide de Lie, que resulta aditir una estructura natural de
dlgebra de Poisson graduada (la extension de [ . ] o 'AE es un corchete de
Poisson Z-graduado).

'Resultados mencionados en la literatura pero de los cuales no se ofrecen demostraciones
explicitas.




La conexion cou las supervaricdades viene entonces de la observacion, debida a
Batchelor, de que si A cs ¢ haz de superialgebras de la supervariedad, existe nn
fibrado vectorial £ — A tal que A es isomorlo {(aunqie no de manera candnica)
al haz de secciones '\ E Surge entonces la pregunta:  bajo qué condiciones una
supervariedad es tal que su haz estructural A es isomorfo al algebra de Gersten-
haber de un algebroide de Lie?.

En esta tesis. daremos una respuesta detallada basandonos en las ideas de Vain-
trob (8] y Koszul [5]: existe una correspondencia biyectiva entre supervariedades
(M, I'AFE) tales que o] haz dual 'AE™ adnite una derivacion impar con cuadra-
do cero y algebroides de Lie sobre M, E — M.

La principal aportacion e esta Lesis debe verse como la recoleccion de todas las
ideas previas necesarias para la prueba , su enunciado en términos precisos y la
demostracion explicita y detallada de la anterior correspondencia. con pruebas
elementales y autocontenidas de todos los prerrequisitos y la presentacion de
ejemplos ilustrativos.

Se pretende asi que este trabajo sirva como referencia fundamental en futuras
investigaciones relactonadas con topicos de fa teoria de supervaricdades y alge-
broides de Lie.
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INTRODUCCION




N Capitulo 2

Preliminares

2.1. Algebras graduadas

Recordemos algunas definiciones sobre estructuras Z-graduadas.

Definicién 1. 1. Una K-dlgebra e¢s un espucto vectorial A sobre un cuerpo
K. con una apheacion K-bilineal,

® Ax A— A (x,y)— 1y, donde z,y € A.

2. UnaK-dlgebra es asocialva si la aplicacidn es asocialiva, i.e.. si para lodo
T, Y.z € A,

r(yz) = (zy)z.

3. Sea (G,+) un grupo abeliano. Un espacio vectorial E sobre un cuerpo K
es G-graduado st existe una famulia {E9}4e de subespucios de E, tal que

E = 'S(JECEg.

Para cada g € G. un elcmento © € E se dice ser homogéneo de grado g si
T € EY.

. UnaK-dlgcbra cs G-graduada st A = Fge A9 es G-graduada como espacio
vectorwal y s2 ademds, para lodo g h € G, z € A9 ey € AP,

ry € AITh

Una K-dlgebra G-graduada con G = Z,. se denomina superdlgebrn y cuan-
do G = Z se llamurd K-dlgebra graduada . Nolemos que todu K-dlgebra
graduada E = S,z E9. es una superdlgebra, tomando la siguiente Z,-
graduacion:
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EO® :‘I:,gezE’zg v El = ;q‘zE‘qu‘

Una K-dlgebra graduada es conmulaliva graduada s1 para lodo p,q € Z,
r € AP ey € A9,

e

ry = (=DNMyr,
y es anticonmutativa graduada st pare todo p.g & 2. 0 € AP ¢ y € 49,
vy = —(=1)"yr.

6. Sean E = 2pczEP y F = bpeg FP espacios vectoriales graduados sobre
el mismo cuerpo K. Una aplicuacion K-lincal . E — F ¢s homoyéneu de
grado d si para cada p € Z,

f(EP) C FPH.
Un endomorfimo es una aplicucion K-tineal f . E — F. con E = F.

7. Sean A = Spez AP una K-dlgebra graduada y 6 : A — A un endomorfismo
del espacio vectorial graduado A. Sea d € Z. Ll endomorfistne es una
dertacidon de grado d del dlgebra gradundu A si

1) como endomorfismo de espucios veclaorales graduadas, § ¢s hamagéneo
de grado d,
it) paracadap€e Z, z € AP cy€ A

B(xy) = B(o)y + (~1)"20(y).

2.2. Haces
Sea X un cspacio topoldgico.

Definicion 2. Un haz (de conjuntos) sobre X es un par (F.n) donde F es
un egpacio lopolégico y w : F — X es un howneomarfismo local. ks decir: para
todo r € I enste un abierto U con r € U, tal que 7(l’) es abierto en X y
mly : U — n(U) es homeomorfismo . Dado x € X. Hamamos an~(r):= F, la
fibra sobre .

Proposicion 1. Todo homneomorfisino local es continuo y abierto. Tambiin. la
composicion de homeomorfismos locules es homevimos fismo local y la restriccdn
de un homevmorfismo locul ¢ un abwerto del dvinio s homeomorfisimo local.

Demostracidn. Para cada x € F existe U, con.r & U, tal que n(l/,) es abierto
en X vy 7|y, : Uy — #n(U;) es homeomorfismo Por tauto X = U, gl/,. Ahora
si V' .C X, notemos que 7~ Y (V) = U,eplU, N Y V) = U p(m Ny (V)
ahora por ser 7|, homeomorfisio tenemos que 77 '+ (V') es abierto en U, en
particular es abierto en .X. Por tanto # es continuo.
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Sea A C F abierto. Si r € A. sea U ablerto en F con x € U, tal que n(U) es
abiertoen X v mly: : U — 7(L") homeomorfismo. por tanto 4 N U es un abierto
conz € ANU y n(ANL) C n(A) es ablerto y por tanto m(A) es abierto.

Sif: X =Y yg:Y — Z son homeomorfismos locales y r ¢ X, sean U un
abierto en X con x € U, tal que f(U) es abiertoen Y y fly - U — f{U) es
homeomorfismo y V' un abierto en Y con f(z) € V. tal que g(V) es abierto
en Zy glv : V. — ¢g{V) es hommeomorfismo. Sea IV = U N f~1(V), por tanto
fVYC VvV, (ge fH{(I) es abiertoy go f: W — (g f)(IV) es homeomorhsmo.
Si A C X abierto. la inclusion ¢ ¢s un homeomortisimo local por zanto foi = f|a
lo es. 0

Si no hay ambigiiedad, denotaremos el haz por F.

Definiciéon 3. Scan (F7.7y). (F2.m) haces sobre X. Un morfismo de haces es
unu aplicucion ¢« Fy — Fa tal que hace conmutativo el diagrarna

&

Fi —  F
ley
X
es decir
Ty0 @ =m|.

Proposicion 2. ¢ es homeomoarfismo local.

Demostracion. Sea « € F|,. Para £ € F| existe U, abierto con z € Uy, tal
que m;(U,) es abierto en X y m|y, : U, — w(U;) es homeownorfismo. Por la
condicidon de morfismo de haces tenewmos que (mg o @)(Uy) = m(Uz). Ahora
para cada y € ¢(U,) existe V), abierto con y € V,, tal que my(V,) es abier-
toen X y mlv, : V, — m(V,) es homeomorfismo. Notemos primero que
(malv, )~ H(m2(Vy) Nma(o(U;))) = V,, D d(U;) es abierto en V,,, por tanto abierto
en Fy. Luego @(U,) = U,cu,,Vy, No(Uz) es abierto en F2. Nada mas nos falta
probar que es inyectiva lo cual es inmediato, ya que si m,n € U, y ¢(m) = ¢(n)
entonces se tiene que (m < o)(m) = (me ¢ @)(n) y por ser (my 0 &)y, = mlu,
homeomorfismo se ticne que /1 = 1, por lo tanto ¢ es homeomcrfismo local. [

Definicién 4. Un subhaz F' de un haz F es un subespacio ial que (F'.w|g)
es un haz y lu inclusion

j:F'—F

es un morfismo de huces.

Nota 1. Para quc I’ 7 sca sublaz la condicidn necesaria y suficiente es que
F’ sea abierto en F.

El concepto mas importante asoviado a un haz es el de seccién.
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Definicion 5. Sea (['.7) un haz sobre X, y sea U . X. Se llama seccidn local
del haz F sobre U a toda aplicacidgn continun s : U — F tal que

wes=1tdy.

Nota 2. Si U C X es abierto, entonces s(U) también lo es y s es homeomor-
fistno sobre la vinagen s: U ~ s(U).

Si las fibras # 7! (z) := F, tienen para toda = € X alguna estructura adicional
(son grupos, anillos, etc), decimos que se tiene un haz con esa estructura.

Ejemplo 1.

1. SiU C X es un abwerlo, se liene la mclusion ) 0 U — X y la proyeccion
m: j(U) —» U, que es un haz. Para este haz, j es una seccion global,

2. Sea X un espacio lopoldgico y A un espacio topoldmeo disereto. Entonces
X x A es un haz sobre X llamado haz trivial de fibra A.
Cuando un haz F sobre X es isomorfo al haz trival se dice que el haz es
trivializante y que un isomorfismo @ : F' — X %X A v¢s una trwvializacidn
de F.

3. Sean (Fy.my), (Fa,m2) haces sobre X. Se llama haz producto fibrado
de Fy y Fp al haz

= {(u,v) € Fy x Fy|my(u) = ma(v)}.
Claramente, se puede definir sin ambigiedad

T F - X
(w,v) = 7w(u,v) =m(u) = m(v).

St (u,v) € F C Fy x Fa, por ser Fy y Fy haces existen 17, y V., abiertos
en Fy y Fy respectivamente conu € U, yv € V., tales que m ('), m2(Vy)
son abtertos en X y m|y, : Uy — m(U,) y malv, : Vi — m(V,) son
homeomorfismos. Tomamos W = (U, x V) 1 F. tenemos que (W) =
m(Uy) Nma(V4) es abierto en X y wlyw - W — 7 (11 s homcomorfismo,
por tanto 7 es un homeomorfimo locul. Como consecuencu de eslo, (F.m)
¢s un huz. Fyémonos en que lus fbrus son

F.r - Fl Xr F’Z‘-
Ejemplo 2 (Ejemplos de haces con estructura). Sea 7 : F° ~ X un haz sobre
X .
1. Recordemos que un magma sobre un congunto A es unu operacién binara

-t Ax A— A donde (a.b) --a b. Dwemos que F oes un haz de magmas
siVvr € X, Fy es un magma. y lu aplicucidn

Fx, F — I,
(a.b) — ab

es contmua.
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2. Un setmigrupo sobre A ¢s un magma asoctativo. F' es un haz de semugrupos
st Froes un semugrupo va € Xy

F=x, F — F,
L. b) — ab

es continua.

3. Un mnonoidc sobre A es un semgrupo con elemento newro e € A. Diremos
que F es un haz de monordes st lo es de senugrupos y Fr ¢s un monoide
Yz € X. Ste, s ¢l nentro de Fp, impondremos que la aplicacion

X - F
L — eyp € F,

sea una seccron del haz.

4. Un grupo sobre A ¢s un nonoide donde todo elemento a € A tiene inverso.
Se dice que F es un haz de grupos sive € X, Fy es un grupo y la aplicacién

Fx,F — F,
{a,b) —  ab”!

es conlinua. Friémaonos en que aqui no hemos pedido que F fuese haz de
monotides.

Procediendo de la misma forma que en estos ejemplos, se definen haces de
estructuras mas generales  anillos. espacios vectoriales, dlgebras, ete.

Nota 3. En general. ¢l cspucio total de un haz F como espacio topoldgico no
es Hausdor(].

Ejemplo 3. Consideremos el haz de gérmenes de funciones diferenciables en
una vartedad. Sca M vartedad diferencial y xo € M. Defintinos una relucion
binaria de equivalencia sobre C>* (M) en la siguiente forma:

[ ~x, g st coiste U abwerto conx € U tal que [y = gly.

La clase de una f € C(M) sc denota por [flz, = fr, y S€ denomina el gerinen
de f en xy. El congunto cocicnte
x _

Cl =C*(M)/ ~sp,
se llama espacio de gfrmenes en rg. CZ5 lienc estructura de anillo con la suma
y producto de funcidnes, de R-cspucro veclorial con la suria de funciones y el
producto por un esealar y de R-dlgebra con las tres operaciones,
Para cada U C M abierto, considercmos

Cr = e CF CF = UpenCE.
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de mancra que F es el espacio total de un haz y los C> forman una base de la
topologin de F. Naturnbinente se Hene una proyeceidn.
T F = A
Nz = nlflo=

que ¢s continua por la propa definwcdn de lu topologiv ca F (v Y(U) = CF
que es abierto). Al haz (F.n. M) se le llama haz estructural de M. A veces, se
escribe F = C%5. Comao espacio topoléqico, F = C35 no es Hausdor(J. En efeclo,
st tomamos M =R y las funciones f(x) =0y

{0 siz<0

Ir) =
9(r) L2sic>0

resulta que tomando sus gérmenes enx =0 ([f]o y [glu) oblenemos dos puntos
que no pueden separarse mediante ebiertos de Cy .

2.3. Prehaces

Definicién 6. Un prehaz de conjuntos F sobre X un espacio topologico estd da-
do por las siguientes aswgnaciones:

1. Para cada conjunto abierto U = X, un conjunto F(L') lamado conjunto
de secciones de F sobre U.
2. Para cada par de subconjuntos abicrios V' C U de X wna aplicacidn
restriccion pf - F(U) — F(V) tal que:
= Para lodo abierto U. pl, = idy,.
o SiW esabiertoy W CV U (V.U abwrtos). ply, = piy o pY.
Ejemplo 4. Todo haz F sobre X Liene asociado un prehaz canrnico, llamado
el prehaz de secciones de F. La construccion es la siguiente:

Si F es haz sobre X y U € r(topologia en X ). definemos F(U) como
F(LY:={a - U — F secciones locales de F sobre U},
SeU,Viir . UCV seliene gue
/)l"'.  FUy — F(V)
g - /Ji‘:(ﬂ):ﬂ\l'
Si el haz tiene elguna estructura adwcronal. entonces F(U ) hereda la estructura

de F Por ejemplo. s1 F es un haz de grupos con operacian «j, U € 7. sobre
F(U) defintmos la operacion sigurente: st a, b e F(LU7).

axb U — I
&= ax b)) = ale) < L),

puntualmente. Ademds. a x b es una aplicacion continua de U e I por serlo
a. by«
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Ejemplo 5. Denotemnos por K cualquicra de los cuerpos conmutativos R o C.
Un prehaz de K-dlgebras conmutativas graduadas sobre X es un prehaz F de
conjuntos tal que:

1. Cada F(U) ticne estructura de K-dlgebra conmulativa graduada.

2. Cada restriccion p. es un morfismo par de K-dlgebras conmutativas grad-
uadas.

En términos de cateyorias: un prehaz de K-dlgebras conmutativas graduadus
F sobre X un espucro topoligico «s un funtor covariunte de la categoria Top®P
(donde Top es lu cuteqoria de los subconguntos abiertos de X. con morfismos las
inclusiones) a la calegoria K-dlgebras conmutativas graduadas, (con morfismos
los morfismos de K-dlyebras conmutatiwas graduadas).

Definicion 7. Un morfismo de prehaces sobre X. ¢ . F — 7, estd dado por
aplicaciones ®(U) : F(U) — G(U) (para cada abierto U de X ) ‘ales que siempre
y cuando V C U son abiertos en X, se tiene que

,'. vy U
P o) = oV,
donde p. o’ son los morfismos resiriccion de F, G respectivamente.

Si F,G son prehaces de K-ilgebras conmutativas graduadas, para que ¢ :
F — G sea morfismo de prehaces también se requiere que cada ¢(U) sea un
morfismo par de K-algebras conmutativas graduadas.
Volvamos al estudio de los prehaces en general.
La idea que se quicre analizar os ¢l reciproco del ejemnplo 4, queremos construir
un haz a partir de un prehaz. Antes de nada, tendremos que disponer de alguna
nocién en prehaces que sea equivalente a la de fibra en un haz.
La nocién correspondiente en prehaces es la de tallo sobre un puntoz € U C X.
Para definir lo que es un tallo, hay que introducir algunos conceptos previos.
Sea I un conjunto parcialinente ordenado (I, <). Sea A = {A;}ies una familia
de conjuntos indicados por I. Supongamos que se da una familia de morfismos
F = {fi;}1;er doblemente indicada por [

fo A — A\,
con i < j para cada par (i.j) € I x I con las propiedades siguientes:
1. fi. = ida,.
2. fue = fijc [ Yi.j €1 (vondicion de cociclo).
Definicién 8. Al par (A. F) sc le denomina sistema dirigido sobre I.

Supongamos (A, F) un sistema dirigido. Cosidercios la wion disjunta 4 =
Uier{A.}. En este conjunto A defininios una relacién binaria de equivalencia ~

€Iy~ siit 3k € ]wfr.k'(‘[l) = ka('TJ)'

Intuitivamente r, € \,. r, € A; son considerados iguales si eventualinente
coinciden en el sistera dirigido.
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Definicién 9. Se llama limile induclivo del sistcma dirgido (A F) a

im (A, fiy) = UerA/ ~= A/~
1.7€

De manera natural, cuando se ticne un lite inductivo se ticne una proyeecion

p:A—*A/'\-'

Habitualmente. excepto en casos patoldgivos. si los .\, ticnen alguna estructura,
es posible inducirla tambien en A/ ~.

Veamos como aparece la nocién de limite imnductivo de manera natural cuan-
do tenemos un prehaz sobre un espacio topologico.
Sea x € X. Consideremnos el conjunto de los entornos abiertos de x. £(r). Este
conjunto Ej(.r) va a jugar el papel de conjunto de indices [. Para esto, consider-
amos el orden parcial
UL<VsiiVcu.

Por hipétesis, tenemos una coleccién de morhismos py: @ A(U) — A(V) si
U < V. Para concordar con las definiciones anteriores p{, = pyv. Resulta con
esto que (A(x) := Uy _ci,)AWUz).p = (pu,v.)).

Definicion 10. Al limite inductivo

lim (A(2). p) = A,

§r)
se le llama el tallo del prehaz sobre X.

Veamos el significado de los tallos. en el caso del prehaz candnico asociado

a un haz. Dado un U < X ablerto con r € X, A(L) determina una clase de

cquivalencia en ¢l limite inductivo “lll;.“( B(A(.L'). ), [A(L)] -. de tal inanera que
ST

dos elementos oy € A(W), oy € A(V) determinan la misina clase sobre z € X
st y s6lo si existe un U 7 X abierto tal que W.V < Uy p' (ow) = p}i(oy), es
decir gw y oy son equivalentes siy solu si existe wn abierto U con U < Wy
UcVitalqueowl|ly =ayv|r.

Veamos nn ejemplo de esta construceion.

Ejemplo 6. Sca M una R-vartedad diferencial. Se trene un huz candnicamente
asociado a M y que se denomina haz estructurl, que denotaremos CRy.

Como variedad, C3§ = M % R con la estructura producto. La proyeccidn m
Al x R — Af es unu submersidn. Las scecrones son uplicaciones conbimuas o
U — M xR tales que wo a = idy:. Sin pedir anda mds, por ser m submersidn,
o es automatwcamente diferenciable.

Str € M. lu fibra sobre r es 7~ ' (x) = {r} x R = (Cy)» ~ R con 1somorfismo
candnico de R-dlgebras conmutativas. Por tanto. ¢l haz estructural C5 es un
haz de R-dlgebras conmutativas.
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Este huz tiene asvcwwdo un prchaz canonco. Como este prehaz se construye u
partir de lus sceciones del haz, camos o ver primero qué propredades enen estas
secciones. Constderemos un abierto U C My las sceciones locales sobre U del
haz
I'eCy={o U—Cp.meo =idy}.

Como woo = idy se ticne que. dado r € U, o toma la forma local o(x, s(x)).
Como o es diferenciable, esto nnplica que s : Al — R es diferenciable. Con esto,
vamos a ver que I'¢:C35 >~ C>*(U) como R-idlgebras conmutativas.

Primero definamos lu estructuru de R-dlgebras conmutativa de I'yCR§. St a,b €
FyCH yheRrR

(a + b)(x) := (w.a{x) + b(x)),
(ku)(0) i= (x. ka{x))),
(ab)(&) = (&, a(L)b(2)).
El morfisimo
I Cyl — C=(U)

(13 — S

sta(z) = (x,s(.)). cons € C*(U). es cluraumenie una biyeccidn. Por tanio
FeCxp = C(U).

Con esta identificaciin en mente. vamos ahora st a construir el prehaz canonico
asoctado a 'y CRj. Asignamos a cada U C M abierto, el conjunto I'yCRy <
C>®(U). Los morfismos resiriccidn se definen como sigue : si V C U, enlonces

P TLCy = C(U) = TyC ~C=(V)
J = pvlf) = flu.

Con esto tenemos el prehaz asorindo. Sea ahora © € M, vamos a construir el
tallo sobre x. Consideremos todos los entornos abiertos de Tt € A, es decir,
todos los U C Al abiertos con .x € U. Para cada U, tencmos C=(U). Formamos
u,.m,_,r,-c;‘, =~ Ly, E'l_,_)Cx(U),
y aqui tenemos lu relucion binaria de equivalencia del limule inductivo: dos
secctones a y b son tquwalentes st y sélo s1 erwste un W C M abierio con
WcUunV, ta quc
(L]n‘ = blll'»
En definitiva. cadna cluse de rquavaleacia [a] en el imite induclivo, o lo que

es lo mismo, ceda clemento del tallo sobre x € M. (TC35)z, s un germen de
Juncion diferenciable cn v,

Nota 4. Por estu razon. el lullo sobre & u veces se le llama conjunto de gérmenes
sobre .
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Recordemos (véase el ejemplo 3) que denotabamos ¢l coujunto de gérmenes
de funciones diferenciables en & € A por C Asi. lo que se ha visto es que

(FC?;); == C?‘

Ahora veamos como podemos construir un haz a partir de un prehaz.
Sea A un prehaz sobre el espacio topologico X. Vamos a ver coino podemos
obtener un haz con estos datos. Lo primeru es definir ¢l espacio total.

Definicién 11. Si A es un prehaz sobre X, se llama espacio élale del prehaz
a

./i = _;,_.—(_ ,\'.AJ—.
donde A, 5 el tallo del prehaz sobre .

Asociado al espacio élale A se tiene una proyeccion vandniva
T A - X
fle=fe = 7fe) =

[ijémonos en que #71H{x) = A, es el tallo del prehaz sobre X

El espacio étale de un prehaz con snu proyeccion canomicen e~ casi un haz Faltan
detalles como darle una topologia sobre Ay que 7 sea continua.

Definamos una topologia sobre A dando una base. Dade U/ < X abierto y
J € AU), denotamos:

B(f) = {f.l: re U} = {[f].l‘|~r € U} C Ure l'-A_r‘
con esto construimos
B:={B(f): fe AU).U C X}

B=uUc-x B(J)

e AL
y resulta que el espacio étale A de un prehaz es un espacio topeldgico v ademas
es un haz.

Proposicién 3. Sea A un huz sobre un espuceo topoldyicn. con proyece wn m
A — X Sea U — A(L) el prchaz asocrtado. Entonces, se cumple:

1. (Prinapua de wdentidad local). St U < N s abierto y {UL}nea 5 un

recubrimento abierto de U tal que st a.7 son scccianes locales sobre U
cumpliendo

entonces
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2. (Lema de pegado). SiU C X es abierto y {Us}uen es un recubrimiento
abierto de U tal que Vo € A, 3o, - Uy — A de manera que Va. 3 € A se
tiene que

Talt, nl, = 03, 0L,

entonces caste und seccon o - U — A tal que

0|Ll'.‘ = 0Ou-

Demostracion.

1. Supongamos que U/ C X es abierto y que .7 son seccicnes locales sobre
U. Sea {U.}aea un recubrimiento abierto de U y supcngamos también
que

O'\U,. = 7\U,,, Ya € A.
Stz € U, tenemos que existe ag € A tal que z € U,,. Pero entonces

aly,,, (z) =7, (z).

Por tanto

a =T.

2. Sea U C X es abierto v {U,}usea un recubrimiento abierto de U con
secciones o,, : U, — A. La condicion

Ta Ugnl, = T3U,00 s

quiere decir que o,, y o; determinan el mismo germen en los puntos de
dominio comin (0,), = (03) Yz € U, N Ujy. Definimos

. U — A

r — 0(x) = (04)z
si x € U,. Clarameunte, m oo = idy; y ¢ es conlinua. Adernss
aly, =0,
O

Definicidon 12. Sc llama prehaz candénico a todo prehaz que cumple el prin-
cipto de identidad local y el lcna de pegado.

Teorema 1. Tudu prehaz candnico es wsomorfo al prehuz usoctado de su espucio
étale.
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Demostraciin. Sea U — A(U) ¢l prehaz sobre ol espacio topoldgico X. Denote-
mos por A su espacio ¢tale y sea U — 'y (A) el prehaz asociado de A. Se tiene
un morfsmo natural de prehaces

AlU) S Tp(A)
o —  oplo): U — A

Lo que hay que comprobar es que ¢y para cada {7 es una biyeccion.

(a) {Invectividad). Sean o.7 € A(U) tales que o-(o) = op(r). Esto quiere
decir que Vo € U, o, = 77 y eslo a su vez signihica que 3W C UNU =U
tal que

olw = 7lw (esto es, pt. (0) = pl- (7).

Fsto es valido para cada = € U. Podemos formar un recubrimiento abier-
to de U como {U.}.ev. Entonces, ocurre que para cada abierto U, del
recubrimiento

pi (o) =alu, = 7lu, = pp (7).

Por el principio de identidad local:

o=T

(b) (Sobreyectividad). Sea s € T'y(A), de manera que s: U — Ay nos =
tdy, asi que s(x) debe ser un germen sobre x. s(r) = s,.
Los gérmenes son clases bajo una cierta relacion binaria de cequivalen-
cia que tiene asociada una proyceceion candnica que es sobreyveetiva, Asi
existen V € () y o € A(V) tal que

gz = S, es decir {(ov (o)) (&) = s,

Es importante observar que esto no resuelve el problema pues g € A(V)
y queremos encontrar una antiimagen de s en A(V). Aunque en general
U # V., lo que siocurre es que 7 ¢ 17V,

Fijémonos ¢n que s y ¢y () son secciones de 7 en A que coinciden en el
punto v determinan ¢l mismo germen en un punto. de wanera que existe
un abierto W, 7 X con £ € W en el que coinciden -

slhw, -~ ovio)lw, = Ou',(/)‘\yx(o))

Esto sucede para cada x € U. Como antes, podemos considerar el re-
cubrimiento abierto de U dado por {1, )}, A Lo que tenemos entonces es
que para cada W, de este recubrimiento. existen secciones g, € A(W,)
tales que

dw, (0a) = shy,
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Ademads. clarmnente

o (04) = 0w, (03).
yen W,Ny:

w, 1w,
/'u,,mt',(”n) = /'u',_nu;,(”.’%)-
Esta propicdad pennite aplicar el lema de pegado y, asi, oxiste una seecion
del prehaz t € A(U) tal que al restringivla a W, coincide con o4:
p(‘{',, (,) = Oyu-
Por tanto:
oc(Hhe, = G’H',.(Pﬁ;,(l)) = ow, (0a) = slw,,,
y por el principio de identidad local @¢ (L) = s.
O

A menudo, se dice que nn prehaz que verifica el prineipio de identidad local
y el lema de pegado. o sea nn prehaz canénico, es un haz. No todo prehaz es
haz. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Sca X = {1r.y} con la topologia discreta v = {X,0.{c},{y}}.
Definimos un prehaz sobre X mediante

0 — A@)=0
{z} — A({s}) =R
{y} — A{{y) =R
X — AX)=RxRxR
Los morfismos restriccion son:
AN

@l BRxRBRxR —
{a,b,c) —

o) BxRxR — R
(a.b,¢) — b

Tomemos como LU ¢l propio X y el recubrimuiento Uy = {z}, Uy = {y}. Sean
o=(1,-2,27).0 = (1.-2.3). dos secciones en A(X). que cumplen que

AN
. a,A({r)] = o{,) )(‘7) =1

Tlagey = ol (1) = 1

AN .
s "!A({y}) = O{y() {m)= -2
AN) .
Tlagyy = G’(,.,(} (r) = -2
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Sin embargo o # 7.

Mediante los haces, se puede introducir de manera sencilla una clase de es-
pacios geométricos (llamados espacios anillados) que generalizan las variedades
diferenciales.

Definicién 13. Un espacio anillado reducido es un par (X, Oy ) donde Oy es
un haz de anilos sobre X, llamado haz estructural . de¢ manera que Oy es un
subhaz de Cx (el haz de funciones continuas f: M — R).

Definicién 14. Sea X un espacio anillado reducido y Ox su haz estructural.
Sea A un haz sobre X tal que para cada abierio U C X. A(U) tiene estructura
de Ox (U)-mddulo Se dice que el huz de mddulos A ¢s localmente libre si para
cada p € X existe un U, € E(U) tal que A(U,) es un Ox(U,)-modulo libre.
Por construccion. esto es equivalente a pedir que el tallo A, sca hbre como
Ox(Up)-modulo. Sv ademnds. A(U,) es de rango frmuto (es decir. su base B tiene
cardinal finito k) se diwce que ¢l haz de modulos A ¢s localmente libre y fini-
tamente generado de rango k.

Mas adelante, definiremos el concepto de supervariedad. Podemos adelantar
aqul que este concepto, escencialmente, consiste en un espacio anillado con un
haz de superdlgebras conmutativas como haz estructural.

2.4. Fibrados vectoriales

Definicion 15. Sea M una variedad diferencial n-dimenswnal real. Un fibrado
sobre M es unu subinersion sobreyectiva m: E — A (donde F es una variedad
diferencial). A E se le llama espacio lotal, a m proyeceidn y M espacio base. El
Jihrado se escribe (£.n. Al).

Nota 5. La condicion de que 7 sea submersidn swnifica que Ve € E, m.,
ToE — Tyiey M es sobreyectiva. Fn purticulur esto significa que

dimE = dimT.E > dimTy )M = dimhl,

Se llama fibra sobre m € Al al conjunto £, = n~'(mn) C E. Por el teorema
de la funcidon implicita. £, = 77 '(m) es una subvaricdad regular de £ (y por
tanto . variedad diferencial).

Dado un abierto U C Af, se llama seccién local (sobre U') del ibrado £ 2 M,
a toda aplicacién diferenciable o : U — E tal que m oo = tdy.

.. . n . .
Observacion 1. Si E — Al es un fibrado. a veces tambien se dice que E es
una vartedud fibruda sobre Al Stn unponer algunu condicidn adecronal, lus fibras
pueden tener cnalquier estructura.

Definicién 16. Sea Al una varedad diferencial. Un fibrado sobre Al E 2 M.
se dice que es localmente trivial con fibra tipica I' <r vaniste una vanedad
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diferencial F y un reenbromento abierto {U, ey de M tal que para cada i € 1,
etiste un difeomorfismo local

hyia YUY C E—U = F

tales que hacen conmutativo ol diwgramna.

nHU)CE M U xF
N b
U,
Es decir. los difeomorfismos h, cumplen
prich, == Viel. (2.1)

A la coleccion {I},e; se le lama coleccin de morfismos (o funciones)
trivializantes.

El nowbre viene del hecho de que un cjemplo de construecion de un fibrado
localmente trivial consiste en tomar U C M abierto, F variedad y U x F el
producto cartesiano. A (U, pir, .U x F) se le llama fibrado trivial de fibra F.
La condicidn de trivialidad local dice que cada punto m € Af, existe un abierto
m € U; de manera que el Rbrado restringido a ese abierto 7~ 1(U;) es difeomorfo
a un fibrado trivial U7 x F.

Ahora, vamos a estudiar lo que ocurre en las intersecciones J,NU,, i,j € I.
Tenemos dos difeomorhsmos

h, -7 YU, NU,) = (U,NnU;) x F,
h, "N U,NU,)) - (U;nU,) x F.
Podemos considerar otro dileoinorfismo
hy, = h, oh_)-_l (U, NnU))x F=(UnU,) xF.
La condicién (2.1) nos permitird decir algo mas acerca de hyj. Sea (m,v) €

(U,nU,) x F. Hacemos actuar f,, (i v) € (U, NU,) x F, y el resultado tiene
que ser del tipo

hotmee) = (s.t). (2.2)

Haciendo actuar pry a ambos miembros de (2.2) resulta:
prich,,mn.v) = pr;(h,(hj'(m,v))) = 7r(hJ_'(m,v)) =1m,

Es decir, s = m y t serda una funcién de v para cada punto m, que podemos
escribir como (g, ). Asi:

by G e) = (m (g Y ().
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De esta manera, dados i, € [ para cada m € M s¢ tiene un difcomorfisino
(9))m : F — F.
Esto define unas aplicaciones

g9, (U.NU)) — Diff(F)

m —  (gy)m

que se denominan funciones de transicion del fibrado (localmente trivial)
(F.=. Al), subordinadas al recubriiniento trivializante {{,},;.

Ejemplo 8. Consideremos M y F varedudes diferenciules y ol fibrado trinal
(A x F.pri. M). Tomamos el recubrimicnto {AM} Observamos que n~1{A) =
M % F ysilo hayuna h: n" (M) = M x F — M x F. h =id. Sélo hay una
funcion de transiwcion

g: M — Diff(F)

m = g, =ud

Definicién 17 (Morfismos de fibrados). Sean E, "'+ M. Ey ™ M fibm-
dos sobre la musma vartedad M. Un morfisino de fibrados con base M es una
aplicacion diferenciable ¢ : Ey — Eq tal gque hace conmutativo el dingrama

Er % B
Ny I
U,
En otras palabras. ¢ conserva la fibra o(m, Yp)) T, Yip).

Definicion 18 (Pull-back de un fibrado). Scan A N varcedades diferenciales
v f: M — N aplicacién diferenciable. Supongumos que tenemos un fibrado
E 5 M. El pull-back de (E.x. M) es el fibrado f*(E) subre Al con espacio
total

JUUE) = {(m.e) € M x E|f(m) = n(c]},

y con proyeccidn f*(F) 22, M, tal que 7 (m,c) =m .

Definicién 19 (Fibrados vectoriales). Sea Al varedad diferrncial. Un fibrado
sobre M, (E,m. Al), se dice que es vectorial st para cada punto m € M. la fibra
E.,. = 7m7'(m) es un espacio vectorial y. ademds. las funciones de transicidn
valoran en GL(V):

Gy - A

moo~ (g, la V=1

St(E,x M es un fibrado vectoral localmente trivial con filira tipica A7 enfonces
E.>~V¥me M SidimV =k se dice que el ibrado (1 7. MY es de rango k.

Nota 6. Por el teorema de lu funcion mmplicita en variedades y por vesultados
bdsicos del dlgebra hineal se fiene que. en vse caso, dimE = dim AT + k.

Ejemplo 9. S: Al es variedad diferencial n-dimensional. el filrado tungente
{(I'Af 7. Al) es un fibrado vectorial loculmentr (ravial e rungo n.




2.5. MODULOS Y HACES 25

2.5. Moddulos y haces

Consideraremos un anillo R conmutativo y con unidad 1g. Trabajaremos en
la categoria de los R-modulos R — Aod.

Definicion 20. U'n R-modulo M se dice que es libre st enste un subconjunto
D C M tal que B genera a M. es decir. para todo elemnento v € M caiste un
ndmerv finito de clenwentos de B {by. ., b} y unos elementos {ry,...,ry} C R
tales que

o= I']bl + ...+ r,.b!.,
de muneru dnicu. Fn este cuso. se dice yue B es una base (libre) de M.

Ejemplo 10. St R = K un cuerpo entonces un R-mddulo es un K-espacio
vectorial y €stos siempre teenen buse.

Proposiciéon 4. Seca E 5 M es un fibrado vectorial de rango n sobre M.
Entonces, T'E forima un C>*(M)-modulo bibre st y sdlo st ¢l fibrado es trivial.

Demostracion. Sea £ = M un fibrado vectorial de rango n sobre la variedad
M. Si E es trivial. entonces, escribimos E = M x R* y B = {s,}]_, donde

s, M — MxR"
m —  (mye;)

para 1 > i > n. B s nna base, porque toda scccidn s; debe tener la forma

s{z) = (z, fi(x),.... fulx)). con f, : M — R" de clase C>=(M), pero entonces

s=fisi+...+ fnsa

Ahora. probemos el reciproco. sea E 55 M un fibrado vectorial de rango n
sobre Al | tal que ' E {orma un C>* (M )-mdédulo libre, con base B. Distinguiremos
dos casos:

(i) card(B) > n

Por reduui()n al absurdo, supongamos que card(B) = kK < n. Sea
{s1,....5c} basc de TE. Si s € TE, existen fy,..., Jr € C™ ( {) L a] que
§ = jlsl+. ..+ fisk. Dado un punto z € A, se tiene que {s;(x), .. z)}
es un subconjunto de 7w~ '(z) = E;. Entonces ({s(z) ,...,sk( )}) C
7~1(z) = E, es un subespacio vectorial de E, con dimensién k < n.
Por tanto, existe algiin v € E. — ({s1(z)....,s:(z)}) y, en particular,
v # 0. Sea t € TE tal que t(xr) = v. Entonces no se puede expresar
t= fisy + ...+ fisc para ningunas fy, ..., fi € C=°(#M). Esto contradice
el hecho de que D sea base.

(ii) card(B) =n
Notemnos primero que si o € A, existe U, entorno abierto de x tal que
7 YW U,) = U, x B" por trivialidad local. Si se elige una base B, =
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{ur,...,un} de R" podemos escribir v € 7 !(r) {r} x R" como
v =(z,vlu, + ... +2"u,). Definimos la seccion local

t: U, — oY U)=UxR"

vy o= y) = (y. o',
Esto es una seccién local en U, C Af. Para convertirla en una seccion
global, utilizaremos una funcién meseta. Seu V7 € Sr)talquer e V C
ad(V)y C U, y una funcién ¢ . M — R tal que 0|,y = | y sopep C U,.
La seceidn t = dof € C=<(M, E). Alorasea R = {U,},; un recubrimiento
por abiertos de A, y sea {¢,},e; una particion de la umdad subordinada

a R:

() o)) = 1.

el
Supongamos que card(B) = k > n. Exactaniente con el argumento ante-
rior, para cada abierto U,, tendriamos una seccion global 1] = ¢' 0 s;. con
ielyje{l,... k}
Por tanto. {s;(x),....sx(z)} es un sistema de k-vectores linealmente in-
dependientes en E, = 7~ !(z), luego tiene que ser k — n.
Hemos probado que existen {s,..., s} secciones globales tales que para
todot € ['E, existen fy...., fn € C(M) cont =5"_ f;s,. Estoimplica
que E = M x R™.

dJ

Consideremos aliora la siguiente cuestion. Dado un fibrado vectorial £ ™ A
que no es globalmente trivial (sino localmente trivial, por e¢jemplo. la banda de
Moebins). [ Cudl es la esirmetura algebraica del espacio de secciones 'E' 7.

Ya sabemos que I'E es un C>(Af)-médulo. Por la proposicion anterior. nunca
va a ser libre. Lo que ocurre es que I'E es un C™(Af)-médulo localmente libre.

Proposicion 5. Eunste una correspondencia wuno v uno cntie los fibrados vecto-
riales localmente trivales de rango k y los haces de C* (M) -madulos localmente
hbres y finutamente generados de rango k

Demostracion. Dado un fibrado vectorial £, dehiinmos un haz A como sigue:
U A(U) = 'y E (el conjunto de las secciones de E sobre /). Este conjunto
tiene una estructura natural de C>*(U)-médnlo. ademis. si o € M, existe U,
subconjunto de A tal que 771 (U,) = U, x R¥ por la trivialidad local del ibrado
vectorial, esto hace que A(U;) sea libre y Ainitamente generado de rango k y. por
tanto, A es un haz de C™(Af)-moddulos localmente libres v finitamente generados
de rango k.

Vamos a ver el reciproco: ¢émo dado un haz A de C* (A }-mdadulos localmente
libre y finitainente generado de rango k. podemos construir un fibrado vectorial
7. E — M sobre A tal que 'E >~ A

Sea {U, },es un recubrimiento por abicrtos de M de mancra que paracada i € I,
A(U,) es un C>*(Af)-médulo libre de rango k. Esto iniplica que

AU) ~C=(U,) & k. e CZ(,) =~ C*(L,)*
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Consideremos ahora dos abiertos del recubrimiento U,, U,. Por tanto, U,NU; C
M es abierto, y le corresponde un C>(M)-médulo A(U, N L) = C=(U,NU,)*.
Llamando a los isomorfismos

o, AU ~ C=(U)*,

y a las restricciones

9= ol a.re,) T AUNU,) = C(U,NU,)¥,
pod(‘mos construir unos antomorfismos

Gy 1= g, © _qJ_l C(U, ﬂUj)k - C=U;Nn U,)k,
que matricialmente (en una base local) se escriben:
all(e) . gif(e)
gilr) = : ;
gl @) ... gik(e)

Ahora hacemos lo siguienle: para cada indice del recubrimiento ¢ € I, forrnamos
U; x R* y la unién disjunta

uxElUi X ]Rk.
A partir de U,¢;U; x R¥ formamos un espacio de identificacién pegando a lo
largo de las aplicaciones

¢, (U,NU) xRE — (U;NU;) x R
(z,v) = (z.g,;(z)(v)).
O sea, definimos
E = UeU x R¥ /{¢4; i) € I}

con proyeccion
m. E — M
e)] = =

por lo tanto 7~ '(x) = {«} x R*. y E es un fibrado vectorial localimente trivial
de rango k. 01
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Capitulo 3

Estructuras de Poisson

3.1. Estructuras de Poisson

Definiciéon 21. Sea A una R-dlyebru. U'n corchete de Poisson sobre A, es
una aphicacion

{.}:AxA— A4
tal que, st f,g,h € A:
1. {f.g} = —{g.f} (antisimetria).
2. {,} es R bilincal.
3. {f.gh}t ={f.g}h+ g{f. b} (identidad de Letbniz).
4 {1 (g Yy = (11,9} h} + {9, {/, h}} (identidad de Jacobs).

Ejemplo 11. Sca A = C*(R*") y R = R. En R*" tomamos las coordenadas
cartesianas {p'.q,}, ,e1.  n) u definimos

_~~(08f0g 0f 8y
=3 (5o = wam)

Este corchete es el que se usa en la formulucion local de la mecdnica cldsica.

Definicidon 22. U'na estructura de Poisson sobre una variedad diferencial
M es un corchete de Poisson donde A = C<(M) y R = R.

La propiedad de Leibniz nos permite definir nn morfismo

Cx(M) — X(}M)
[ Xp={4)

donde en X(}M) se considera el corchete de Lie de camipos vectoriales.
Se tiene la siguiente proposicion.

29
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Proposicion 6. Ll morfisino anleror es un morfismo de dlgebrus de lic.
Demostracién. Para todas f.g.h € C>*(M),
(X1, Xg|(h) =X (Xg(R)) — Xo(Xp(h))
={f{g.h}} - {g.{f. 1}}
h

={{/.9}.h}
=X{(1.q3(h).

LUE‘gO [.Xj,Xg] = /Y(f'_q). O

En este contexto a f se le denomina Hamiltoniano (o funcién Hamniltoniana)
y a Xy campo vectorial Hamiltoniano de energia f.

Definicion 23. Una variedad de Poisson es una varedad diferencial M
con una estructura de Poisson sobre M.

3.2. Estructuras de Poisson graduadas

Definicion 24. Sea % = (pczAP un dlyebiu Z-graduadu sobre un anillo R. Un
corchete de Poisson graduado sobre A, de grado k € Z rs unn aphcaridn

[V ] A=A -,
tal que

1o [AP, A9 C Artetk

2. |A,B] = - (-1t A B (aptisunetria graduadae). donde A € A% y
Be %t

3. [, ] es R-bilineal.

4. [A,BC| = [A, B|C+(-1){a*¥® B|A C] (Leibniz graduado), donde A € A°,
BeN yC e U .

5. (__1)(0+kl(t"rk)[A‘ [B,C]]+(—1)(b+")(“+k)[3. [C. Al +(~ 1)(r+k—)(b+k)[C' (A, B]] =
0 (Jacobi graduado) , donde A € U*, B A’ y C & A

Ejemplo 12 (Corchete de Schouten Nijenhuis). Sea Al una raredad diferencial
y D(TAI) = X(M). Construimos el fibrudo exterior AT M. yuc hiene estructura
de Z-alyebra la cual llamaremos A(M):

AN = Bpez AP(A)
donde A"P(M) = {0} para todo p € N, AYAL) = CX(\) y AY(AI)  X(AS).
Defintmos un corchete || |an - A(M) < A(M) — A(N) de grado —1 de la
siguienle manera:

SiA€e APM) (A=A A . ANA) Be AN (B = DBoa. . ADy).
[A. Blsny € APHITI(A])
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I [r‘.l?]S.y =

NPT A A N AA LN AGAALBAB A AB, AL A

1<a<p
1<y<q

q-

)

Si fe AU = ¢ (AN

FoAlsy = D (=D ANAI A L AA AL A A,

1o p

Proposiciéon 7. El corchete de Schouten Nijenhuis es ur. corchete corchete de
Poisson graduado dc¢ grado —1

Demostracion. Consideremos la siguiente notacion:

SiA= AN ..AA, € AP(M). entonces escribiremos A 1= A AL AARAL L AAp
y AR = AP A LA AGA L A AL AL A A conk < L

Sean A = AjA. .. AA, € AP(AM). B=B\A... AB, € AY(M y C = C1A...AC, €
A7(M).

1. Antisimetria graduada

(A, Blsxy = > (-1 T AN A, B A B

1Sesp
Y

_ Z (~1)r1~'+1—1(_1)(p—1)(q—1)1j; A(Bj, A A Al

1<
12

I

v

1729

:("1)“‘—Uw—l)[3»A]SN-

2. Leibniz graduada

[ABAC)sn =D (=1 A A A BIAB AC

1owp
Vi<

+ (=D AR A A G A BACY

1“7
17

=[A.Blen NC+
+ 3 (=TT )P IB A AT A A, G A C

=[A Blax AC+(-1)P"BAA Clsn.
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3. Jacobi graduada

[A|[BvC}SN]SN =
=[4, 3 (1)1 TIBA B, G A O]

L

= Y (=D T (SR LR A (A By A BY A B,.C) A C
185 Vi

+ 3 (1P AR A A B A BUA[B,.C) A CY

(=)= NIr=-DIA B, Clsn|sn =
= Z ( Z (__l)r(P—l)+q—x+)—k+l—lr{k A [Ak.B/] ” [jh A [Bx‘(‘;] A CJ

1<i<q 1<k%p
Ce 1€y

+ Y (myemhrame it gk A (4 B A B A B, C A CY

1<kgp
1ctdg

+ X (—l)r(P—l)—-ﬂ—k—lA'k A4k, [B,, C,]) A LA
L<k<p

+ Z {~ l)r(p—l)—uru—kﬂ—l/‘{k A [Ak.CI] A Ij’ :B,.C'J]_ A (..‘,J
\<k<p

+ Z (_I)r(p—l)—n—_/—lc-{»l/{k A [Ak-CIl A B, A [B,.(v:j ” (_'-}f)_

1<k<p
gai<r
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Andlogamente se ticue

(B,[C, Alsn]sy =
=[B, )" (=1 IO A (G A A A

= ) (=PI TR BE A B, G A CE A |G, Al A AT

125 i

+ Y (-1 TRHBY A B G ACT A G, AG) A A
Vik<r
1<lsp

(~D=DE=N[B[C, Alsnsy =
= YT OYD (myyre DR g A A G A B A By, G A CH

+ ) (=T L4 A By (G, Ay A BY A C

1<k,

+ 37 (et Sk A B A A CY AL A, A AD

1 gkar

+ Y (mppam R B A B ] AC A LG, Ay A AT,

1<k<e
sty
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)r

[C.[A, Blsn]|sn =
=[C, Y (-)TTIC A G, By A B

= ST (=) ST ()T CR A CL B A AT A AL B A B

1€icr 1< k<q
12,% [P

1<p
+ Z (—1)'7“'+‘C.°*’ A [Cry A A At A [A,. B,] A B

1<k<q
e

+ 3 (~1)ITRETICR NGy, (A B A AV A DY
4 Z (_Uq—rk»l-ri-l—lék/\

1<k<y
1<l<y

+ 3T (~)aEICK A [Cr, B A A A AL B A B,

Cro. Bl A A A (A, B,) A BY

L kg
-t Zp

(- 1)U Ne=DIC[A, Blsn]sn =
=Y (Y (—nPla= D=t =k =U By A B AA CR A [Cr, B A AB

L<icr lck<q
1<5<p 1Sy

& Z (—1)Ple D=rt—k+l 3 A (B,. A A Ck A (Cp. B A AD

Y (=TT R A (O AL B A BEACK

+ 37 (e ke =k G a4 B A BU A B Cy| A CH

=)

ek y
R4

+ Yy (—1)remram ekl g A (AL B A BY A B C) A CK).

T<koq
s<tsp
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Ahora, si sumamos estos términos y hacemos unos cambios de indice ade-
cuados tenemos gue

(=D DU UANB. Cleyisy + (=D DEYDIBC, Alsy]sn
+(-1)'" 1)w~l)[(“ [.4. B“‘\_\]s‘v =0.

O

Definicion 25. l'n digebra yraduada U con un corchete de Powsson graduado
[, ] con grado k = —1. sc denonna dlgebra de Gerstenhaber (4, [, |)

Ejemplo 13 (Corchete de IXoszul- Schouten). Supongamos que M es una var-
iedad de Poisson. Consideremos U = Q(M) (las formas diferenciales) con e
producto ezterior. Vamos a definit un corchete de Powsson yraduado |, | de
grado k = —1 sobre Q(MI) :

(a) Si f,g€C>(M), [f.q]=0.
(b) Si f € C®(M). dg e Q (M), [f,dg] = {f.g}.
(c) Sidf,dg e Q AL, [df. dg] = d{[, g}

Se extiende a todo QM) por R-bilinealidad y pidiendo la propiedad de anti-
stmetria gradunda y la propredad de Leibniz graduado:

ooy =10 Iy + (—l)(lnl_l)a,’f[uq].

Proposicion 8. El corchete definudo anterrormente es un corchele de Poisson
graduado [, | de grado k = —1 sobre Q(A[).

Demostracion. Con las propiedades anteriores definamos un corchete de Poisson
graduado [, x5 de grado k = —1 sobre (M) como sigue:

(a) SiA=A A AA,B=DB/A...AB,€ QM) con A, =df; B, =dg, y
f.9€C(AN)

[A, Blgs =

Z (=P A A A A LA AN AL AJABIA . AB AL A D,

1<i<p
1<;<q

(b) (/s Alks =Y c,e, (-1 ML AJA AL AA A A A
(c) 1df.dalks = |df dg| = d{f. a}

Una prueba wléntica a 1a del ejemplo anterior nos dice que [A, Blks es un
corchete de Poisson graduado de grado & = —1 sobre Q(A[).

Alora. lo que se probard en seguida es que |, | =[. |xs.
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(1) Si A=df y B= D), A DBy, con B, = dy,

[4,B] =[A. B\ A By + (-)IADIBUR A4 By)
:[A-Bl]h’s A DBy + (—l)u"”'l”n‘lB[ A l‘ Bylks
=[A.B}K5.

(11} Por induccion tenemos
4.8 = (A Blxs.
para A=df y B*=DB,A...A DBy, con B, =dyg,.
(i) SiA=AAAy=d Adfay B=D1A...A D, con B, =dg,

[_4' B} - )(IM-l)(IB!—l)[B,A]

_ )(IAI—I)(IBF—I)([B‘AI] A Ay + (_1)(I.41|~13iB|A1 A (B, Aq))

— (=)UAIEDUBIN (B Ay ies A Ay + (= D)IATTBIA A B, Agks)
_ (_1)(|A|—1)(i9|~1)[B‘A]KS

=[A. B]ks

(-1
(-1
(

(iv) Por induccion tenemos que, A = A) A A A,y B = DB A.. ADBg, con
A =df, y B, = do,

Portanto |, | =|. ks, es decir |, ] es un corcliete de Poisson graduado de

grado k = —1 sobre Q(A).
a

Ahora supongamos que tenemos una variedad diferencial M y un bivector
P € A%(M). Definimos nn corchete

{,}:C®(M) x C®(M) — C=(M)
como sigue
{/.9} = P(df.dg).
Este corchete tiene las siguientes propiedades:

l. Antishnetria
{f.9} = Pldf.dg)
—P(dg.df)

= —{9.f}

2. R-hilinealidad
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3. Leibniz
{f.gh} = P(df d(gh))
= P(df,dg -h+g dh)
= Pldf.dg h)+ P{df.q-dh)
= P(df,dg) h+g P(df.dh)
= {f.uth+g{f h}.

Definicién 26. Un bivector Q € A%(M) es de Poisson si [P, Plsy = 0.

Lema 1. Un buvcctor Q = Q,,% A 0';, € A%(M) es de Poisson siy sélo si
(\.)UOIQH e (‘,):kainJ + Q1161ij =0.

Demostracion. Sea Q un bivector Expresamos localmente a

J 1]
Q=Qugn N ag

Utilicemos la siguiente notacién para la anterior expresion
Q = Q,J6, A (9j.
Entonces
Q. Qlsny = =0, A [Q.,0, Quii] AOi + 35 A [Q1;0:, A] A QraOk
+Q ;0 AN D, Quuis] A0 — Q4,0 N[0y, 01| A Qra Ok,
teniendo que [3;, 0] = 0,
Q,Qlsy = Q0. Qud] A0, A = [Qi,0,, 0] A Oy A Qridr
—[Qxi0. 0| A O A Q0

haciendo un vambio de fudices. { por j. j por I (que denotareraos por [ — j), k
por i e i por k, (i.e. &k — 7) cn ¢l segun.io térinino, se ticne

Q,Qlsy = (@, Quidi) AN, ANOL — 2[Qui0k, 3)] A Dy A Q4,01
desarrollando los corchetes.

Q. Qlsv = Q,,0,Qu0k M), N0 = Qrudk@,,0, N3, N Oy
+2Q,/U, Qk[(?g- A O A O,.

cambiando los indices j «{ ¢ 7 — k ¢ ]l segundo sumando, tenemos

[Q.Qlsy = 40 DQudi ANI; A,

lo hacemos actuar sobre (df. dg. dh)

Q. Qlsn (df . dg.dh)

Il

CJ,)U,(JH(') A 0_7 A d,(df d(],dh)
Q,J('),Qk[(');;fajg@(h + 0ch’)lgakh -~ alf(?kg(?Jh)
—-Q,0Q " foi99,h + ajfakgazh + 61]'0]96);)1)

It
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cambiando k — [ en el segundo sumando, se tiene

:l‘-[Q‘ Q].S'N(dfv (ig, (Ul) = 2Qi)8,le(0kf81,q0111 + a}fatyi)k-}7 + Olfak‘(/a)h)
= 2Q.,0Qx + QuIQt, + Q,10,Q )0k fO,90:h,

por tanto @ es bivector de Poisson si y sdlo si

Quy,Qu + QudQry + QudQu = 0.
|

Proposicion 9. P esun bwector de Poisson sty solo s1 {, } cumple la propredad
de Jacobr.

Demostracuin, Desarrollemos lo siguiente:

{h.{f,9}} = P(dh,d(0,fD,g9 — 0,90, )))

P A Oi(dh,d( P (0, f0,9 - 0,90, [)))
PiiOxhOy( P,y (0: f0;9 — 8190, f))
—Pi0thok (P, (0: f0,9 — 0190, f)).

i

it

Cambiando k — [ en ¢l segundo sumando, se tiene
{h'v {f» g}} = 2Pkl(akha[(Pu(aifa]g - dlq()_]f))
Por ser derivacion d,

{h{f g}} 2Pu(Ochdi Py (0. f0,9 — 0,90, f) + P,k fD,9 ~ 098, [))
2P (010 P,Ja,ff)]g + P,_,Ok}l(?](o,faj.l]u

= 2P (Dhd Py g0y f + PyOchOi (0090, ).

Cambiando 7 «— j en el segundo sumando y por ser derivacion ¢, se tiene

= 4Pkl(akh8lR]0|fajg + PUOk.hD_,,qO;,f
+P,J0k-h.(9,f0“})).

Andlogamente se tiene

{f' {(/,’l}} = 4Pk-l(akf0lpuanyojh + P,’(:)kjldlfl{)l,,([
+P,)é)kf8,gé)1]h,).

{FL {h'v f}} = 4Pk1(akgalP,J0,,lan + Pz]()k.(/(’))f{)lr,’
+P,,0kgdhdy, f).

Entonces
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{FAghy +{o{h f1y+{h{f.0)} =

= Y{PudiP, + Pudi P + Puoi Py, (O fOg0,h)
FAP (PO fO, 1019 + Ok yd, fOnh + Okhd, ¢, f)
+4 Pl P,,[ka(‘),‘(/(')/,/l — f)kgi),lli)[jf + (’)kh(),j'aljh]).

Cambiando 7 «— y en el tercer sumand. .. se tiene
= -1[PA»{61P,'_,' + Pgol + PA.IO,P,,](é)kf('),gB_,h).

Por lo anterior y el lema 1 tenemos:

{,} cumple la propiedad de Javobi s1 v s6lo si P es un bivector de Poisson.

39
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Capitulo 4

Algebroides de Lie

4.1. Algebroides de Lie

Nota 7. Los fibrados vectoriales que se usardn de aqui en adelante son fibrados
vectoriales localmente triviales de rango finito. Los mddulos serdn fieles.

Definicion 27. Un algebrowde de Lie (E.[, lg.qg) es un fibrado vectorial E
sobre M, con una estructura de dlgebra de Lie |, |g en el espacio vectorial T(E)
de secciones de E. y una aplicacion qg . T(E) — T(TM), llamada ancla, tal
que:

o (X, fY|g = fIX.Y]g + (qe(X)N)Y (Leibniz), para todo X,Y € T(E) y
feC>(Al

Lema 2. Sea (E.|. |g.qg) un algebroide de Lie. entonces lu aplicacidn ancla
es un mnorfisrno de dlyebras, es decir

qe(|A. Blg) = [q(4).q(B)].
Demostracién. Por la identidad de Jacobi y la propiedad de Leibniz, tenemos

0= [|A Blg. fClg +[|B.fCle. Ale + [[fC. Ale, Ble
= [llA Ble. Cle + (qelA Ble(f))C
+fB.Cle. Al = (qe AAN)B.Cle + (qe BIMH)(C, Al - (qe AlgeB(f)))C
+fC. Ale. Ble - (4 B(/)|C, Alg = (qe AUDIC, Ble + (qe Blqe A(f)))C
= ((ge([A. Ble) — laeA.qe B))(f))C.

Ya que esto es cierto para todo A, B,C € I'(E) y f € C*®(A[), se tiene que

ge([A. Ble) = [qe(A), qe(B)].

41
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Podemos definir los algebroides de Lie algebraicamente como sigue. Sea A
un algebra asociativa sobre un anillo conmutativo con miidad R v sea F un A-
modulo. Pensaremos en F como el C(Af)>*-mddulo de secciones de un Abrado
vectorial E "~ M, con F =T(E) y R =R.
Si f € A. sc tiene ol morfismo multiplicacion juy - & — F, definido por ser F
un A-moédulo:

pur(A):= fA, YAeF.

Definicion 28. Un operador D € Endg(F) (o sea. D : F — F es R-lineal)
se dice que es una quasi-dervacion s2 dada f € A, g € A con

(D ng] = g
donde |, ] es el conmutador de endomorfismos.

Definicion 29. Una quasi-derivacidn se dice que es un operador tensorial s1
[D./_l/] =0 Vf [S .A

Notése que el conjunto de todas las quasi-derivaciones de F, QDerg(F), es
un R-médulo.

Proposicion 10. El corchele de Endg (F) induce (o se restringe) a un corchete
en QDerg (F), ve, st Dy, Dy € QDerg(F), entonces {Dy, Da] € QDern(F).
Ast. QDerg(F) hereda lu estructure de dlycbra de Lic de (Endg(F) . |, ]).

Demnostracidn. Como (Endg(F), [, ]) us un dlgebra de Lic. |, ] es anti-
simétrico y se cumple la identidad de Jacobi, es decir,

([D1. D2, D3] + |[D3., Di], D2| + [[Da, Ds|. 1] = 0

VY Dy, D3, D3 € QDerg(F). Sean Dy, Dy € QDern(F). asi que dado f €
A. 3g1,92 € Acon

[Dl'ﬂ/] = g Y [D2‘#/] = Hgy-
Por tanto ,

([D1. Da. uy] ~[lis. Dr]. D2] = [[Da. payl. Dy
= ||Dv.py|, Da| = [[D2. pyl. Dy
= {ugs Da] = [pg,. Di]

’“[DQ-l‘qul + [Dl‘/‘q:]-

pero tambicn, dados gy, go, existen hy, ha € A con
[D:"“.fhl =Hny Y [Dl'/‘fl.'.l = Mhy

asi que
[((Dy. Dalopig] = pany = un,
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Ahora, si A € F. entonees
(thy = B J(A) = iy (A) = pp, (A) = hoA = b A = (ha — h)A = pp, -, (A),

y como esto es para toda A € F. tenemos que pp, — fth, = fny—h,-
Luego,

HDl D'Z]wu'f] = Hhy-hys
lo que nos dice que [Dy. Dy € QDerg(F). O

Se tiene lo siguiente:

Teorema 2. Enste una aplicacion R-lineal ~ : QDerg(F) — Derr(A) lal
que

[Dwufl = By

Dewwgs\tmcidAn. Por definicion de D como quasi-derivacion, dadas f,g € A, ex-
isten D(f).D(g) € A tales que

(Dopgl =gy [Dosgl = 1pg
y también existe ﬁ(f_q) € A con
(D nrgl = 1psq)
Lo que queremos probar. es que D de verdad es derivacion, i
D(fg) = D(f)g + f D(g).

Como Hp(py = Douy —pyo D, por una parte, calculamos (con A € F)

D(fgA) = D((fg)A) = fgD(A) + D(fg)A (4.1)
Por otra parte
D(fgA) =D(f(gA))
=/D(g4) + D(f)(gA)
=/(y9D(A) + D(g)A) + bD(f)(gA)
=fgD(A) + (fD(y) + D(f)g)A.

Es decir

D(fgA) =fyD(A) + (fD(g) + D([)g)A. (4.2)
Igualando (4.1) v (4.2). obtencmos que
D(fg)A = (D(f)g + [ D(g))A.

es decir, D es derivacion. a
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Como consecuencia:

Teorema 3. k!l morfismo R-lineal = se erhende a un morfisno de dlgebras
de Lie: o o
[D], DQ] = [D], Dz] ) VD), D2 € QD(!Rf.F)

Demostracidn. Por definicién. si Dy, Dy € QDerg(F). fe Ay Ae F:
[Dy., Da}(fA) =Dy (Da(f A))D2(Di(f A))
A)Do( D (A + D1 () A)
=D\ (D2(A)) + Dy (f)Da(A) + Do fIDy A) + n,uu (f))A
2(D1(A)D2(f)D\ (A )+ Dy (f)Da(A) + Da((Dy(f))A

Esto nos dice que [D,, D2 es quasi-derivacion, pues lo anterior ex equivalente

5, By (A) = [Dr, D2l o iy (A) = py o [Dy. Daf(A) = [[Dy, Dal. peg|(A),
v que. ademds,

El siguiente resultado se deduce de un simple cileulo.

Lema 3. Sea M un R-mddulo cualquiera y (EndrM.,[ . |} su R-mddulo de
endomorfismos que es un dlgebra con respecto a la composicidn. Entonces, |, ]
no svlo es un corchetle de Lie, sino que tambeen es un corchele de Powson:

[E.FoG)=|E,F|oG +Fol[E.G]. VE F.G € Endg(M).

Proposicion 11. 5i A es un dlgebra commnutativa. ¢l conmutador de endomor-
hsmos restriagido el A-mddulo QDerg(F) satisface:

IDy., f.Da) = f.ID1. D] + Dy(f).D2. VDy, D2 € QDirni F), V[ € A
Demostracion. Como consecuencia del lema y de la delinicion de f.D -

(D1 fDa] =[Dy. o Do
=[Dy., py] 0 Da + py = [Dy. Dy
=u iy (D2) + oy e [Dr. Dy

=(D\(f))D2 + f[D1. Dy




4.1. ALGEBROIDES DE LIE 45

Supongamos que F ticue ademds definido wn corchiete [, ] F x F — F
que le da nna estraeturn de dlgebra de Lie. Hasta ahora. el corchete que habia
aparecido era el commutador de endomorfismos, por eso usaremos la notacion
[ . ). para distinguirlos. Denotemos por ad, el operador ady € Endg(F)
adjunto de A por la izquierda respecto de [, ].

Definicién 30. El par (F . [ . ]) se dice que es un quasi-alyebroide de Lie s
ada es una quust-derwaecidn pura cualquier A € F. we,

ady € QDerg(F).

Esto equivale a que dados A€ F y f € A,

[4,7B] - f1A.B] = lada. us(B) = i 75;(B) = ada())B ¥B € F. (4.3)
Definicién 31. A lu aplicacidn

qr . F — DC'I‘R(A)
A — v/]:(A) = ().dA
se la denommna aplicacion ancla (del quusi-algebroide de Lie). Si la aplicacion

ancla gr es tensorial (esto es. A-lineal 0, equivalentemente [gr. us] =0 V f €
A), se dice que (F. [. ], g7) es un aly . roide de Lie sobre J-.

Proposicion 12. Si (F . [. ]) es un quasi-algebroide de Lie, entonces

[fA. 9Bl = fy[A. B] + ((gr(fA))(9))B ~ 9(g=(B)(f))A.

Demostracidn. Primero notemos que, (4.3) nos dice que, {4, fB] — f[A, B} =
(gr(A)(f))B. por tauto:

(/A gB)=9lfA B+ (q. . N9)B
= (qr(fA)(9)) B -~ 4] B, [ A]

= (qr(fA)(9))B — y(f[B, All + (¢ (B)(f)) A)

=gf[A B} + (g5 . )(9))B - glgr(B)())A.

a

Ejemplo 14. Consideremos M una v cdad diferencial y E —— M un fibrado
vectorial sobre c¢lla. Sca F := T'(E) ! ~pacio vectorial y C*=(M)-modulo de
las secciones de E (csto es. A:=C<()" y R =R).

Entonces, un algebroide de Lic sobre I 1) consiste en un corchete de Lie |, |
en el R-espacio vectoral U(E) yunto cor una aplicacion arcle gg : T{E) —
DerC> (M) = X(M) =T(TAl). de no. . que

(A Bl = s[4 1D+ (qeA)()B

con g A € X(Al). Ademds. por ser al ide de Lie. gg es C*(Al)-lincal, esto
es, qe(fA) = fqr(4) ¥f e C(M), . = I'(E) y esta propiedad es consistente
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con lu proposicion anteror.
En este ejemplo, el que [, | sea un corchete de Lie en T'(E) significa que

[(ld,\,adsl = ad[A.B] ., YA.BeTl(E).

Para comprobarlo. sea C € ['(E). y evaluemos

i

[ad,\,adB](C) adA(adB(C)) - (L(lB(ll(l,\(
|4, 13.C1] - [B. [A.C]
[A [B.CRY+[B. [C A
= —{C. [4.B]}

- 1148 €]

= “‘d|r\‘8l(c)v

I

)
]
i

y como esto es sdlido para toda C € T(E). se tiene el resulindo deseado.
El teorema 2 dice entonces que (si |, |y es ¢l corchele de Lie de campos
vectoriales en N ):

[geA,qeBlar = |ada, adp| = [ada, adg] = ad/‘;;! = qefA.B] VA, BeTl(E).

En otras palabras: la aeplicacion ancla es un morfismo de R—dlgebras de Lie.
Vemos ast como se pueden generalizar lodas lus carecleristicus de la leoria de
algebroides de Lie dentro de este contecto algebraico.

4.2, Algebra de Gerstenhaber asociada a un al-
gebroide de Lie

Supongamos que tenemos un algebroide de Lie (E,[. |g.qg). Consideremos
las secciones del fibrado exterior 'AE de la misima forina que se construyen
QA = TAT"M 6 TATAM. Un elemento de A € TAE = bpez[APE se es-
cribird como combinacién C*{Af)-lineal del tipo A = A; A ... A A, donde
A, ETE, 1 <1 <p Tenemos el corchete del algebroide [, | . TE «TE —TE
y el ancla qg : TE — T'TAM. con esto coustrunnos una estructura de algebra
de Gerstenhaber sobre 'AE como sigue: copiando la dehuicion del corchete de
Schouten Nijenhnis y modificaAndolo con el ancla v el corchete en 'L tenemos.

sid-TAPE (A=A A, A, BelTNE(B=D,". B,
1 "L Blen . -

Z (=P ALA L AAA L ANALALALB e AB A AB, AL AD,,

1<t p
1<rv g

2. si f = C*(M)

FoAlsn = D (AN 1 "AeA A A A A




4.2, ALGEBRA DE GERSTENHABER ASOCIADA A UN ALGEBROIDE DE LIEAT

Se tiene que ('AE.[A, Blsvy) os un dlgebra de Gerstenhaber A la estructura
(TAE.[A.Blgn) se le llama algebra de Gerstenhaber asociada al alge-
broide de Lie.

Esto serda escencial para probar la equivalencin entre algebroides v supervar-
iedades de un cierto tipo que se hard en el capitulo siguiente
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Capitulo 5

Supervariedades de Poisson
y algebroides de Lie

5.1. Supervariedades

Recordemos del segundo capitulo que un haz sobre un espacio topolégico
X es un prehaz F sobre X venficando los siguientes axiomes para cualquier
abierto U y cualquier cubierta {U,},¢; de U

1. Sidos secciones s, 5 € F(U) coinciden cuando restringidas a todos lo U, s,
son iguales.

2. Dadas las secciones s, € F(L,} que coinciden en la interseccion. existe una
secci6n s € F(U) cuya restriccidon a los U, ¢s igual a las s,.

Basicamente. nna supervariedad os un espacio topoldgicn con nn haz de
superdlgebras que contiene un sector isomorfo a las funciones diferenciables
sobre una variedad.

Definiciéon 32. Una variedad graduada (o supervamedad) de dimensidn (m|n) y
base (M, C°°(Al)) esta dada por una variedad diferencial M real, con dimensién
m, y un haz A de R-dlygebras conmutativas graduadus (el haz estructural) tal que

1. Eziste una secuencia exacta de haces
0—~N —AZ (AN —0

donde N es el haz de milpotentes de A iy ~ es un morfismo sobreyective de
haces de R-dlyebrus conmutatieas graduadus, también Uamudo morfisto
estructural.

2. N /N2 es un modulo loculmente ibre con rango n sobre (M) = A/N
y A es localmentc isomorfo. cormo un haz de R-ulgebras conmutalivas yrad-
. ~y
uadas. al fibrado exterior N\e <,V /N7,

49
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Por la defineion de supervaricdad, sabemos que 0 U0 X abierto

)

donde N /N2 ¢s un médulo localimente hbre con rango # sobre C* (M) =
AN pero por la equivalencia entre la categoria de Hbrados vectoriales de
rango n sobre M v la de mddulos localmente libres con rango 1o sobre (¢ (Af)
aie se vio en ol capitulo 2, existe - — M Librado vectonal de ranggo e sebre M
tal que localmente se ticne

AUy =C>U) < T AE

i

Existe un teorema que nus dice que esto no solo vowre localmente: sino global-
mente, este teorema es el siguicute:

Teorema 4 (Batchelor). St (M, A) es una supervareeded de donensidn (m|nj,
ertste E fibrado vectorwl de rango n sobre M tal gque

A=TAE.
Este resullado sera lundamental en lo que sigue.

Definicion 33. !'n entorno de vsersidn de una supervaricdad (M, A) es un
abeerto U M tal que Vg E es un fibrado trveal 3y A(L) == [\(\1(,.”,\.‘.-",\-"’).
Todo clemento de A(U) se le denonnna superfuncidn.

Tambien tenemos nna seceidn g C>(U) — A(U') para el morfismo estrue-
tural.

Definicion 34, S1 U7 M esun entorno de escisedn, una furmba {aot, x f}i" b

“i1<m
de superfunciones (1o'l =10, 7! 1) se fe denomiia ststema coordenado
graduado o (sisteia de supercoordenadas) s

=

Lort =o'y (<0 < oo donde {FY, 00 0™ s an sistema coordenado en

2 e e es una base de Tp E

Tenemos que una superfuncion puede ser cxpresada en la forma
" n
f=h5+ é fo,0 7+ E fpf p 7 8T
=1 7ol
[ 1

donde fi € C"™(17)
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5.2. Supervariedades de Poisson y algebroides
de Lie

Definicién 35. ['na supervarmedad (M.T\NE) con una estructura de powsson
graduada sobre ¢l haz cstructural se la denomna supervariedad de Poisson.

En esta seccién se probarda que un algebroide de Lie es equivalente a una
supervariedad (A/.TAE) con una derivacion de grado uno con cuadrado cero
en 'AE™). La prueba se basa en la estructura de supervariedad de Poisson que
determina ¢l dlgebra de Gerstenhaber asociada al algebroide de Le.

Empecemos mostrando lo signiente:

Teorema 5. Todu supervarvcdad (M. UNEY. con una dermvacidn de de grado
uno en TNE™ tal que di- =0 . nos define wn algebroude.

Demostracidn. Sea (M.TNE) una supervariedad, con £ == Al fbrado vectorial.
Definamos el siguiente corchete en [E:

w([A, Blg) := de(w(B))(A) — de(w(ANB) - dgw(A, B)

con A, Bel'E y w elrE-.
Probemos que [ . 1g ¢s un corchete de Lic.

Sean A,B.CelE. a. 3Ry welE".

1. Antisimetria:

wiA, Blg) = dg(w(B))(A) - dE( ( ))(B) dgw(A, B)
—(dg(w(A))(B) - e(B))(A) + dew(B, A))
= —w([B. 4]g)

2. Bilinealidad:

w(lad + 3C, Blg) =dg(w(B)){ad + 3C) — dpluwiat + ICN(B)
—dpulad+ 3C. B).

Por lincalidad de dp(w(B)). dg, u v dpw se tiene

w(laA + 3C. Blg) =adglu{ B))(A) + 3dg(w(BYNC = adg(w(AN(D)
= 3dglwlONDB) —adgw(A, B) - 3dgw(C. 3).

Sacando de [actor comin los escalares

=a(de(w(B))(A) delw(A))(B) - dpw(A, B))
+ Ide(w(B)(C) ~ de(w(C)(B) - degw(C, B))
:OU'([A.B]E) + Ju([CB?E)
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3. Tdentidacd de Jacob,

.'1'!“.—‘. BI, ('?[.‘ ) =dp(w(C)A B]) = detw(| A B)HC)
- dpw([4.B].C).

Desarrollando estos térnnmos

wi[[A.B]. Cle) =dptdg(w(C)BNA) = dpldp(u(CHI(A))B)
dp(dp(u{CYAB) — diptdp (et BIANC)
T dp(de(w(ANBINC) v de(dewe(A BIC)
—dpw(|A, B],C),

pero ya que
dp(de(w(C)))(A,B) = di(w(C))(A, B) = 0.
entonces

wil|A B.Cle) =dp(de{w{CNBNA) = delde(w(C)H{A)(DB)
= dgdp(w(B))(AN(C) +dpldp (w(A))BIC)
cdptdpu (A, B)HCY = dpw([A.BLC)

Analogamente obtenemos

wi(|[B.ClLAlg) =dglde(w(ANCNB) — detdp (w(A))(B)I(C)
= dpldp(w(CYBWA) + delde(w{ B)C) A}
T dgldew(B.Cj)iA) = dpat|B.CL AN

wi l[L (‘ B][) :(/E((IE(LU(B))(C))(A) - (1&‘((1[. (w( D) {J((W)
—deldg(w(CNANB) + de(dplu{ANC) I DB)
+dgldpw(A,C)))(DB) - (II;U"[i.'l. (« D).

Ahora

wil[ABLC )+ wd[B.CLU A ) = wl|[A.CL Bl

=dpwt[A.CL.B) —dpwi[B.C).A) — dgw([A, B1.C)
dptdew(A.C)B+ dp(dew(B.CHWAY + dpldpwt A B0)IC)
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Exprescmos dpu = Z:<; foyne Ao entonees:

dew([A. B).C) :(Z Somu A WA BLC)

1)

= qu(“h IR EWING

[N

:Z_/'U(m,([:l,B])uz,(C) - IIz,(C):nj\lA,B]))

1<)

=D S (m,(C)de(mi(B))(A) = m;(C)dg (m,(A)(B)

1<
- my(C)dgmi(A, B) = m(C)de(n;(B))(A)
+m,(C)dg(m, (A))(B) + m,(C)dgm, (A, B)).

Andlogamente se obtiene

dew([B,Cl. A) = fi,(m,(A)de(m, (C)(B) = m, (A)dg(m,(B))(C)

1]
—m,(A)denm, (B, C) = m,(A)de(m,(C)(D)
+ i, (A)dg(m (BI)C) + m,(A)dgm, (B.C)),

dgw([A,CL.B) =Y f,,(ny(B)de(m,(C))(A) = m, (B)dE(n,(A))(C)

1<}

- m;(B)dgm, (A, C) — m,(B)dg(m, (C))(A)
+ m,(B)de(m;(A))(C) + mi(B)dgm,;(A,C)).

También tenemos:

de(dpw(A. B))(C) =dg ((Z Sy A mj> B)) (C)
1<y
—=dg (Z Fotm By (4) - m,(A)m/(B))) (€

1<)
Por ser dg derivacion v lineal

de(dpu(A. B)) Zf,) de(m (BYm (A) — i (A)m, (B))(C)

<)

+ 3 de S, (C)lm, 1BV, (A) = m (A, (B))

1<y
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Otra vez. por ser (1[. dervacion y lineal
dpldgw(A.BNIHC) =

= Z Lo tdeg (g (BY)(Chn, (A) + m (B)dgim, (A)(C)
(< |

—dplm A, (B) = (A)d gl (B))(C))

2

——Z(/Ef,, Y (BYing (A) = dp fi (Ol (A, (B))

Analogamente se oblicne

deldew (B, CYIIA)

:Zf_._,u[p(m,{('H(:\)m,(B) + o (Chdptm (B0 A)
1<y
—dglm, (B))(A)mj((‘)~m (B)dg(m, (CHI{A)
+ 3 (def, (A, (Chiny(B) = def,,(A)m, (B)m, (C)),
1<)

:\,r

dpldew( A, CYIB) b
Zf.f.ltlk (e (CHBY i, (A) + i (Chd g (o (A B)
1<)
—de(m, (A)) B)I'ILJ(C) —m (A)deg(m, (C))(DB))
-4-2[(/[ Vi (Cymy (A) = dp fio (0 BYmg (A, (C).

Por tanto

wi[[A.BL.Clg) + wl|[B.C] Al — wt|[A.CL By
Sf,_,\l(/;gm,l_-l,B)m,((—') - dp, (ACCline (83
1<) .
+ dem, (B.C))u (A) = (i, (Adgm, (B, C)
= (BYdem, (A, C) + i (Cldgm, (4. B]))

+ Z((lgf,r)[(')m,(/}’)mj(.—l) dp fi ACY I, (A) i, (13)

~de fi (A o (Crin (BY = dp fo ) () (B (C7)

—de [ B i (Chin ) +dg f, (Bing{ A 1))
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(s ]
n

Por la identidad de Leibniz

= qu((dgm, Am A B.C) = (i, Adem,) (A B.CY)

1<

+ Z(dgf,'j Am, Amy) (A B.C)

<y

= Z(f,,([g('m, Amy)+defo, AmyAam )AL B.OY)

[y

= Z((lh-(f,,m, Amp)(A.BLC))

<2
:(IE-(Z foma AmG)(A.B.C)

1<}
=dg(dgw)(A. B, C)
=dtw(A. B.C))
:0.

Con esto se concluye la prueba de la identidad de Jacobi.
Ahora. nuestra aplicacion ancla se define como:
(qe(A)(f) = (def)(A). (5.1)
Veamos que cumple la propiedad de Leibniz.

w([A, fBlg) =de(w(fB))(A) - de(w(A))(fB) — dew(A, fB)
=dg(fw(B))(A) = fdelw(ANNDB) - fdzw(A. B)
=(de(f)(A))w(B) + fde(w(B)){A)

— fdgla{A)(DB) = fdguid. D)
=((qe (AN NB(w) + fw([4, Blg)
Ya que u' es arbitrario tenemos que
(A fBle = (qe(A))(f)B + f|A. Ble.
O

Notese que, en particular, si aplicamos la definicion del ancla (5.1) al caso
en que [ = w(DB). donde w e TE* y B € TE entonces:

d(w(B)(A) = (qe(A)(w(B)). (52)

Teorema 6. Tode ulycbrowde nos define unu supcrvaricdad con una derwacidn
. . )
d de grado uno ¢n UAFE™ tal que d° =
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Demostracidn. Sea LE [ 'poge) un algebroide de Lics coustruumos ol dlgebra
( werstenhaber FCAE, probemos que (M AE) os una supervariedad. Para es
le ( tenhaber TAE. probu que (M. TT\E) 1 ) [ad. Para eso
observemos que el siguiente prehaz es un haz:
U— TAE.
porque es el prehaz canonico asociado al haz fibrado exterior AE Vicanos anhora PY
que (M, TAFE) cumple las propiedades de supervariedad. Observemos que en este

caso particular,
N =TAE -TAE =TAE - O™ (M)

N? =N =-TE.

Hilentras (e

Por tanto:
1. AN = X)),

2NN =N/IN-TE) |E

]
De aqui Aoy, (NANZ) = TAE = A Portanto, el espacio (M. T'AE) cumple
las condiciones de la detinicion de supervariedad.
En esta supervaricdad tenemos definida una diferencial en UAE'* como sigue:
Siw e TAYE" vsi X)... , Xke1 € TE, entonces, se puede definir una (h + 1)-
forma, dw € TA*FTE" como aquella determinada por
K+l
dw(X),..... Xei1) Z(vl}'"](.[E(.\'-,)(‘U,'(/\'l“ X L Nca
=1
FY DX e X X XL X))
Chavinente. por ser e mnltibineal v alternada, la aplhiencion P

du Tk < P 'L — C™()M)
AT .\';\,1 v)o— du{ X AV 1)

es multihneal v alternada,
Ahora. se tienen las siguientes propiedades sobre o:

1. du es C(AD-multilineal.
Sean Xy.... . Xopy = DE v f = (A
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=qe(f X 1) wiXs. Xwar)

k-1

D =D ge(X)(fe( Xy Yo Ne)
1=2

+ D Dl XL X e e X Xes1)
1<y

+ Y (=0Te([NL X s fX X X X )
1<

Por ser qg(X,) una derivacion sobre C* (M), v por la propiedad de Leibniz
del algebroide tenemos
(llu(le, . ‘-Yk+l) =

=qe(fXD)w(X2,.  Xiy1)

k+1

+ > (=D ge(X) Xy N, X))

1=2

+ fap(X)w(Xi o X Nag)

+ (- (X)X e Xa N, Xia1)

1<y

—w({qe(X,) )X, .. .. X, .. Xeo1))

+ > (=De([X X e S X X, ) Xeat)-
1<y

Por ser w C™ (M)-multilineal.

=fae(X)(w(Xy, .. .. Xes1)
ka1

3 =D ge(XDNw(Xy X Xeg)

+ Fae (X w(X X X))

+ 3 (=D (NN e X N Xe)
1<y

— (qe(X) (X X, Y1)

+ 3D SeXO N e N N LN N)
1<y

:f(lll‘(.\’lA N 4\';\- ‘,1).

Por tanto. dw es C>(Al)-multilineal.
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2 Fs una dervacion de erado 1 oesdeen dias S o0 = dw 7+ 150 27,
Sean w e TAYE® v 2 € TATE", consideremos la signiente notacion.

K= Xy i %
Kt =K it » Xl

s P Ky oo | TR

i B Nagpy , FSYRERIR RPN

Xy 2= 860 SN oeon e <

X X X X

\ / = X., N ..\.’,,ir‘..‘,.. CNoLoeon o w e

(dw AT+ (=1F5w A d2) (X ggrer) -
(dw A 2 Xy kprar) F (=D (w A d2) (X k4 ri1).

Lsando la definicion de producto extenor.

= Z 5.(}7’((7)(1U~'("‘(r!(l.kH)):(‘Xcv(k'+.’.k+r“llJ)

a By

O o ' Z sgr(alut Xg o o 20N i ke o)

ET ¢ PR

donde B3, denota ¢l conjunto de permutaciones de barajar de tipo (a.h)
cn Y, (conjunto de perntnutaciones de a + b cletentos |
Por debmeion de du v dz

k+1
_ Z S.(}'IL(.(T) (Z‘(_l)wlllﬁ'(‘\’n(x'-\(""(‘\’r'y(l.ki ”):’ +
TEBrsir =1
+Y D" ul[Xog Xalen X2 i) | 2K akrza o)
1ely

Fp=19% Z .w.(/n(n)u*(.\"[,”.,\.,)
ril
(3 e R TS AP 65 RPN | =

2 Py - . 1 1y
+ '\_J) ’*('-\~y(k|;.‘~\n|l\o;,}l‘.‘--\,,“.}l.ki,-_[\;I
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Cambiando los sumandos

k+1
= Z(— Dlag Z sgn(o)qe(No@m) (NG o)) 2 (X etk 2kary)
=1

WEBL Floe

=08 YT N ) ae N e 0N e )

AC e .y

+ Z(—l\)l“ Z sgn(o) w(|Xoy Noge X0 ey 1)):(Xﬂ(k+'2\k'+r+l])

1<y T By r

+(~1)k Z IU(‘Xa(l,k))3([‘Xa(k'+l)'Xa(k+_/)]E-X‘;J(k.._l.k_'.,-_*.l))

g€ By ry1
k+1

=3 (=0 ae(Xo ) (w A XL ke )
=1

+ ) (=D (w A (X X e X2 )

1<
=d(w A 2)(Xo(1k4rs1))-

Por tanto
dlwnat)=dwAT+ (-1 wAdr

3.d*=0.
Para funciones se tiene lo siguiente:

d(df)(A. B) =qe(A)((df)(B)) = qe(B)((df)(A) - Jf (1A, B)
=qe(A)(qe(B)[)) - 4e(B)(qe(A)) — df(|4, B])
—d/([A, B]) - /(4. B))
=0.
Notemos que si w = uy AL LA wy
duw = dwy A{wa Ao A we) —wp Ad{we AL A wg),
por lo que

d(du) =d?uy A (wo AL A wk) A wy Adlws AL A W)
—dwy Ad(ug AL Awk) + g Ad¥we AL A W)
=d®uy Awg + uy A d*uwy.

. 9 — L.
por lo tanto es suficiente probar que d=u =0 para w € 'E”".
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diduw) (XN, X, X3) =¢p (X duw(Xo. Ny)) — get Ny Jiduw L XL X))
+ae(X3)(dw( Xy, Xy)) = dw([ Xy, Xafk, Xa)
—dw(|X2, X3lg. X1) + dw({ X1 Xylg. X))

=qe(X)(ge(X2)(w(Xy)) = ¢e (X0 ) (gr(Xa)(w(X21))
e X (Ve X3))) = ¢e( X (ge( X ) (w(Xs3))
+ ot X e N (w(X )+ qet N[ X)L X))
e U e U et N2 = gt Xy e (X e X))
gt Nt N0 X Nt X )
+ g X (w((X1. X)) + ([ X1, Xa). Xa])
[Xo, Xal(w(X1)) + qe(X1)(w(| Xz X))
- [[ Xo. Xa). X0)) + [N Xl (w( X))
— g (X)X, Xa])) — [N Xa), X2
= U!(u,\l.:‘(g], Xal + (X2, Xy X0 = 1YL X)L G
=0).

Si tenemos una supervariedad con una dertvacion dg de grado uno en TAE”®
tal que di. = 0 v le asignamos su algebroide de Lie (E.¢g, M). v después obten-
cmos su supervariedad (AL TAE) con su derivacion o de grado uno en FTAE" tal
que d* = 0. tenemos que ver si d = dg.

Por construecion dw( A BY = d(w(B)A)  dlwl(A)(B)  w(|dA. Blg) para
we 'AE que es dew( A B) = (qel AN w(B)) = (qe(B) 1wt A)) = w(A, Blg),
va que (ge A0S .= tdp f)0A) teneinos qine

dpa( A B) = du(A 1)

Ahora, supongamos gue dir = dewe para w € PAYET con p « n - Lostow
wy o e, v opor ser derivacion

de(u i A ohwn) =dgwy Alua Al oAaw) + (= DXy Adplag AL A, ).
swendo I hipdtesis de mdaecion
dptuy A - Awg) =duy Alugn CAws) + =Dy Adoas n A

s dectr
deglay Ao Awy ) =dluy AL Ay,
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Por tanto regresamos a la misma supervariedad.

Ahora. si empezamos con un algebroide de Lie (£, qg, 1) con un corchete en
las secciones | . |g. obtenemos su supervariedad con una derivacién d de grado
uno en I'AE" tal que d% = 0 mediante el procedimiento que hemos descrito,
y luego construimos su algebroide (E.pg. Af) con un corchete en las secciones
{.}e
Por construccion (pg(A))(f) 1= (df)(A). y tambén (df }(A) = (qe(4))(f). Tam-

bic¢n sc tiene
{A, Bye(w) = d(w(B))(A) - dw(A))(B) - dw(A. B).
v por la relacion entre d v gp dada en (5.2)
{A. Blelw) = (qe(AN(w(B)) = (qe(B)w(d)) - aw(4, B),

pero esto es la definicion de [A. B| g(w).
Por tanto. se tiene una equivalencia bivectiva entre algebroides v supervar-
iedades con una derivacién dg de grado uno en FAE" tal que d% = 0.

Nota 8. Lu correspondencra anterior no se ectiende a una equivalencia enlic
calegorius. La razén es que el fibrudo esterior AE de un fibrado vectorial £ T
M. de nuevo es un fibrado vectorial. y es bien conocido que hay mds morfismos
de supervuriedades que morfisinos entre los correspondientes fibrudos vectoriales
(y exterores) dudos por ¢l tcorena de Balchelor.

Un ejemplo de la correspoudencia es el siguiente:

Ejemplo 15. Sea (M. {, }) una vanedad (ordinaria) de Powsson, con un bivee-
tor de Poisson P € A*TM no degenerado. Este bivector induce -através de su
polaridad- un isomorfismo P . T*M — TN . Con csto, se puede construir una
estructura de algebrorde de Lie en T"M = E, donde P = qg es la aphcacidn
ancla. Para ello, busta con definir el corchele de Koszul-Schoulen (ejemplo 13)
en I'T" Al que son las 1-formas diferenciales. De hecho. como sabemmos, este
corchete se crtiende o anv de Powsson yraduado sobre todo el dlyebra de G-
stenhaber del algehrorde. que cn este caso s VNXTTNM (el dlgebra de Cartan
de formas duferencrales sobre A ). ; Cudl es lu supervariedud que corresponde o
este algebrotde? Claramente. cs la supervaredad (M. TAT M) = (M, QM)
(llanada de Koszul o de Cartan-Koszul), Observemos que esla supervarcdad
estd dada en forma de Bulchelor frizaal.

La derwacion de grado uno sobre €l fibrado dual V'NT M, dy-ay. es la siguiente.
StAeTNTAM. y Xy .. Niy1 € 1T M

AEl
dA(X) . Nepr) = D> (=1 TP ALY X er1))

+ 3 (UMAX X ks X X X, X))

1<{J
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