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Capítulo 1 

Introducción 

Esta tesis trata COIl dos cOllceptos fundamentales: el de s pervariedad y el 
ue algebroiJe ue Lie. ElI l·:;\.L' capítulo illtroulll;torio t rataremos ue expli t:I;Il' el 
significado y la relevanc ia de ambos. así como su relación . 
Las supervariedadf's a parecieron en los 70s. como una construcción geométrica 
que permit.ía la unificación en el t.rat.amiento de los sist.emas que en Física se 
denominan bosónicos y fermiónicos . El problema que pla ntea la existencia de 
tales sistemas en que un caso (bosones) su descripción se realiza mediante la 
maquinaria habit.ual en F ísica de operadores en espacios de Hilbert , pero en el 
otro (fermiones) es posible probar que las magnitudes asociadas al sistema deben 
cumplir la propiedad de a nt iconmutatividad (esto es, ab = - ba) . Los físiws, 
inicialmente. modelaron tales sist.emas en un espacio fás ico similar a l clásico, 
pero añadiendo a la..'i coordenadas habituales otras de carácter anticonmut.ante. 
Así, sustit.uyeron las cart.as locales euclideas por modelos locales A® (( I , ... , ( n), 
donde A e IRn es un abierto y {( l . .. . . (n} son los generadores de un á lgebra 
real con las propiedades 

( ,(j = _(i(j , i t- j 

(('y = O Vi E {l , ... , n }. 

Esto conduce de manera inm('diata a la consideración de "superfuncioncs" en 
la variedad c\Rs im!l!. objetos de la forma (x = (X I " ... ,xm )) 

J (.I') = Jo(x) + J,(x)(' + .. . + J,,(X)( I . .. (" . 

La int uición parecía asegura r que de esta manera se podría reconstruir todo el 
cálculo diferencial habit ua l )' hacer físit:a sobre estos nuevos "superespacios'· . 
Sin elllbargo , prulltu :;e \f ió tille e:;ta cUllstnlt:t: iólI era IlI l;Itemát it:amellte illt:OIl­
sistcllte (por ejelllplo. 110 l'ra po:;ible uefillir Ull espat:io ta llgelltc ell Ull pUlltO 
con las propiedade~ qlle cabía (·spernr ). La formalización del concepto físico de 
"superespacio" es obra ele F. n erezin [2] y n , Kostant [4] (en forma indepen­
diente pero equivalent.e), quienes int rodujeron las supervariedades procediendo 
por analogía con la const rucc ión de los espacios geomét ricos en Geometría Alge­
braica [1]. En esta a proximac iólI, lo que uno toma como objetos fundamentales 

5 



6 CAPÍT LO 1. T TR O 16 

no SO Il la cartas locales , illo los a llillos lot.:al 's uC g0nll ' 11 's uC fUlldoll uifcr-
nci bl . . Todos los obj too dl' la ge'ome'tría rlifl'rl'neinl :W con! ru ('n ntonces a 

part.ir rI st.os anillos mediant e I U. o rle la 11' ría rlp hfl!'PS (As í, por ej mplo , l 
fibrado tang nte con t ruye como el haz de derivaeione ·. I fibrado ot ngent 
como I haz dual d las d riva ione, te.). En ncia. ulla up rvari dad pu d 
ver como una vari dad ordinaria en la que el haz d ' Igebras conmutativa de 
g' rm n de fun ion s C/II ha rempl za lo p r un haz de sup r 'Ig br (i., 
álgebras t.:O Il una grauadóll en sus t!IelrH:!lItus ue 1I1C1llcra 4U" ab = (_ l )lallblba 
on lal I grado de a E A ). 

tur 1m nt , sta man ra d pro eder unqu es IIIU y natural d de I pun­
d vi. t.a forma l, exlraña llnn gran difindlnd lpC ll ica. Estp PS pi mot.ivo de 

la xi t neia de un eri de r sultado ' que podríalllo ' ca lifi car d "folklore" l . 
AIgun d ello e han probado incorr to 011 I tielllpo (u n .i IIIplo lo da la 
cr n ia, por un ti mpo extendid , de que no '1' po Ible d ,rroll r un teoría 
d int gr ción d supercampo ve ·tori 1, en este eont xl o náloga la el ' ic 
[ J); otro on de u o h bitual. Pr ci am nt , a uno d < I r u lt do quer-

r ~ rirno en ste trabajo: al qu habla d la corr p nd ncia xi t nte 
ntr upervari dad y a lgebroid s de Lie . 

Lo alg broid de Lie aunque introducidos por J. Pradin n los 60 [7], han 
tudiado int n ivamente d de ha e r lativament poco ti mpo, fundam nta­

m nt ligado a la id a de integrabi lidad de I s grupoid s d Lie n 'on xión on 
Igunas id as d la dinám ica en v riedades de Poi son [3], [9] . Inform 1m nt , 

pod mo p n ar n un algebroid de Lie (E , qE , Af) w m Ir mplazo d I fibr -
do t ng nt a una variedad !vI (T M , que tielle n:lllgo igual a l· uimen iÓII de 
la v riedad) por un fibrado vedorial E (d rango arbitrario). E t r mplazo 
no arbit rio : l ccion s de E deb n tar dotad on un or h t d Li 
1 , I : rE x rE -4 rE de manera qlle exist.a IIn morfi smo rlt' IÍ.!gt'bras de Lie 
qE : (rE, 1, J) --> (rTM, [, ]M), dond [ ,]/11 S e l COl' h t d 
ri I obre [ . laram nt , br un algebroid d Li ' s ofr 
d h e r un din ' mica de "campos vect riale .. ( "c 'i 11' A E A ) n ' Ioga 

la d I v rd d r camp ( cion X E r .\T f), pero ' ta v z \ lorado 
11 t.: ualqui r fiorado E -+ NI , n n e ariam lit el tallg lit (st. nfoqu, p r 
'j '1IIIJlo, , - la base d ,1 'studio dc las tt.;oríéls U 'l'él IlIIJUS '11 Fí -¡ca), 
Lxi. t, neia de' la aplicación qE : L 'E -; l'T Al ( llalllada an la) h p ibl 
xl nder la definirión riel roreh t.e [ , I sobrl' I E a un par (A, n, on A E rE 
f E e ( 1) . Basta con tomar 

(A , n := qs(A )(J ). 

o do qu E y C (Al) g neran el fibrado exterior AE, . P ibl 
orch t original 1 , B a todo r I\E: s obtien í 111m el r-
t nhab r d I algebroide de Lie, que r ulta admitir UII tructura natur I d 

' Ig 'hr d' Poissoll grad uaui:l (la 'xtellsiólI d ' ~ . ~ ,l rl\E ' un 
Poi on Z-graduado). 

lIal s no s ofr cen d mostra ion 
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La \:Om:xiúlI I.:Ull las SII ¡J 'n 'a ril'J aJ l.:s vil.:lll.: l' ll tOIlI.:I.:S l.ll.: la obSl.: rva l.:iúll , J l.:biJa a 
Batchelor, de que si A ( 'S l' l haz oc slIpl'rá lgl'bras Ol' la supcrvari dad , ex iste un 
fibrado vectorial E ~ Al tal que A es isomorfo (aunque no de manera ,anónica) 
al haz de secc iones r ,\ E . : urge entonces la pregunta : ¿bajo qu ' condiciones una 
supervariedad es ta l que su haz es tructura l A es isomorfo a l a lgebra de Gersten­
haber de un algebroide de Lie". 
En esta tesis, da remos una re. puesta deta llaJ a basá ndonos en las ideas de Ya in­
trob [8] y Koszul [5]: exi,te ull a correspondencia biyectiva entre upervariedade 
(M, l 'II.E ) ti:l les que el I1 CtZ d ua l 1 ' II. E · Ct J lll ite UIl Ct J eri va<.: ióll illl par <':0 11 <.: uaJ ra­
do cero y algebroides de Lie sobre M , E -t M . 
La principal aporta('ión dp. est.R. tesis debe verse como la recolección de todas las 
ideas previas necesarias para la prueba, su enun<.: iado en términos precisos y la 
demostración explícita y detallada de la anterior correspondencia . con pruebas 
elementales y a utocontenidas de todos los prerrequisitos y la presentación de 
ejemplos ilustrativos. 
Se pretellde as í que este trabaju si rva \:OHlü referell <.: ia fUIlJameuta l ell futuras 
illvestiga <.:iolles rela<.:io llaJ¡¡s \:0 11 tópi<.:os J c la tcoríi:l J e supervarieJ aJcs y a lgt. ... 
broides de Lie . 
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Capítulo 2 

Preliminares 

2.1. Álgebras graduadas 

Recordemos a lgunas defini ciones sobre estructuras Z-graduadas. 

Definición 1. l . Una OC -úlyeon.L es 'un espuc:'iv vec:to'rial A sobre un cuerpo 
OC, con 7Lna aplicación OC-bilineal, 

A x A ---> A. (x, y) 1-+ xy, donde x, y E A . 

2. Una OC -álql'om es fJ.sorúLl iva si la aplicación es asociativa, i.e., si para lodo 
x,y, z E A , 

x(yz) = (xy)z . 

3. Sea (e , +) un grupo abeliano. Un espacio vectorial E sobre un cuerpo OC 
es e -gmduado si existe una familia {E9}.9EC de subespacios de E, ta l que 

Para cada .9 E e . un elemento x E E se dice ser homogéneo de grado 9 si 
x E EY. 

4· Una OC -úlyeOru (' S e -gmduada si A = ffg ECA9 es e-graduada como espacio 
vectorinl y si (¡demás, pnra lodo g, h E e, x E Ag e y E Ah , 

xy E A9+h . 

Una OC -áll) l' lirll e -qmduada con e = Z2. se denomina s1Lperáll)ebra y cuan­
do e = Z se llamará OC -álgebra graduada. Notemos que toda OC -álgebra 
groduada E = 129 ZE 9. es un a superálgebra, tomando la siguiente Z2 -
graduación: 

9 



10 APÍT LO 2. PRELI [J ARE 

5. na -álgebra graduada es conmulalwa graduada t para lodo P, Q E Z, 
x E AP Y E Aq 

.1'y = (- 1)"".'1.1". 

y e anticonmutativa graduada Sl pam todo /J. c¡ E . . r E A" Y E Aq I 

.cy = - (- I )pq.'1.f. 

6. an E = P zEP y F = $ "EzFP spaclO v clonal graduado ob 
el mi mo Ctlerpo IK.. Una aplic:aciún OC-lin al f : E F t' 1I01IIOgénoo de 
grado d i para cada p E 'l, 

Un ndomorfimo e una aplicaclón OC -lin al f : E 

7. S an A = 8 pEZAP una /K -álgebra graduada y B : A 
d i e pacio veclorial gr'aduado A . S a d E 'l . el 
d rivación de grado d d I álg bra graduada A i 

F, con E = F. 

A un endomorJismo 
ndomorfismo una 

i) como pndomorJismo de e8parto.~ lIpclorwlp. f/rat/1J(UL08, 8 .' homog neo 
d grado d 

ii) para cada P EZ, x E A" e y E A 

()(xy) = ()( x)y (- I )dl':r6l(y) . 

2.2. Haces 

ea X lI n espacio topológico . 

D fini ' ión 2. Un haz (de conjunto) obr' X s un par' (F. 7r) dond F 
un spaClO topológico y 7r : F ---4 X e un hom omorJismo local. 1:-' d ctr: para 
todo x E F existe un abi no U con x E . tal qu 7r() abl rto n X y 
7rlu : U 7r( U) e hom omorfismo . Dado x E X. llamamo a 7r - 1 (.1:) := Fx la 
fibra obre x. 

Pro p o i ió n 1. Todo hom omorfismo local contwuo y abl rlo. Tambtén. la 
compo Ición d hom o1ltorji mus locul . s ItUIltt'U 'I/IO/"ji~I//O lucal .fI lu I tncción 

d' un hom OIfl07ji 1110 lu 'ul a un ab'ter·to del JUl/tWW c: ' ItUI/IC:Ul/tu/"ji l/lO local. 

D mo trart6n. Para cada x E F xisLe .r: con .c E f' t, J qtl 7r( .T) s abí rLo 
n X 7r IUr: x ~ 7r(Ux ) ",s homeomorfismo. Por tall to X = Uf F:r ' hor 
i e I not mos qu 7r- 1(V) = UT F( r n 7r - I (V )) = U r F(7r - 1Iu,( )). 

ah ra p r r 7rlur hom morfi smo ten'm . que 7r - I II' ,( V ) lS ahí 
par icuJ rabi rto n X . Por tanto 7r . CO lltíll llO. 

• 
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2.2. HACES 11 

Sea A e F abierto. i.r E 04 . s a U abierto en F con .J: E U, tal que 1I" (U) es 
abierto en X y 1I" Iu : U - 11" ( U) hompol11orfismo. por ta nt.o A n U e un abierto 
con x E A n U y 11"(.'1 n U) e 1I"( A ) es abi rto y por tanto 1I"(A) es abierto . 
Si f : X -t Y Y 09 : y - Z son homeomorfismos locales y x E:: X, sean U un 
abierto en X con :1: E U , tal que ¡(U) es abierto en Y y f lu : U -+ f (U) es 
homeomorfismo y V UlI abierto en Y con ¡ (x) E V, tal que g(V) es abierto 
en Z y gl v : V -t g(V) e homeomorfismo. Sea W = Un f - I (V) , por tanto 
f (W) e V , (09 o f) (W ) s abierto y 9 o f : W -+ (g o f )( W) es ]¡OllleDlllornSlllo. 
Si A e X abiertu. la illdllSiólI i l'S Ull hOlllL'UllWrfisl1lO 100:a l por "anto f o i = ¡ lA 
lo es. O 

Si no hay ambigüedad , denotaremos el haz por F . 

Definición 3. Sean (FI.1I" ¡). (F2.1I"2) haces sobre X. Un morfismo de haces es 
una aplicación dJ : FI -t F2 tal que hace conmutativo el diagrama 

es decir 

LT, /7T2 
X 

11"2 o cf; = 11"1 . 

Proposición 2. cf> P8 hOTllPomorfismo local. 

Demostración. Sea :r: E FI ' Para x E F¡ existe Ux abierto con x E Ux , tal 
que 1I"¡(Ux ) es abierto en X y 1I"¡ IUz : Ux -+ 1I"(Ux ) es homeornorfismo. Por la 
wndición de lIlUrfiS IIIU de haces teuemos que (11"2 o cf; )(Ux ) =: 7f¡ (Ux ). Ahora 
para cada y E cf;(U:r) existe V" abierto con y E Vy, tal que 1I"2(Vy) es abier­
to en X y 1I"2 1vy : V" -t 1I"2(V,,) es horneomorfisrno. otemos primero que 
(7f2Iv.) - 1 (11"2 (Vy) n 11"2 ( cf>( UT ))) = V" n cf;( U.z; ) es abierto en Vy, por tanto abierto 
en F2. Luego cp(Ux ) = U"E";(F. ) V" ncf;(Ux ) es abierto en F2. Nada mas nos falta 
probar que es inyectiva lo cual es inmediato, ya que si m, n E Ux y cf;(m) = cf;(n) 
entonces se tiene qll (11"2 o Q)(m) = (11"2 o cf;)(n ) y por ser (11"2 o dJ)lu

x 
= 11"1 luz 

homeornorfisrno se tiene que 11¿ = n, por lo tanto cf; es homeornorfismo local. O 

Definición 4. Un subhaz F' de un haz F es un subespacio t.al que (F' . 7f1F') 

es un haz y la inclusión 
j: F' '--' F 

es un morfismo de hil e s. 

Nota 1. Para que F' e F .; . (¡ slLbhaz la co ndición necesaria y sufinente e.~ q1te 
F' sea abierto en F . 

El concepto 111 ' il1lporta nte asoc iado a un haz es el de sección . 
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o fin ición 5. S a (F.1T) un haz obre X , y . a U e X. S llama sección local 
d I haz F obre U a toda apliración continua : U ~ F tal que 

1T o S = idu . 

Nota 2. Si U e X es abierto, entonces s(U) tam btén lo 
jismo obre la imagen s : U ~ s( U) . 

y homeomor-

Si las fibr ' 1T - I (x) := Fe" tien n para toda :1: E X alguna stru tura dicional 
( on grupo, ani llo etc), d cimo que s ti n un ha;¡, con a tru tura. 

Ejemplo l. 

1. i U e X es un abie7·to , se tipnp la inclllS1Ón j : U c........, X 11 In pmyección 
rr : j (U) -t U, que es un haz. Para te haz, j s una sección global. 

2. a X un p pacio topológico )J A un p.sparw lopolríg7ro di. rrPto. Entonce 
X A un haz obre X llamado haz trivial dp fibm A . 

uando un haz F sobro X es i amorfo al haz tri.vial se dice qu 1 haz 
trivializan te 11 que un isomorfismo rp : F X x A Ii una tnvialización 
d F . 

3. San (FI.1T¡) , (F2 ,1T2) hac s obre X . Llama haz producto fibrado 
d FI 11 F2 al haz 

F := {(u,v) E FI x F2 11TI(U) = 1T2(V) }. 

Claramente, e puede dejini'" sin ambi!fÜeJad 

1T : F X 
(u,v) f-+ 1T(U ,V) = 1TI (U) = 1T2(V). 

Si (u,v) E F e FI x F2 , por ser FI 11 F2 hac xi t n U .. y Vv abierto 
n FI 11 F2 r p ctivamente COllU E Uu y v E Vv, tal qu 1Tt(U .. ),1T2(Vv) 
on abierto n X y 1Tdu .. : U .. ~ 1T¡(U .. ) y 1T2 Iv" : 11" 1T2(Vv) on 

hom omorfi mo . Tomamo W = (Uu 11,,) n F. ten emos qu 1T(W) = 
1TI(U .. ) n1T2 (Vu) abi rto en X y rr lw : IV 1T( l\' ) ' homeomorfi mo, 
por tanto 1T e un hom ol/ IO'/fimo locul. COI/lO CUI1 (:'cu ncia Je too (F. rr) 

un haz. Fi) 'mono en que las jibn.l 011 

Ej mplo 2 ( j mplo d ha on tructura) . a 1T : F un haz obre 

1. R coro mas qu un magma sob1"(~ un conjunto A (:' una op ración binaria 
. : A A A, donde ·(a , b) = a · b. Dtr mo que F un ha:: de magmas 
i \:Ix E X, Fx s un 'I/tugmu, 11 la uplicución 

F Xx F F :c 

(a, b) o-- ab 

e continua. 

• I 



.. 

2.2. HACES 13 

2. Un 'emigrupo sobre A 1'8 un magma asociativo. F es un haz de emigrupos 
si Fx es un 8ermgl1Lpo Y.l" E X '!I 

F Xx F Fx 
(a.b ) ...... ab 

es continua. 

3. Un monoide sobre A e,~ lLIL semign Lpo con elcmento n eur.ro e E A. Din:mos 
que F es un haz de 1/w'/wldes 8i lo es de emig11Lpos y Fx es un monoide 
"Ix E X . Si C.r es el 1L1'"Il tm de Fe., impondremo8 que la aplicación 

sea una sección del haz. 

4· Un grupo sobr'c A es un monolde donde todo elemento a E A tiene inverso . 
Se dice que F es un haz de grupos si Yx E X , F,x es un g'rupo y la aplicación 

F xx F F,r; 
(o, b) 1-+ ab- 1 

es contimLa. FijPTIlono8 f'll q71P aquí no hemos pedido que F fu ese haz de 
monoides. 

Procediendo de la misma forma que en estos ejemplos, se definen haces de 
estrudural; fll cio; gelle rr1les : a ll il lus . espacios vedor ia les, á lgd)ral;, etc . 

Nota 3 . En geneml, cl c8pacio total de un haz F como e~pacio topológico no 
es HausdorD". 

Ejemplo 3. Consideremos el haz de gérmenes de fun ciones diferen ciables en 
una variedad. Sea Al variedad diferencial y Xo E M . Definimos una H:lueión 
binaria de equivalencia sobr'c Coc (Al) en la siguiente forma: 

f "'xo g sii cxi8te U abicrto con x E U tal que / u = glu. 

La clase de una / E COC( Af ) sc dcnota por I/ lxo = izo y se denomina el germen 
de / en xo . El conjunto cociente 

ero = COO( M )/ ~xo' 

se l/ama pspario dI' gpnn f'np8 pn .LO. C~ tiene es tructura de anillo con la uma 
y producto de funCl ónp8. de -e8pn. C1 0 vectorial con la suma de fun ciones y el 
producto por un psmlll r' y de fR -álg bra con las lre8 operacione8. 
Para cada U e J\l abier·to , eOlLside7"Crnos 
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d man m qu :F pacio total d un haz y los Cu forl/lan una bas d la 
topología de F . aturalment 8" li ne lLna proy"""uín: 

ir : :F ¡\f 

[J]:r 7T[f ]I := .r 

que e wnllnua 'jJor la pro'jJia JejimcuJn de la tUjJuluy'ía en F (7T - 1 ( ) = Cu 
qu abi no), Al haz (F, 11', M) se le llama haz InLclwal de f. A v c , 

crib F = CM' Como espacio topológico, F = CM no e8 HausdorJJ, 8n feelo , 
i tomamo M = IR Y las fun cion s f (x) = O Y 

g(x) = {O 'í x _ O 
x2 si x ~ O 

7 u/ta (fU lomando us gth-mene en x = O ([f]o y [9]0) obl nema dos punto 
qu no pu d n eparar e m diante abi rto d CM . 

2.3. Prehaces 

D finición 6. Un pr haz de conjuntos F sobre X un eli pacw tOpOlOg1CO está da­
do por la igui nte asignaciones: 

1. Para cada conjunto abie7io U e X, un conjunto F( U) llamado onjunto 
d ccion de F obr U. 

2. Para ada par de ubconjtmtos abiertos \.' e U de X . u tla aplicación 
" lilrlcxlón p~ : F ( U) --+ F( V) tal que: 

• Para lodo abierto U, p~ = idu . 

• Si W abierto y W e Ve U (V ,U abier·to j, p\{r = p~ o p~. 

Ejemplo 4. Todo haz F obre X I.iene a80ciado 1m prehaz canónico, llamado 
1 prehaz d e secciones de F. La construcción s la sigmente: 

Si F s haz obre X y U E T(topología en X j , d finimo ' F(U) como 

F (U) := {a : U ---+ F cciones local ' s de F sobre }. 

E T , e v e ti ne que 

p~: F(U) F() 
a ....... p~(a)= a lu. 

i I haz li n alguna e lructum adicional, enlon e F ( ) heT'('da la tructura 
d F . Por j mplo, t F e un ha;; d grupolI (con O]) m Clón j, U E r , sobr 
F ( ) d fimm os la operac1ón lIigUlente: '1 a , b E F (U) . 

a b : U F 
.c a,. b(J') := u(J') • b(.c). 

puntu 1m nl Ad más. a. b eli una aplicuCIón conl1 ntta de U n F por do 
a by • . 

• 
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Ejemplo 5. Denotemos por OC cualquiem de los cuerpos conmutativos IR o C. 
Un prehaz de OC -ál.r¡f'bms conm7L1.a/was graduadas sobre X es un prehaz F de 
conjuntos tal que: 

1. Cada F (U) tiene est11.Lctum de OC -álgebra conmutativa graduada. 

2. Cada restricc7ón p~ es un morfismo par de OC-álgebras conmutativas grad­
uadas . 

En ténninus de c:utc:yudu::J: un fJl'c:lWZ de OC-úlgebms C:Un1nutlltivas gmJuadas 
F sobr-e X 7ln espIJ.rio /opolríqiro ('S Hn Juntor covarwnte de la categoría Topop 
(donde Top es lrL ra /pqrrría dp 108 .mbronjuntos abipnos de X. con morfismo,~ las 
inclusiones) a la culegoria OC -úlgebm::J conmulatwas g'raduadas, (con morfi smos 
los morfismos de OC-álgebms conmutativas graduadas). 

Definición 7. Un morfismo de prehaces sobre X , (j> : F -+ q, está dado por 
aplicaciones rb(U) : F(U ) -+ (; (U) (para cada abierto U de X) tales que si mpre 
y cuando V e U son abiertos en X , se tiene que 

I''(! (j>( U) = d>(V)p~, 
donde p, p' son los 1I1.o'rfi.,mws rp81'ricción de F , (; respectivamente. 

Si F , (; son prehaces de OC-á lgebras conmutativas graduad.as, para que (j> : 
F -+ (; sea modismo de prehaces también se requiere que cada (j>(U) sea un 
modismo par de OC-á lgebras conmutat ivas graduadas. 
Volvamos al estudio de los prehaces en general. 
La idea que se quiere i:lllali:l<l r es el recíproco dd ejemplo 4, qr.erelllos cOllstruir 
un haz a partir de un prehaz. Antes de nada, tendremos que disponer de alguna 
noción en prf'haces r¡ 1lf' ~en er¡llivalent,e a la de fibra en un ha2 . 
La noción correspondient.e en prehaces es la de t.allo sobre un punto x E U e X . 
Para definir lo que es un tallo, hay que introducir algunos conceptos previos, 
Sea 1 un conjunto parcialmente ordenado (J , ~). Sea A = {A;}iEl una familia 
de conjuntos indicados por 1, Supongamos que se da una familia de morfismos 
F = {Jij }i ,jE l doblemente indicada por 1 

con i ~ j para cada par (i,)) E I x l con las propiedades siguientes: 

1. Jit = id/\., ' 

2. hk = J ij o J J k Vi,) E l (condición de cociclo). 

Definición 8. Al pa1' (A, F ) se le denomina sistema dirigido sobr'e l . 

Supollgalllo~ (A, F ) Ull ~ i stc l11 a dirigiJo, CosiJerelllos la ullióll disj unta A = 
UiEl {A¡} . En este conjunto A definimos 1111 11 relación binaria de equivalencia rv 

Intuitivamente Xi E A¡ , :¡; J E A j son considerados iguales si eventualmente 
coinciden en el sistema d irigido, 
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D efiní íón 9. S l/ama límite inductivo del i tema dtri,qldo ( , F) a 

O , 111 11 'ra natur I cualldo Se ti ' 11 ' UII líllli te illduct ivu . , ti l ' lI l ' ulla pru 'c 'iólI 

p : A -4 A/ '" . 

H bitua lm nt , xc pto n caso patológico ' . si I '.\ , ti lIen a lgu na ru tur , 
po ib l inducir! t mbi ñ en A/ "'. 

eamo como ap r C la noc ión de lím it inducti o de m 11 r n tur I cu n­
do t 11 111 0 UII pI' haz sobl' UII spacio topológico. 

a x E X . Con id remo I conjunto d lo nt rno abí rl d x, (( .c) . Est 
conjunto ¿(x) v a jug r I papel de conjunto d índice ' l . Para lO 011 id r-

mo l ord n par ial 
u S V ii V e U. 

Por hi ' t is, l n mo una colecc ión de morfismos pV : A (U) -+ A ( ) í 
S P r on ordar con la d fini cion ' ant rior s pu = Pu . R ul t con 

to qu (A (x):= Uu.Ei(x) A(Ux),p = (Purv,)) . 

• 

D fini íón 10. Al límite induc:tivv ... 

lím(A (x),p) := A.r 
¿(x) 

Llama l tallo d 1 pr haz obr' X . 

mo I ignifi ado d lo tallo . n nÓllico 
un haz . D do un U e X abí rlo 011 x E , ( ) el l rlllilla una 

equi ¡j I 'lid ell 'I lílll it, illductivo lí lll . (A (x). p), [A ( )l-, d t I m 11 r que 
{( x) 

d I m nt ow E A (W) , av E A (V) d t I'minan la misma I obr E X 
i Y ólo i xis t un U e X abi rto ta l qu W, V S U y p~'(aw) = P (av), 

d cir aw y a '011 quivalell tes i y 'ólo si xi ·te UII aui rtu e ~ y 
U e tal qu awlu = (J'v l . 

enmos lln f'jemplo rle H n constntcción. 

Ej mplo 6. S a M una IR -variedad di} renczal. tt n un haz canómcam nt 
a octado a I y QU d nomina haz tructural. qu d notaremo e f ' 

Como vari dad CM = f IR r.:vn la t/'udum plvJudu. I,u plvy cct6n 11' : 

II IR Jf es una ub1/ler ión. La ' SCCCWII • . 'un II/lltcacwne wntmua a : 
Al tal que 11' o (1 = id . Sin ppd¡r n/11 ft! mrís. por srr 11' .mbmpr. 16n, 

a e automáttcam n fp d¡fp !leiable . 
ixE f lafibra obTY?x 1I' - I (X) = {x } 1R =(C.\f )r :::lRcon¡omorfismo 

canónico de IR -álg bra conmutatwa:;. P OI' tanto. el /taz ·tructural C I un 
haz d IR -álg bra conmutatwalJ. 

• 
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Este haz tiene Uljuc.; /UJu un ¡JltllUZ wnÚlltw. CU l/tU r:lj te ¡Jrehuz :ie c.:unst¡'aye u 
partir de las 'crrwnl's ril'i haz. 1:Il 1l10S n IIf r primera qué pmpied'J.dc . tienen estas 
secciones. COnljUlcl 'C7 110$ un ali/elto U e /11 .1/ las seccwnes locales sobre U del 
haz 

r u(\/ = {a : U -+ C,\/ . 'Ir o a = idu }. 

Como 'Ir o a = i dv e tiene que. dado x E U. a toma la forma local a(x, s(x) ). 
Como a es dijenmciable, esto l1nplica que s : M -+ IR es dijerenciable . Con sto, 
vamos a ver que r vc¡\.( ~ C (U) como IR -úlgebras conmutativ(ls . 
Primero definamolj la est-ructura de IR-álgebras conmutativa de r uC ¡\f ' Si a, b E 
rVcM y k E IR 

El morjis'IILo 

(a + b)(x) := (x , a(x) + b(x)) , 

(l.:u )( .1: ) := (x , l.:a(x))) , 

(ab)(.c) := (.e, a(x )b(x)). 

C (U) 
a ...... s 

si a(x) = (x,s( :e)), con s E C (U). 1'8 r[nmmentp una biyección. Por tanto 

Con esta idcntificnru;n en mente . vamos ahora si a const-ruir el prehaz canónico 
asociado a r vcM' . A ignamo$ a cada U e M abierto, el conjunto rVcM ~ 
COO(U). Los morfiljmos restricción se definen como sigue: si V e U, entonces 

P
v . 
v · rVcA! ~ C (U) 

j 
r VcM ~ C (V) 

1-> p~(J) = j lv· 

Con esto tenemos el prehaz rLsor.indo . S ea ahora x E /vI, vamos a construir el 
tallo sobre x. Consider'emos lodos los entornos abiertos de x E M , es decir, 
todos los U e Al abier·tos con x E U. Pam cada U, tenemos C (U) . Fomwmos 

y aquí tenemos la relaCIón btnaria de equwalencia del límite inductivo: dos 
secciones a y b son equwalentes si y sólo si existe un ItV e /11 abieT·to con 
W e U n V , tal que 

En definitiva : cada clase de equivalencia [a l en el límite inductivo , o lo que 
es lo mismo, cada elem ento del tallo SObT'C x E Al , (rC ¡\f)x , es un germen de 
func ión difen:nnable c.; n .c. 

Nota 4 . Por esta razón. el tallo sobre x a veces se le llama conjunto de gérm nes 
sobre x. 
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'jc lllplo 3) lI U ' u 'l1otc.íb<l lllU:; ,1 'U lljU11to J 'g',rtJl '11 

n J: E M por Cr . sí. lo r¡11(' SI' ha VIsto l'S <lll 

hora v amo como pod m con truir un haz a partir d un pr haz. 
a A un pr haz sobr l pa io topológi X. IIl ' a r om pod m 

obt ner un haz con stas datos. Lo prim ro definir ' l p cio t t 1. 

D fini c ión 11, Si A 
a 

un prehaz obre X, llama spacio étale d L prehaz 

dond Ar L tallo d I prehaz obre x. 

A '0 'iaJo a l e pa 'io ~ta le .A se tie lle ulla pruyecciúlI e lIúllic ' 

7l': .A X 
[f l:r = f x ir(J.r) := .r . 

' iji-monosen r¡ll'ir - l(x)= A:rcs I tal! d Ipr !t 'Otzso!¡r X . 
El spa io 'ta le o 11n pr hAZ con S il proyección (' ;\IlónÍl'n I'~ ca.si 1111 hoz . F'Alt n 
d ta l! e mo darle una topol gía obre.A qu ir - a 11 inua. 
O finamo un topología obr .A dando una lJ '. Dado e X bi r o y 
f E A (U), d no tamo : 

B(J) := {Ix : x E U} = {[flxlx E U} e Ur A x, 

n to con iruimo 

B := {1J(J) : f E A (U), e X} 

B = Uue 1J(J) 
f E .A (U) 

r . ulta <l 11(, el espacio l' tale' .A de un pn·hflz ('S 11n ('spano topológico y aoem 's 
un haz . 

ión 3. S a A un IlUz ub're un ' ']JU CtU tupulú!J1cu . cun Pl 'uyetnón 7l' : 

a U 1-+ A ( ) I prehaz a oetado. EnloncC'8. ,.. clLIllpl : 

1. (PT'tnelptO d ldent1dad local) . 1 U e X 1'8 ab1erto 11 { }n A un 

eubnml n o abi no d tal qu '1 (J. T son oH C /Onl lo 'al ' obr 
etlmplt ndo 

11 1 '" = Tic .. . 
ntone 

(J = T . 

• 

• 

• 
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2. (Lema de pegado) . Si U e X es abierto y {Uu }uEA es un recubrimiento 
abierto de U tal que Vn E tI. . :Jan : Ua -+ A de manero que Vo: , (3 E ti. e 
tiene que 

~ntunc~.s t .Ll .s t~ urw .s~CC ( Ú I1 a : U -+ A tal que 

a lu,. = au · 

Demostmción. 

1. Supongamos que U e X es abierto y que a , T on secci nes locales obre 
U. Sea {Un }M,' un recubrimiento abierto de U y sup ngamos también 
que 

alu .. = Tlun , Vo: E tI. . 

Si x E U , tenemos que existe 0:0 E ti. tal que x E Ua o' Pero entonces 

Por tanto 

(1 = T . 

2. Sea U e X es a bierto y {Ua }uEA un recubrimiento abierto de U con 
secciones a., : Uu -+ A . La CülluiciúlI 

au lu"nu" = a,3lu"nu " 

quiere decir que a" .Y a,'l determinan el mismo germen en los punto de 
dominio común (a",) .,. = (a3).,: Vx E UOI n U{3. Definimos 

a : U -+ A 
x 1--+ a(x ) = (0'01)"', 

si x E Uu . Claralllell te , 11' o a = idu ya es continua. Además 

o 

D efinic ión 12. Se llama prehaz canónico a todo prehaz Que cumple el prin­
cipio de identidad local 11 d Irllla de pegado. 

Teorema 1. Todo prehllz canóm co e.s ! 'omorfo al prehaz asociad.o de su espacio 
étale. 
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D mostmc:tcín. a .- A (U) el preha~ subre el c 'pa 'iu 
mo por A . 1\ . pacio ~ t a l(' y s('" U 1-+ f u (A) 1 pr h, ~ 
un morfi. mo nal mnl rlP prehaces 

A( ) ~ f (A) 
a d> (a) : U A 

x t- (cp (a ))(.c):= U ro 

Lo qu ha qu comprobar es que f/>u para ada U s una bi n :i ' no 

(a) (In ctividad) . an a, TE A (U) tal que r/J (a) = <;1 (r ). t qui r 
n = U d ir qu \/x E U, a:r; = T:r Y e ' to n ' u vt?Z sigltificn que 3W e 

tal qu 

alw = r lw (esto ,p\{,(a) = p\{, (r )). 

E to s váliuo par caua x E U. Pod mo form r un r ubrimi n O abi r­
to d U omo {U:r; } :r; u. Entone , o urre qu para e d bi ro :r; d 1 
r ubrimi nto 

puJa) = a lu, = r lu , = p~ , (r) . 

Por 1 principio d id ntidad local : 

a = r . 

(b) ( br y tividad). a E f u(A) , d lIIall ra qu : U A 71" o 

i du, así qu (x) d b ser un g rm n sobr .c, (x) = :ro 

Lo gérm '11 • 0 11 'lases bajo ulla ci 'rta rda ' ió lI IJi lla rh ti ' 'Quiv' 1 '11-

ci, q llC' t.iC'nC' 11. o iada una proye'cción cflnólIÍ<'n I"pU' ( 'S sobn'.Y('ct iva. A. í , 
xi t n V E ({ x) y a E A( V) tal qu 

a:r; = T , S d ir (Q¡v(a ))(.c) = ST ' 

E importante ob r ar que to no r su Iv 1 probl ma pu a E A (V) 
y qu r mo n ontrar una antiim g n de s n A (V ). AunQu D g n ral 

t= V , lu que sí u 'une es que x E n V . 
Fij " mOIl OS 'n que dJ (a) on de 7T 11 A qu coincid n en 1 
pun o y d rminan 1 mi mo g rm n n un pUII o, d IlI nnera QU xi t 

un bi rto W;z; e x n x E W n 1 QU oinei lell : 

E to u d para ada x E U . mo < nt s, p d 111 0 11 id rar 1 r 
eubrimi nto abi rto d U dado por {\Vl • L • . \ . Lo Cl U l 11 m nlon 
QU p r cada W d t r eubrillli litO, l'xbl 11 . ccio ll " a E A (Wu ) 

l 1 QU 

• 
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AUClllás. danlll1Cllte 

yen W(l n w : 
w" () IV" () 

flll"" n IV.J a", = fJw"nw .• a (l . 

Esta prupieuau pCl"Illite ap licar el lellla ue pcgauo y, é\l; í, 'xistc Ulla secóóll 
del prehaz t E A (V) tal que al restr ingirla a W", coincide con a o : 

P~' .. (t) = a Q • 

Por tanto: 

y por el principio de identidad local cf>u(t) = s. 

o 
A menndo. :->e niee que un prehaz que verifica el principio de identidad local 

y el lema de pegad o. o SPll un prt'haz canónico. es un haz . No t.odo pI' haz es 
haz . Veamos e l siguiente ejemplo. 

Eje mplo 7. Sea X = {x ,y } con la topología discTt' ta T =: {X,0, {x }. {y}} . 
Definimo s un prEhaz i;;obre X mediante 

o 1-+ A (0) = O 
{x} 1-+ A( {x}) = IR 
{y} 1-+ A( {y}) = IR 
X 1-+ A (X) = IR x IR x IR 

Los morfismoi;; rEstricción son: 

cbA(X ) IR x IR x IR -+ IR 
( .c) 

(a, b, c) 1-+ a 

cbA(X) & x IR x IR -+ IR 
(1I ) 

(a, b,c) 1-+ b 

Tomemo ' como V 1'1 prvpio X y el rEcubrimiento V I = {x) I V 2 = {y} . S an 
a = (1, -2, 27).a = ( 1. - 2.3). dos secciones en A (X), que cumplen que 

I A ( X)( ) • a A({x» ) = (/}{.r) (1 = 1 

TIA«x }) = rpt.:{ )(T) = 1 

I A ( X )() 2 
• a A({y} ) = ctJ{.v) (1 = -

I A ( X ) ( ) 
T A({y} ) = IP{¡¡) T =-2 
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Sin embargo o =1= T . 

pu de introducir d m n ra n illa una I 
p cios g métri os (llamado espacios anillados) que g n r lizan las v 

di~ rencial . 

Definición 13. Un pacio anillado reducido es un par (X , O x) dond O 
un haz de anillo obre X, llamado haz tructum l , d man m qu O x un 
ubhaz de ex (el haz de funciones continua f : Al IR). 

Definición 14. S a X un pacio anillado 7 ducido y x u haz tructuml. 
S a A un haz obre X tal qu para cada abi no U e X , A ( ) ti n tru turo 
d Ox(U) -móJulo Se dice que el !tuz de lIIód'ulu ' A e lo almente libre i paro 

cada p E X xist un Up E ~(U) tal qu A ( p) e un .d p) -módulo ltb . 
Por con 'trucción, sto ' quivalente a p dÍ!' que el tallo p ea ltb amo 
Ox ( p)-m ódulo . t ad má . A(Up) es de ra ngo jim io ( denr. u ba ' n ii n 
canlinal fin ito k) e dice que el haz de módulo A es lo alm nte libre y fini­
tamente generado de rango k. 

l ás ad lant , d finir mo el concepto d 'up rva ried d . Pod mos d I ntar 
quí que te on epto, cenc ialmente, onsi te en un p ' io ni llad con un 

h z de sup rálg bras conmutativas como h z estru -tura l. 

2.4. Fibrados vectoriales 

D flnición 15. Sea M una variedad di]: r ncial n -dim n ional real. Un fibrodo 
ob M una ubmer ión sobn~yed'iva 7T : E --+ Al (dond E e una variedad 

di]: ncial) . A E le llam a pacio total, a 7T pro?JPcrirín 11 Al spacio bas . El 
fi brado e cribe (E , 7T , AJ) . 

Nota 5. La condición de que 7T .sea sub m 7'SIón 'iY'll lfica qu TI E E, 7T ' e 
TeE --> T ,,(e) 1 s ob, yeclivu. F:n pudiculu',. to .slyll tj ic:u que 

dimE = di mTe E ~ di mT1f{P ) Al = dirru\l. 

lla ma fibra obr m E Al a l conjunto E", = 7T - 1(m ) e E. Por 
d la fun ción implici ta , E", = 7T - 1 (m) es una ' uuva ri d , ti r g ll l r d 
a n to , r i d a l di f rencíal) . 

O do un i rlo U e Al , llama secc ión lo ca l ( b rf> ) e1 !"'1 fibrarlo E" 1, 
toda plicac ió n dif rencia bl o: U --+ E tal qll 7T o o = i d . 

Ob ervación 1. Si E " Al s un fibmdo . a v c ' ta mbl 'n (h ce qu 
una VU1'Í dad fib m da sob1 l . 'in impon l ' ulY'unu c:undictón ucltcionul, lu fib ra 
pued n t n r cualqui r tructura. 

D finición 16. 
di qu 

a \1 una variedad dI]: r nCLO I. L' n fibrado . 'o bre 1, 
localmente trivial con fibra tiPICll F 8 / eIl 'le tina 

" /1 1, 
an dad 

• 

• 
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diferencial F Y un 1Y~C1Lb7imien/. o ubtCTto {U,} i I de Al tal que pum cada i E I , 
existe un difpomorfi.~lIlO lord 

", : ir - 1 (U, ) e E ~ U, x F , 

tales que hacen co r¡lfnttativo el dtaqm7lla. 

71"- 1 (U,) e E 

Es decir. los difeom01jismos h¡ cumplen 

pT ¡ o h ,=7I" 

h, 
-> U, x F 

lpr , 
U, 

Vi E J. (2.1 ) 

A la colección {!t'} 'E l se le l/ama colección de morfismos (o funciones) 
trivializan tes. 

El llombn; viCI1\.: Jd la;chu J c que Ull ejemplo Je cOllstrucci'Jn Je un fibraJ o 
localmente trivial consiste en tOlllar U e M abierto , F variedad y U x F I 
producto cartesiallo. A (U, pi" 1 , U x F) se le llama fibrado trivial de fibra F . 
La condición de trivialidad local dice que cada punto m E M , existe un abierto 
m E Ui de manera qlle el fibr ado restrillgido a ese ab ier to 71" - 1 (Ui) es difeomorfo 
a un fibrado tri \·ial U x F. 

Ahora, vamos a estudiar lo que ocurre en las intersecciones Ui n Uj , i,j E J. 
Tenemos dos difeomorfismos 

h, : 7I" - I (U¡ n U)) -+ (Ui n Uj ) x F , 

hJ : 71"-1 (U, n UJ) -+ (Ui n Uj ) x F. 

Podemos considerar otro difeomorfismo 

La condición ('2.1 ) nos pl' rmit.ir ;.Í d<'l'i r illgo más aCl'rCiI de hi jo Sea (m,v) E 
(Ui n UJ ) x F . Hacemos actuar ",, (Ift. v) E (U, n UJ ) x F y el re ultado ti n 
que ser del tipo 

h, )( III. v) = (s , t ). (2.2) 

Haciendo actuar prl a a mbos miembros de (2.2) re ulta: 

Es decir , s = m .Y / será ull a func ión de v para cada punto m, que po ciemos 
escribir como (.9,)),,, . Así: 
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o ta man r ,dado i, j E J para ada In E JI Sl' ti ' lIl' 1111 di~ 'ulllurfiSlnO 
(g'J)m : F F. 
Esto d fin 1I0ru ap licariones 

.9ii: (Ui n UJ ) 

1Tt 

D i ff (F) 

(g,) )", 

qu d nominan funcione de tran i ión de l fibrado (Ioca lm nt trivial) 
(¡:;, 71'. M ), ub rdinadas a l r ubrimi lito trivializante { ',}, / . 

Ej mplo on id remo M y F variedad ' di! rpncwle:l y pi fibrado t'rlvial 
( J F,pr1 , f) , Tomamo I recubriminto{J\f} . Ob ruamo qu 7f - 1(M) = 

J F Y ólo hay una h : 7f - I (M ) = M x F J F , h = id . • ólo hay una 
func.:ión de transición 

g: M D i f f (F) 
m ...... 9m = id. 

D finición 17 ( 1orfi , mos (k fibrados) . S an I "1 1, E '" I fibra ­
do ob1 la mi ma vari dad 1\1 . n morfiMno np fibrado .· ron bn, ' P M una 
apltcación diferenciable c/J : El -+ E 2 tal qu hac comnulatw o l dtagrama 

"1 

En otras palabras, dJ con 'erva la fibra c/J( 71' 1 1 (p )) e Ir 1 1 (p ). 

D fini ión 1 (PulJ-b ck de un fibrado) . S an M , J van dad dtf n tale 
y f : M aplicación dif renciabl . Supongamos q¡t t n mo un fibrado 
E" 1. El pull-back de (¡:;,7f, M ) s I fibra do r ( ) obr ' J , con pacio 
total 

¡- (E) = {(m, ) E M E lf (m) = 71'( ) } , 

y con proy cción ¡- (E) ~ M , tal que 71"(m, ) = In . 

D finición 19 (Fibrado v torial ). S a M van dad dlferen ctal. 
ob J . (E . 71', Al ), e dice qu es vectorial t pU1'Q. ada punto m E 

Em = 71' - 1 (m) s un espacio vectorial y. ademá '. la ' junclon ' d 
valoran n L( V): 

g'J: Al GL( ) 
m (g, ) )", : 1/ v. 

n fibrado 
r, lafibra 

tran tctón 

l (E . 71' . H ) un fibra do v ctonallocalm nte ln Ulal co nfibm típica 1/ , 'nlon 
Em~ \;/m E M .StdimV = I.·.' rhc qu lfibmdo( .,7T.II/ ) sd rnngok . 

ota 6 . Por I teorema de la junctón lmplíetta en van dad y por sultado 
bá ico d I álg bra lineal ti ne que, 71 :le caso. di/1/ = dim M k. 

Ej mplo 9, Si Af variedad diferen tal n -dlm nsw nal. 1 fibrado tang nt 
(l' 1,71' , 1) un fibrado vectorial localm nt tn1!1 01 ti mngo 11. 

• 
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2.5. Mód ulos y haces 

Consideraremos un ani llo R conmutativo y con unida 1 R. Trabajaremo en 
la categoría de los R-módulos R - Mod. 

Definición 20. U 1/ R -m ódulo Al .se dice que es libre si exis te tm subconjunto 
B e Al tal que B ql'nera 11 ¡\[ . e.s decir. pam todo elemento v E Al exi ·te un 
núme'/'() fin ito de dW LC:ntulJ ele B {!J" . .. , bv} Y unos el mmtos {1' " . . . , 1'v} e R 
tales que 

ele m unem únicu. ¡;;n 1:1Jtt: mIJo . .sI: eliel: !fUI: B es una base (libre) de M . 

Ejemplo 10. Si R = OC un cuerpo entonces un R -módulo es un OC-espacio 
vedo'rial y é8tulJ .siempre tienl:n úuse. 

Proposición 4. Sea E ~ M I: S un fiúrado vedo'/'iul de 'rango n sobre M . 
Entonces , r E forma un e (AI) -móelulu lib1'e si y sólo si el fibra do es t7ivial. 

Demostración. Sea E ~ M un fibrado vectorial de rango n sobre la variedad 
M . Si E es trivial. entonces , escribimo E = M x IRn y B = {S;}~ l donde 

s,: Al -+ !vI x IRn 

m >-+ (m, ei ) 

para 1 2:: i 2:: n. B (' S nna hase, porque toda sección Si debe tener la form a 
s(x) = (X ,fI(X) , . . . . fn (x)), con h : M -+ IRn de clase e (M), pero entonces 

s=f,s , + ... + f nsn ' 

Ahora . probemos el recíproco. sea E ~ M un fibrado vectorial de rango n 
sobre M , tal que r Eforma un e (AI) -módulo libre, con b3!;e B . Di t inguiremos 
dos casos: 

(i) card( B ) 2:: TI. 

Por reuucciÓIl a l ausuruu, supullgamos que card(B) = k < n . Sea B = 
{SI , ... ,sd ba::;\: Ul.: fE. Si s E fE , xisten fl , ... , fk E e (M) tal que 
S = J¡ SI + .. . + J,,-Sk . Dado un punto x E M , se tiene que {SI (x) , ... , Sk(X) } 
es un subcolljunto de rr - I (x) = E x. Entonces ({sl (x), ... ,sdx) }) e 
7T- I(X) = E" es un sub spacio vectorial de Ex con dimensión k < n . 
Por tanto , existe a lgún v E E x - ({SI( X), ,, ,,Sk(X) }) y, en particular, 
v '1 Q. Sea t E f E tal que t(x) = v. Entonces n se puede expresar 
t = fl SI + ... + h Sk para ningunas JI, . .. ,Jk E c oo(J\lI). Esto cont radice 
el hecho de que B sea bas 

(i i) caTd( B ) = 11 

¡ otemo prillH:~ro qne si .c E Al . existe Ve entorno abie rto de x tal qu 
rr-'(Ux ) == U.r X ~" por t rivialidad local. i se elige una base E x = 
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{UI, ... ,tLn} d IRn pod mo cribir v E 71' - 1(.1') == {x } IR " como 
= (x, VIUI + ... + V ntLro )' Ddinimos la scn 'iólI lora l 

t : Ux 

y 
7r -

I (UX ) == .t x IR" 
l(y) = (y,v l

, . . . • v"). 

E ' to una secc ión loca l en Ux e Al . Pa ra conv rt irl en un Ion 
g lob 1, utilizar mo un fun ción m s tao 'e V E ~( .,.) t I qu x E V e 
ad( ) e x Y una fun ión c/> : Al IR ta l que <t> lnd( ) = 1 Y 'opc/> e Ux . 

L, s r eión t = c/>o l E e (M , E) . Ahora a R = {U, }, I UII re ubrimi nto 
por a bi rtos d M , Y {c/>¡} ¡ 1 una pa rt ic ió ll d 1, ull idad subordin da 
a R: 

(L c/> ,)(x) = l. 
, 1 

up ng mo qu card(B ) = k ~ n. xa tam II on I a rgum nto ni 
ri r p ra cada abi rto U" t ndríamo una ecci ' n gl b I t~ = qJ' o J, con 
iE l y j E {l , ... , k} . 
Por t nto , ( I (X ), ... , k(X)} s un i tema de k-v t r lin alm nt in-
d p ndi nt n Ex = 7r -

I (x) , luego ti ne qu s r k = n. 
H m prob do que xi ten {SI, ... , sd e cion gl ba l tal qu pa ra 
todo t E rE , xi t n JI , .. . , Jn E e (M) on t = ¿:;';" I Jjs). Esto impli 
qu E = f X IR". 

o 
Oll 'iu 'r 'I11U ahora I sigui 'lit' cu , tiúlI . Di:l uu Ull fib rClUU v ' ·tur ii:l l E " M 

qu no gl balmente trivial (sino local m nte trivia l, por j IIlpl , la banda d 
\ 10 bill.) . i, u l es 11\ s trurLura Illg bra ira 01'1 e:pado dI' sPL'C' iones rE ? 
y sab m qu fE un e (M)-módulo. Por la pr posic i ' n nterior , nunca 
va r libr . Lo qu ocurre es que r E un e ( /)- mód ul lo a lment li bre. 

Propo ición 5 . E:nlJ t~ una C07n1 'Pun dcnou u nu u unu tnlrc lu ' jibradolJ u do­
nal lo alm nt triviale de rango k y lo ha es d e (A /) -mrídu/o8 [ora/mmtt' 
ltbre y fm tlam nte g nerados de rango k 

D /nO tración. Dauo UII fiurauu v d uria l E , U fi ll il ll U,' UI I hi:l<!: A como igu : 
U A ( ) = f u E ( I conjunto d las cion d E ' ur ). t onjunto 
ti n un tructura natural d e (U )-mócllllo. Mlcrnás. ~i x E M, xi t U% 
ubconjun o d 1 tal qu 7r -

I (Ux ) ~ U:r x IR k por 11\ tr iv iAli dad 101'1\1 del fi brado 
v o rial , to h e que A (Ux ) , a libre y fin ila menl g n l' d U r ng k y, por 
t nto, A un haz de e (M)-módulo ' lo a lment li br s . finitam nt g n r do 
d rang k. 

mo v r I r cíproco: cóm d do un haz A d e /)- módu lo I e 1m nt 
li r y fill it · 111 li t gellerauu U ra,lIgu k. ¡Juu IIIU~ CU II t ru ir UII fiu ri:l UU v 'lurial 
71' : E f obr M ta l qu ' r E ~ A. 

a {U,}, 1 un r cubrimi nto por abi rtos de Al d 111 , 11 ' ri:! P I para aú a i E 1, 
A ( , ) un e ( /)-módlllo libre d I:' rango k. Esto im pli qu 

A(U,)~ C (U,) . ~·. $ C (U,)~C (,)k . 

• 
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Consideremos ahora dos abiertos del recubrimiento U" VJ • Por tanto, V, n Uj e 
M es abierto, y le corresponde un C (Af)-módulo A ( V, n U]) :::: COO (V¡ n U])k . 
Llamando a los isomorfismos 

O, : A (V, ) :::: COO(V;) k, 

y a las restricciones 

podemos con~trllir 1111 0 S 11 1ltomorfismos 

que matricial me lite (en ulla base local) se escriben: 

) 
Ahora hacemos lo siguiente: para cada índice del recubrimiento i E l, forma mos 
Ui x IRk y la unióll disjunta 

UiEl Vi x IRk
. 

A partir de UiEI V¡ x IRk fo rmamos un espa.cio de identifi cac ión pegando a lo 
largo de las aplicaciones 

d>i ,J: (Vi n V J ) x IRk -+ (Vi n V j ) x IR.k 

(x ,v) >-+ (X ,9¡j(X)(V) ). 

o sea, defini mos 
E := UiEl U¡ X IR k/ {<pi,j : i j E l} 

"Ir : E -+ AJ 
[(x, v )] >-+ x 

por lo tanto "Ir- 1(x) = {x} X IR!.:. Y E es un fi braJo vet: toriallol:ahnellte trivial 
de rango k . O 
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Capítulo 3 

Estructuras de Poisso:n 

3.1. Estructuras de Poisson 

Definición 21. Sea A una R- úlyebru. Un corchete de Poisson sobre A, es 
una aplic.:uc:'ió n 

{ , } : A x A -+ A, 

tal que, si J, g, h E A: 

1, {J ,g} = -{g. J} (antilámetria). 

2. { , } es R bilineal, 

3. {J ,gh} = {J ,g}h+g{J,h} (identidad de Leibniz) . 

4· {J, {g ,h} } = {{J,g}, h} + {g, {J,h}} (identidad de Jacobi). 

Ejemplo 11. Sea A = e (IR2n) y R = IR. En IR2n tomamos las coordenadas 
cartesianas {pi, qj }, ,)E {l oo .n) .11 definimos 

~ ( 8 J 8g 8 J 8g ) 
{J, g} = ~ 8qi 8pi - 8pi 8qi . 

Este corchete es el que se usa en la formul ación local de la mecánica clásica. 

Definición 22 . Un a es tructura de P oisson sobre una variedad diJer'encial 
M es un corchete de PO/8son donde A = e (1If ) Y R = IR, 

La propieol1d de Leib ni z uos permit,t-> dt>lluir un morfi~mo 

e ( H ) -+ 1: ( .i\1) 
J 1-+ X¡: = {J,-}, 

donde en 1:(M) se considera el corchete de Lie de campos vectoriales, 
Se tiene la siguiente proposición . 

29 
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Propo je jón 6. El 111 O1ji:m 10 ant c:1'i.ur e:s un IIwrji:mw eJ e: úl!Jeul'Us eJe lie. 

D m08tranón. Para todas f , 9 h E e (M) , 

[XJ, Xg](h) = XJ(Xg(h)) - Xq(XJ (h)) 

={J, {g , h}} - {g, {J, h}} 
= { {J,g}, h} 

= X(J ,g)(h) . 

Lu go [XJ ,Xg] = X(J,g)' o 
En t ontexto a f se l denomina HamilLoniano (o función H, miltoniana) 

y a X J campo vectorial Hamiltoniano de energía f · 

D finición 23. Una variedad de Poisson e una van. dad di! r ncial M 
con una e tructum de Poi on obre M. 

3.2. Estructuras de Poisson graduadas 

D finjejón 24. S a 21 = (j)p z21P un úlye:um 'l-graduada OOT un anillo R, Un 
corchete de Poisson groduado oore A, d grado k E 'l una aplicarión 

[ , ] : 21 x 21 -+ 21 , 

tal qu 

J. [21P, 21q] e 21P q+k 

[A, B ] = _ (- 1)(4 k)(b+kl [A , E] (antz.m¡ptria ,qmd1ULdfL). donde A E 214 Y 
E E 21 b . 

3. [,] R -bilineal. 

4- [A, BC] = [A,B]C+(- 1)("+klbB[A,C] (Leibnizg1uduado) , dond A E 21" , 
B E 21 b ve E 21c . 

5. (-1)(" k)(c kl [A , [B,C]]+(_1)(b+k)(4+kl [E , [ , A]]+( - 1)(l' k)(b kl [C, [A,B ]] = 
O (Ja obi .qmduado) ,dond A E 21" , B E 21 b Y C E 21 r

. 

Ejemplo 12 ( or h te d houten ij nhui ). S a M uTla van. dad dip rencial 
y (T!) = 1:(Af) . Constnumos el fiorado extenor liT J , c¡u tt n tru tura 
d Z- 'lg bra la cual llamaremos A(M) : 

A(M) = P zAP(M ) 

donde A- P( !) = {O} pam todo p E N, AO ( f) = e (U ) y ' (/11) = 1:( f) . 

D fintm08 lLn ro rrhple [ , ] N : A(M ) x (A l) ( f) dI' gmdo - 1 d la 
igui nte manera: 

Si A E AP( .f) (A = A, A ... 1\ Ap) , E E AIJ( f) (E = E, A ... Eq), 
[A,B] E Ap+q - '(M) 

• 
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1. [A , D]SN := 

¿ (-l)P-'+J- I Al 

2. Si f E AO(M ) = e (M ) 

[f, A]S N := ¿ (- l )'- I A ,(J )A I .. . /\ A,/\ ... /\ A
p

. 

Proposición 7. El c07"chele de Schouten Nijenhuis un corchete corchete de 
Poisson graduado de grado - l . 

Demostración . COlls ideremos la s iguiente notac ión : 

Si A = A¡ /\ ... /\ Ap E AP(M ), elltonces scribiremos,4k:= AI /\ . . . /\A
k

/\ ... /\ A
p 

Y i kl 
:= Al /\ . .. /\ Ak· /\ ... /\ Ak /\ .. . /\ Ap con k < l. 

Sean A = A I /\ .. . /\ A p E AP( i\1 ), fl = B I /\ ... /\ flq E Aq(M; Y C = C
I
/\ .. . /\C

r 
E 

Ar(M ). 

1. Antisimetrífl graduada 

=( - 1 ) (p-I )( '1- I ) [B, A]SN. 

2. Leibniz graduada 

1<' .... ,' 
1$1S .-, 

=[A. D]s¡\" C+ 

+ ¿ (_ l)P-i+J - I (_l) (p- 1)Q D /\ ,'¡i /\ [A" C
j
]/\ Ó 

= [A, Dj·,v C+ (- l )(p-I)q fl /\ [A,CjSN. 
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3. J obi graduada 

[A, [B, C] ]5 = 
= [A, L (_ l )q- i J- 1Bi/\ [B¡,CJ]/\ CJ ] 

= 

(_ I )(p- 1lC r - I)[ A, [D C] ] N = 

1-
[A k, DtI/\ D i 

= (L (_ 1)r(p- l ) q- ' J- k 1- I Ak /\ [Ak, DtI/\ ¡jI> I\ [B" C
J
]/\ J 

q - i+J- k 

2: (- l r (p- I) - ' J - le - I Ale /\ [A!.: , [D" JIl/\ ¡} /\ J 

• 
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Allá logCl llH.! Il t.l' :;l' t il' ll l ' : 

[B , [C, A]sN 1SN = 

=[B, ¿ ( - 1)P- '+J -1c' A [C" Al] A Al ] 

( - l )(q- l )(p- l ) [B , [C, AlsN ]SN = 

= ¿ (¿ ( _ 1)r(p- iJ - , +j - k+ l- l AjA [Aj , C;j ADh A [Bk , C¡J ACli 
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y 

[C, [A, n ]SN]S = 

=[C, L (- lr- i J-Ieí t\ [Ci , Bj] t\ BJ] • 

~ (_l)q - k r+l - l C"k t\ [ L" n i] A"' t\ [ .t n ] t\ [J"l; 
~ .' ."1" ; 

(_ l )(r-I )(Q-1) IC, [A, B]SN]S = 

= L ( L (_ 1)p(q- 1) - i+j - k+l - J ¡j j t\ [[Jj, A,] t\ Ck t\ [ k. [J¡] t\ ¡{ti 



• 

• 
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Ahora. si ~1l 1l1 a lIlO ' \.: ~ to~ L0rulÍIlos y h ace lllo~ UIlO~ ca ll1b lo~ de ílldice CId ....... 
cuados tenelllos que 

(_l) (p- l )( " - I )[A . [D. C]s.v] 'N + (- I )(q- l)(p- l )[D, [C, A ]sN]sN 
+ ( _ l )(r - l )(q- l l [C. [.4 . D]S.v ]SN = o. 

o 
Definición 25. { n álgebra ym,duada 21 con un corchete de Poisson graduado 
[, ] con grodo k = - l. :>e dcno1ll/1La álgebra de G ers tenha f>er (21 , [ , ]) . 

Ejemplo 13 (CoreheL de l<oszul- Sehouten) . Supongamos q'ue Al es una var­
iedad de Poisson. Consideremos 21 = O(Af ) (las formas diferenciales) con el 
producto ext e'rior. Vamos a definir un corchete de Poisson graduado [ , ] de 
gmdo k = - 1 obr'e O(AI) : 

(a) Si 1,g E e (Al) , [f,g ] = O. 

(b) Si 1 E e ( H ), dg E n1(A I). [f ,dg] = {J,g} . 

(e) Si df ,dg E OI (AI), [df.dg ] = d{J, g} . 

Se extiende a todo O(AI) por ~ - bilinealidad y pidiendo la pmpiedad de anti­
simetría graduada 1/ la propif'dad dI' Leibniz gmduado: 

Proposición 8 . El ro rrhf'.!" rfr'¡imdo untcr10rmente PS un co rchete de Poisson 
grnduado [, ] de qmdo k = - 1 :>obre O( M ). 

Demostración. on la prop iedades anteriores definamos un corchete de Poisson 
graduado [ , ]/< S de gr ado k = - I sobre 0 (11 1) como sigue: 

(a) Si A = Al /\ ... /\ Ap , D = DI /\ ... /\ Dq E O(M), con A, = dfi B j = dgj y 
f , g E e (M) 

[A, B ]Ks := 

(b) [J, A]Ks := Ll S' :5 I'( _ 1)' - 1 [f , A dAI /\ ... /\ Ai /\ . .. /\ Ap . 

(e) [df ,dg]l< s = [df.dg ] = e/{J. f/ } . 

Una pmebil id (~ ntic¡.¡ iI la dpJ !'jpmpJo anterior nos dice qllP [A , D]l< s es un 
corchete de Poi son graduado de grado k = - 1 sobre 0 (111) . 

Ahora. lo que se proba rá ell seguida es que [ , ] = [ , ]I<s . 
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(i) i A = dI Y B = BI 1\ B2 , con Di = dg i 

[A, D] = [A , D '¡ 1\ D2 + (_ l )(l Al-! lI B '¡ DI [. D21 

= [A , D'¡KS 1\ D2 

= [A ,DIKs . 

(ii) Por illuu 'dólI tt:1l 1110 

[A,D] = [A,D]K s. 

p ra A = dI y B ' = BI 1\ . .. 1\ Dr , on Bi = dg, . 

(i ii) i A = Al 1\ A 2 = dJ¡ 1\ dh Y D = DI 1\ . . . 1\ Dr , con D, = dg, 

[A , E] = - (_ l )<l AI- IHIBI- 1)[E , A] 

= - (_ l) <l AI - IHI B!-Jl( [D,A¡) 1\ A2 + (_ 1)(IA'¡ - 1)IBI A 1 1\ [D,A2]) 

= - (-l)<lAI- IHI Bl-! l ([E,A¡)KS 1\ A2 + (_ l )UAI- I lI BIA I 1\ [D , A2IK 

= - (_ l) <l A I- IHIBl-1 l [E, A]KS 

= [A,B]KS 

(iv) Por inducción t n mo que, A = Al 1\ . . . 1\ Ap Y D = DI ... 1\ Dq, con 
A, = dI, y DJ = dgJ 

Por l nlo [ , ] = [ , ] K s, s d ci r [ , 1 s un corch l el Poi ' on graduado de 
grado k = - 1 sobr D.(M) . 

o 

h ra upongamo que l nemos una vari dad dif l' n ial M y un bi tor 
P E A2 (M ). Definimos un corchete 

{,}:C (M)xC (M)-+C (M) 

como igu 

{J,g} := P(dl ,d.g) . 

t corch te ti n las igui nl propi dade : 

l . 11 i ilTl . ría 

2. ~- bilin alidad 

{J, g} = P(dj, dg) 

- P (dg , dJ) 

- {g , J} . 

• 

• 

• 
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3.2. ESTRUCTURAS DE POISSOrv GRADUADAS 

3. Leibniz 
{j.gh} = P(dj ,d(gh)) 

P (dj ,dg' h + g. dh) 

P(dj, dg . h) + P(dj, 9 . dh) 

P (dj, dg) . h + 9 . P(dj, dh) 

{J,y}h+g {J ,h}. 

Definición 26. Un biveclor Q E A2(M) es de Poisson si IP, P ]SN = O. 

Lema 1. Un bivectorQ = Q' JiJ~' A ()~J E A 2 (l\I) es dI' Pois,wn si y sólo si 

Q'Jo,Q¡,./ + Q,kOiQlj + Q;¡O;Q}k = O. 

Dcmvi>lnlción. ea Q Ull bivector. Expresamos localmente a q 

J o 
Q = Qij -o . A -o .. 

x ' x] 
Utilicemos la siguiente notación para la anterior expresión 

Entonces 

IQ, Q]SN = -OJ A IQ,)o" QkIC)¡,,] A 01 + Oj A IQijOi, 0¡J A QlelOk 

+Qi}O¡ A la) , Qk/D!,;] A al - Qi]Oi 1\ 10j, 0¡J A QklOk, 

teniendo que [Oj, od = O, 

IQ, Q]SN = IQ;j o¡ , QlelOk] A Dj A 01 - [Qij O¡, 0¡J A Oj A QklOk 

-[QkIOk, O]] AOl l\ QijOi 

37 

haóellllu un t:alllbiu L1e ínLlict" : 1 por j . j por 1 (que denotaremos por 1 +-+ j), k 
por i e i por k , (i.e. k +-+ i) en el segun ,lo término, se tiene 

desarrollando los OI-dlete , 

IQ, QlsN = Q,¡iJ,Q/,-/DIe A ')j A 01 - QklOkQ¡]O¡ A élj A al 

+2Q,)O,QkI0" 01 A Oi , 

cambiando los índices j ........ 1 e i ~ k (" 1 , ,1 segundo sumando, tenemos 

lo hacemos actuar sobre (dj , dg , dh) 

ilQ , Q]SN (dj , dg , el/¡) = Q'Jo,QIe/ tI A Oj A 01 (dj , dg, dh) 

Q, ]O, Qkl (i)¡,:!Ojgo/h + Oj j OlgOkh - o¡folego]h) 

- Q, )o,Q¡, .r ,'h j olgOj h + o] j olego/h + o¡fOjgole h) 
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mbiando k ..-. 1 n el gundo umando, ti n 

HQ,Qls (dJ,dg,dh) = 2Q¡jlJ,Qkl(OkJO)go¡h a) JOlgiAh ¡jOkg Jh) 

= 2(Q¡]O,Qkl Q,kO,Ql) Q,IO,Q)¡';}OkJO)gOlh, 

p r tanto Q es bi vector de Poisson si y sólo si 

o 

Propo ic ió n 9. P P. 1m bivecLo'r rfp Pois.son 8111 sólo .~¡ {,} cumple la propi dad 
d Jacobi. 

D mo ·tmetÓn. D arroll mo lo igui nt : 

y 

{h , {J,g }} = P(dh,d(o;Jojg - o,go]!)) 

PklOk ti 01 (dh , d(P,] (o,!o)g - ,g) !))) 

= PklOkhol (P;j (o¡JOj g - o,go) !) ) 

- PklO¡hOk (Pij (o;JOjg - o,go)!)) . 

ambi ndo k ..-. l en el s gundo sumando, e ti n 

or s r d riva ión 01, 

{h , {J,g}} = 2Pkl (O/c h01Pij (o¡ Jo¡g - o,go)!) P,)Okho¡ (O,JoJg - o,g ) !)) 

2Pk¡(Okh lP¡]O,JO)9 P,)Okho¡ (O,Jo)g)) 

- 2Pkl(Okho¡p,AgOj J P, )o/cho¡( ,go)!) ). 

ambi ndo i +-+ j en el s gundo sumando .Y por ser dpri varión ti n 

= 4Pkl(OkholP,)O,JO)g + P,)Ok ho)gOI,J 

+ P,)o/cho, !o¡)h). 

m\loganwnt(' se tien . 

nt n 

{J, {g, h}} = 4Pkl (OkJO¡P, ] o,gOj h + P,)Ok! ) ho¡,g 

+ Pijak! O,gOl) h) I 

{g , {h, J}} = 4Pk¡(OkgO¡p¡)o¡ha] ! p') kga.) ! ¡,h 

+P,)Ehgo,hOl] !) . 

• 

• 

• 

• 
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{J, {g , h}} + {g , {h , J}} + {h . {J . y }} = 

-l [Pk¡8¡ P, ) + p,¡D¡ P}k + Pj ¡o¡ PI."] (8kf 8,g8j h) 

-lPk¡ (P' j [DkfD),D¡,g + 8kgDj fo¡¡h + okh8)y8¡,f ]) 

-lP •. ¡(P,) [81.·fu,yD¡) ¿ - okyD,hD¡) f + Okho;fo¡)h]) . 

Cambiando i .... j en el tercer sUllland. '. se tiene 

Por lo anterior y el lema 1 tenemos: 

{,} \:ulOple la prupieuau ue J awbi si y sólo!; i P es un bivector de Poisson. O 

• 
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• 

• 
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Capítulo 4 

AIgebroides de Lie 

4.1. Algebroides de Lie 

Nota 7. Los fibra do s vectoriales que se usarán de aquí en ade lante son fibrados 
vectoriales localrn nte triviales de rango finito. Los módulos serán fieles . 

Definición 27 . Un algebroide de Lie (E, [ , lE, q E) es un librado vectorial E 
sobre M , con una estructura de álgebra de Lie [ , 1 E en el espacio vectorial f( E) 
de secciones de E . y 'una upZ.icunón qE : qE) ..... r (TM), llamada ancla, tal 
que: 

• [X, ¡YlE = ¡ [X , Y lE + (qs( X)J)Y (Leibniz), para todo X, Y E r(E) Y 
¡ EC (Al) . 

Lema 2. S ea (E. [ . lE. 1/ E) un algebroide de Líe. entonces la aplicación ancla 
es un rnorfismo de álgebra ', e" deczr 

Demostración . Por la identidad de J acobi y la propiedad de Leibniz, tenemos 

o = [[ A, Dk ¡ClE + [[ D, ¡ ClE, AlE + [[fC, AlE DlE 
fI[A , DlE. ClE + (qE[A , Dls(J))C 

+ ¡ [[ D, ClE. Al - (qEA(f ))[D, ClE + (qED(f))[C, AJ¡, - (qEA(qED(J ))) 

+ ¡ [le, AlE. DJs - (qED(f))[e, AlE - (qEA (J )) [C, DlE + (qEB(qEA(f)))e 
((qs([A. DlE) - [qEA, qED]) (J))C. 

Ya que esto es cierto para todo A. D, C E [( E ) Y ¡ E e (111), se tiene que 

o 

41 
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Pou '1II0S U 'fi ll ir lus a lgcbroiucs U ' Li ' algcbrail:éllll 'lIt ' l'U IIIO si~uc . " A 
un á lg bra (\! ociativa . obre un an illo conmut.at.ivo rO!l l11licl lH l 'R. :F un A-
módulo. P nsar mos n:F como el C(Af) -mónulo dI-' sr('('iol1rs dr 1111 fibrad 

torial E ~ M , on:F = r(E) y 'R. = IR . 
i / E A. ,ticllC el IllOrfiSlllU lIlultiplil:adúlI /tl : F F, JdilliJo pUl' " 1' :F 

un A - m ' nulo: 
/J/(A) := / A, VA E :F. • 

D efinición 2 . Un op rodor D E Endn(:F) (o a. D : F F s 'R. -lin al) 
,~e dice qu.e es una q1w8i-der1.1lari6n si dn.rla / E A , 3 9 E A con 

[D . /t/] = ILg 

donde [ , l e el conmutador de endom07fismos. 

Definición 29 . na quasi-derivación e dice que es un op rador ten orial si 

[D , /J/l = O V/ E A. 

ot' qu 1 conjunto ti todas las quas i-tI r ivacion s de :F, QD rn(:F), 
un 'R.-módulo. 

Propo ición 10. El corchete de Endn(:F) induce (o se re ·trmg ) a un 01' h te 
n QD rn (:F), i.e, i DI , D2 E QDel'n(:F) , entone . [D I, D2l E QD rn(:F). 

A 'í. QD rn(:F) herr::du lu e t.,-uc:lU1'a dt: úlyeoru de La: de (Endn(:F) , [ , D. 
Demo troción. Como (End'R,(:F) , [ ,]) CS Ull á lg 'bra UC Li', [, l anti­
o im 'tri o y • umple la ident.idad de Jacobi, es decir, 

V DI, D2, D3 E QD rn(:F) . S an DI , D2 E QD 'rn(:F), a. í qu d do / E 
A , 3 gl , g2 E A con 

Por tanto , 

[[D I, D2 ], /JI] - [[/JI, D¡J, D2 ] - [[D2 . 111 ], D¡J 
[[DI . /JI] ' D2 ] - [[D2 . /JI ], D¡J 

= [tlg" D2] - [119" DI ] 
- [D2 · /J.9'] [DI · /.t 9,], 

P('I'O t mbir n, danos gl , g2 , xist n /tI, h2 E A c n 

í qu 

• 
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• 
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4.1. ALCEDROIDES DE LIE 

Ahora, si A E F. t:' lltollces 

y como esto es para toda A E F. tenemos que Ilh, - Ilh, = Ilh,-h,. 
Luego, 

[[ D¡ . D2 ], llf l =Ilh,-h" 

lo que nos dice qlle [D, . D21 E QDe1'n(F). 

Se tiene lo siguiente: 

43 

o 

Teorema 2, Existe una aplicación 'R.-lineal ~: QDern(F ) --+ Dern(A ) tal 
que 

Demostmc.:·¡ón. PUl' udilliciúll Ul' D como qUCl;;i-uerivacióll, u uas f , 9 E A , ex­
isten D(f ), D(g) E A tales que 

[U . llf l = /lO(f) , [D . llg ] = IlO (g) , 

y también ex iste D(fg) E A con 

[U , llfg] = Ilo(fg) 

Lo que queremos probar. es que D ue veruau es uerivacióll , i .\! : 

D(fg) = D(f )g + f D(g) . 

Como Ilo(f) = D o Ilf - III o D , por una parte, calculamos (con A E F) 

Por otra parte 

Es decir 

D(fgA) = D((fg)A) = fgD(A ) + D(fg)A 

D(fgA) =D(f(gA )) 

= fD(gA) + D(f)(gA) 

= f (g D(A) + D(g)A) + bD(f)(gA) 

=fgD(A) + (f D(g) + D(f)g)A . 

D(Jg A ) = fgD (A) + (fD(g) + D(f)g)A . 

Igualando (..1.1 ) Y (4. 2) , obtell emos que 

D(fg)A = (D(f )g + f D(g))A . 

es decir , D es derivación. 

(4.1) 

(4.2) 

o 
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omo on u nci 

Teorema 3. J:,'I morfi mo 'R. -lineal ~ . e Tllpnd a un morfi. 'mo de ál.q bm3 
d Li : 

10:.02] = IDt, D2 ] , 'V DI , D2 E QD l'n(F) . 

D mo tmciÓn. Por definición , i DI ,D2 E QD 1'n(F) , J E A A E F : 

IDI D2]U A) = DI (D2U A))D2 (D I U A)) 

= DI U D2(A ) D2U)A )D2U DI (A) DI (f)A) 

= J DI (D2(A)) DI (f)D2(A) D;(f)D ¡\ A) DI ((D2(J)) A 

J D2(D I (A))D; (f )D I (A) Dt (f)D2(A) D;(( DI U )) 

= J [D I , D2 ](A) [Dt , D; ](f)A . 

E to no di que [DI, D21 s quasi-dl'riv(\rión , put'S lo anterior ('S 'qllival ntc 

qu , d m ' , 

o 

El igui nI r ult.ado s d duce de un simpl rálrul . 

Lema 3 . a M un 'R. -módulo cttolqui ro y (Endn M , [ ,]) u 'R. -m6dulo d 
ndomorfi mo qu un álg bro con resp cto a la comp081CtÓn. Entone , [, I 

no álo n c:orc;h te el [,ie, ino que tambIén e un CUIt·/t t de PUL un: 

[E,F o GI = [E, F] oG + F o [E ,GI, \;fE, F, Endn(M). 

Propo iión 11 . Si A s un álg bra conmutatwa, I conmutador d ndomor­
jiSIIlO I tnngldo al A -módulo QD rn(F) alIsloc : 

Uemo tmnón. omo consl' 11 neia d 1 I ma dI' la el hllidón de f.D : 

[DI , JD21 = [D I , I.Lf o D21 
= [DI , /.Lf l o D2 /.Lf o [D I , D21 

= /.L í5;(f) (D2 ) /.Lf o [DI , D21 

= (Dt (f))D2 I [D I , D21 

o 

• 

• 

• 
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Supongamos que F ticllc ¡tJClllás J di niJo un corchetc ( , 1 : F x F F 
que 1(' da lIna {'strnct.ma dI' f11 ¡?;!'bra de Lie. Hast.a ahora. el corchet.e que había 
aparecido f'ra pi ("onmlll n rlor dt:' pndomorfismos, por eso Ilsa remos la no\.ac ión 
( , ], para distinguirlos. Denotemos por adA el operador adA E Endn(F) 
adj unto de A por la izquierda respecto de ( , ). 

Definic ió n 30. El pm' (F , l. ) se di ce que es un quasi-algebroide de Lie si 
adA es una qua8i-de-rivación pum cualqmer A E F . l.e, 

(UIA E QDC1·n(F). 

Es to equivale a que dados A E F Y f E ~ , 

(A, f B] - !lA , B] = ladA . J.if l(B) = Pu-:I";. (f )( B ) = adA(J)B 'lB E F. (4 .3) 

Definición 31. A la aplicación 

q;: : :F ---> Dern(A) 

A >------4 tl;: (A) := ~A 

se la denomina aplic(u:ión ancla (del 'Jlwsi-algebroide de Lie) . Si la aplicación 
ancla q;: es tensorial (es to es, A -lineal o, equivalentemente [q;: , J.i f l = O V f E 
A ), se dice que (F , ( , ] , q;:) es un aIY I. /J/"Oide de Lie sobre Jr::. 

Proposic ió n 12 . Si (F , [ , ]) es un quasi-algebroide de Lie, entonces 

(f A. gB ] = f g[A . B ] + ((q;:(fA )) (g )) B - g(q;:(B)(J))A. 

Demostración. Primero notemos que, (4.3) nos dice que, lA , f B] - flA , B ] = 
(q;:(A)(J))B , por tanto: 

[J A , gB] = g[f A , B] + (qJ .. ( \ )(g))B 

= (q;:(J A)(g ))B - (¡[ B, f A] 

= (q;:(J A )(g))B - 9(J[ [B , AJ] + (q;:(B)(J))A) 

= gJ[A , B ] + (q:FU "\ )(g))B - g(q;:(B)(J))A . 

o 
Ejemplo 14. Consideremos Al una 'L' I/i'icdad diferencial y E ~ M un fibrado 
vectorial sobre ella. Sea F := [( E ) t: ~pacio vecto1ial y C (M) -múdulo de 
las secciones de E (es to es, A := COO (, f l !J R = IR). 
Entonces , un alqeb1'Oide de Lie sobre r· ,.:) consiste en un corchete de Lie r , I 
en el IR -espacio vectorial r (E ) }llnto m il una aplicación ancla qE : f(E) ---> 

DerCOO(M ) ~ X(AI ) := r(Tl\!) . de '11 11. 'I U que 

lA , lB ] = nA. IJ; + (qEA )(J)B 

con qEA E X(Af) . Además. por 8er al ,· ,ide de Lie. qE es COO (M) -lineal, esto 
es, qE(J A) = I qE( A ) VI E COC( l\l) , ' .. ' t:: q E) Y esta propiedad es consis tente 
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con la pm7JO iClvn ante110r. 
En te j mplo, 1 qu ( , I ea un cor-chete de Li n f ( E) 81gnifi ca qu 

Para comprobarlo, a E r(E) , y evaluemos 

ladA ada](C) = adA(ada(C)) - ada(adA(C)) 
= (A , (B ,C) J - (B , (A ,C I 

lA, lB, Cn + (B , IC, AJI 
= - (C, (A , B) ] 

IIA , B], q 
= adIA ,aJ(C), 

y como to uáhcio pam tocia C E r (E), se tien I r'e 'ultado d aelo. 
El t orema 2 dice ntonc que (i [ , ] M 1 c01-ch t , d Li d campo 
v etonal n Al); 

[qs A qSB]M = [~A ;;da] = [a~8] = ~J = qdA, B) VA n E r(E) . 

En otra palabra '; la aplicación anda PS un rnorfismo dp IR - ri.lgpbra de Lie. 
emo así como se pu den 9 neralizar todas las caracter'Í:illcas de la leoría de 

alg broid d Li d ntro d este cont xto alg braico . 

4.2. Álgebra de Gerstenhaber asociada a un al­
gebroíde de Líe 

upongamo que (,en m s un algebroide d Li (E , [ , ]E, qs) . on id r mó 
la cíon d l fibrado xterior rAE de la mi rila forma qu e con truyen 
n ( 1) = AT" M ó fATM . Un l mento d A E fAE = pEzfAPE 
cr ibirá como ombinación e (M)- li neal del tipo A = Al A ... A Ap , dond 
A l E E , 1 ~ i ~ p. Ten mo l corch te d l a lg broid [, ] : rE rE -+ E 

l an I q s : fE fT Al. COIl esto \:OllstruÍlllos lllla > t ru ·t ura ue .' Ig br 
u ' 'r t 'nlt b 'r obre 1 AE \:01110 igue: \:opiallJo la Jehlli 'iúlI J ,1 'ordl ,t ' J 

choll ('n ij nhllis.Y modifirlÍndolo ron el anda v pi rorl"h(,t!· I'n f , t n rn , 
i A E PE ( A = Al A . .. A A p ) , BE rA"E (E = El A. . . E q ) . 

l. [ ,BI 

2. i f E e ( 1), 

[J , A ls := L (qE A,)(J)( - I )' - I A¡ A .. . A A, A ... A A p . 

I _ , _ p 

• 



4.2. ÁLGEBRA DE GERSTE HABER ASOCIADA A UN ALGEBROIDE DE U&!7 

SI:! tieue que (l'AE , [A, 13 lsN) es Ull úlgebra ue Cerstl'll habL'r . A la estructur¡,¡ 
(r AE, [A , BlsN) se le ll ama á lgeb ra d e G erste n haber asoc iad a a l a lge-

broide d e Lie. 

Esto será e ' l'cncia l pélra probar la equi valen ·icl entre a lgebro ides y ' up rva r­
ieuades de un ciert o t ipo que se hará en el capítu lo igui nt e. 
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Capítulo 5 

Supervariedades de Pc,isson 
y algebroides de Lie 

5.1. s u pervariedades 

Recordf mos dpl sP¡!;1lndo capít.1l lo Cl1le 1111 haz sobre lIn e~; pac io t.opo lóg ico 
X es un prehaz F sobre X verificando los siguientes <:\xiomas para cualquier 
abierto U y cualquier cubierta {U' }' EI de U: 

l. Si dos secci01les s, s E F (U) coinciden cuando restringidas a todos lo U, 's, 
son iguales. 

2. Dadas las secc iones s, E F ( U,) que co inciden en la intersecc ión. ex iste una 
sección s E F (U) cuya. rest ricción a los U, es igual a las s, . 

l3ásicament(). mm slIperv:uied il d ('S lIn espacio t.opológico con 1m haz de 
superálgebras Clue contiene Iln sedor isomorfo a las fun ci01les diferenciab les 
sobre una variedad. 

Definición 32. Una variedad graduada (o supervariedad) de dimensión (mln) y 
base (M, COO( M)) esta dada por una variedad diferencial M real, con dimensión 
m, y un haz A de lR-ályebms CVn-Tllu tativas graduadas (el haz e.; truct'U"ral) tal (fue 

1. Existe una sec1Lencia exacta de haces 

o -- N ~ A ':: e (Al ) o 

donde JV es el haz de nilpoten /cs de A 11 ""' es un morJismo sobreyecLlUo de 
hace de R-ályebms con"llwLat11las !Jmdllad(l~. tamblfn llamado mOTJismo 
cst1"1lctuml. 

2. N / pf2 es 1Ln módulo localmente I¡bre con rango 11 sobr'e e (Al ) = A / N, 
y A es localmente isomorfo. como un haz de IR-álgebras conmutativas ymd­
uadas . al fibmdo exte¡iOT AC~(.\ f ) (N / p(2). 

49 
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PUl' la U 'finici ún u' ' lljJ 'rvar i 'Ui:lU, ~ab ' n l U~ L/U ' SI U e x abi rto 

A ( ) ~ /\ ( / ), 
e (U) 

un módulo localm nte li bre e JI r ng 11 obr 

r ngo n 1, Ut' InÚUulu ' lun olllH:nt ' libres CUII rUlIg 11 

(111(' Se' 10 ('n PI r. pít ll lo '2 . ('X i ~ I( ' E ,\1 fibrndo ,'('('I oria l dI' rango I! ' ur ,\1 
te 1 qu lo al ll1 n 

A ( ) ~ 

E i t , 11 1l t :urL' lIla que IIUS Uil'l' qu ' 's tu IIU úlu ucur re lu " 11111 'lItl', IIIU glubul-
In nt , t t r ma 1 sigui ' IlLe: 

T al' ma 4 (Batch lor) , 1 ( \I,A) elJ unu 'up ',·uu'-tedu.d d dwt n 'tún (mln), 
X'LSt E jibrv.do vec:to1'1v.1 de mnyo n obl' Al tal qu 

A ~ I\E , 

EsI f' r ,' \lit I\do serÁ. flllldaml'nLal en lo c¡ li t' si .e;1l 

fini ' ión 33, n I'n lomo d , rt. 16n di una slLpl'rvu.ru'r1ad ( U , A ) un 
e [tal qu ruE 1'811 '11 filrmdo I ml1lLly A (U) ~ 1\ (U)( / ) , 

Todo l m nto d A (U ) I d rwmm a sup rfunción , 

ambitin tenemos un. sf'('('ión a : 
ural. 

A ( U ) pnm 1'1 1I10rfi smo E:'s tI'llC-

fini ' ión 34, e ,H ,.~ un pn l o r no dI' I'"rwríll, 'I/wJILfl17l1 a {,r ',.e J }: ~~¿;;, 
d up rfuTlcwn (I.e' I = 0, l.c-JI = 1) ' /1' dmoll!tfLu. i t ma ooro. n~do 
graduado o (SI I 7/1a dI' 81Lpcrco01'dnwdas) bt 

1, x' = (i') ( 1 $ 1 $ 171). donde fi l " " , ,c"' } (', un 818t('/ltU. coord nado n 

{ - 1 -n } oC 1 ••• , .r una ba el ru E , 

Ten mo q un uper fun ci ' n pu de 

" 
f = Jo 

1= 1 

c1 0nd !k E 

n 

• J , 

'iJ 

11 la f rm 

• 

• 

• 
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5,2, Supervariedades de Poisson y algebroides 
de Lie 

D efinición 35. Una supervariedad (i\I , rAE) con una e tructU7U de pois on 
grnduada sobre el haz estructural se la denomma supervarieo!ad de Poisson. 

8n esta sección se probará que un algebroide de Lie es equi valente a una 
supervariedad ( /ll , r \ E) con una derivación de grado UIl O con cuadrado cero 
en r AE*) . La prueba se basa en la estructura de snpcrvariednd de Poisson que 
determin a. el á lgebra. de Gerstenhabe r 3-50c iada a l algebroide de Lie. 

Empecemos mos trando lo iguie ll te: 

Teorema 5. Toda supe7"1Jancdad ( .\J, r .\ E ). ron 1Ln lJ r! p.,...11I1lr7Ó n dE de qmdo 
uno en f i\E' I.al que el}; = O . nos define un alg f'IJroul . 

Demostración. Sea ( U , f i\E ) una supervariedad, con E ~ !Ir fib rado vector ial. 
Defin a.mos el siguiente corchete en fE: 

w( [A , E JE) := dE(w( E ))( A) - dE( w( A))(E ) - dEW( A, B ) 

con A, E E t 'E y w E t'E'. 
Probemos que [ , lE S UlI corchete de Lie . 

Sean A,E,e E fE, o ./'I E IR Y w E fE' . 

1. AntisimetrÍa : 

w([A BjE) = dE(w( E ))( A) - dE(w(A))( B ) - dEw( A , B ) 

2. Dilinealidad: 

= - (dE (W( A))( E ) - dE(w( E )) (A) + dEw( E , A)) 

= -w([ E , AlE). 

w([aA + 3C, BlE) = dE(w( E ))(a: A + .3(') - dE(w(a: A +,J ))( E ) 

- dElL'(a A + /3í'. R) . 

Por linealidad de dE(w( E )). dE, u: .Y dE·u.; s ti ne 

w([a A + 3C. BjE) =adE(w( D))( A) Bddw( E ))(C ) - a:ddw( A))( E ) 

- 3ddw(e))( B ) - adEw( A, E ) - 3dEw(e, E ). 

Saci\ndo d I" [ac\.or común los f'scalfl rf's 

= Ü'(dE(w(E )) (A) - dE(W(A ))( E ) - tlEw( A , E )) 

+ B(dE(w( E ))(e) - dE(w(e ))( E ) - dE (e, E )) 

=all'([A, E lE) 3w([C, E lE)· 
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3. Id ntidad d J acobi. 

w(l[ A, B I, ) = dt;{w( ))(I A, D]) - cldw(! A, D]))( 

- dEw(!A, DI. e) . 

D ·arrollalH.lo 

• w 11 .BI, CJEJ = dEt cldw( '))(B))( A) - dddE(Il'( ))( A))( D) 

- el (dEtw( )))( A, D) - dt;{ dE(U'( B ))( ))( ) 

clt;{ddw(A) )(B ))( ) cldd w( • E )))( ) 

- clEW(!A, B l. ). 

p ro a qu 

dddE(W( )))( • E ) = d}(w( ))( A. B) = O. 

nt nc 

w(ll • BJ, CIE) = dt;{dE(W())( B ))(A) - ddd¡;;(w( ))( A ))( D) 

- d¡;;(ddlL'( /J ))( A ))(C) cl¡;;(clt: (w(A))( /J ))( 

dt:(d.w( . D)))()- dEw(! ,/JI, ). • 
¡\ niÍlogamente Obtl'l1('1lI0S : 

w(l! B , CL AJEJ =dE(cldw( A))( ))( D) - ddcldw( ))(B ))( ) 

- ddcl¡;;(w( ))(/J))(A) ddddw(D))( ))( A) 

eld dEW(/J . e)))(A) - dEw(I/J, J. A), 

w(ll A. e], BIE) = cldddw( /J ))( ))( A) - ddddw(/J ))( A) )( ) 

- ddddw( ))(A))( D) ddddw(A))( ))( /J ) 

dE(clEW( A. )))( D) - dEW(lA, 1, B ). • 
hora 

u'OI A, DI. lE) /I ·(lID. ']. Al 1.;) - u'tII A, CI. DI/;) -= 

= dEU'(!A, cJ. B ) - dEt/ '(! D, 1, A) - cJEw (! A, /JJ, ) 
- dE(dEw(A.C)))(D) dddEW(/J . . )))( A) dE (d E l/'( , D)))( ). 

• 



• 

.. 

• 

5.2. SUPERVARIEDADES DE POISSON y ALGEllROIDES DE LIE 53 

'<.1 

= L Ji) (mj(C)ddmi(ll))(A) - mj(C)ddm¡(A))( E ) 
i < j 

- mj(e)dEm,(A, E ) - m¡(e)ddm)(B ))(A) 

+m,(e)ddln) (A)) (E) + m, (e)dE7n)(A , E )). 

Aná logament.E' se obtiene 

y 

También tenemos: 

- Inj(A)dEm,( l3 ,C ) - '/Ii, (A)ddmJ(e))(E) 

+ m ,(A )ddm)( ll ))(C ) + rn, (A )dElnj (E , e)), 

- m j (B )dEm¡( A , e) - mi(B)dE(mj(e))(A) 

+ m¡( ll )ddmJ(A))(e) + mi(E )dt:mj(A, e)) . 

de (dew( A. E )))( C) ~de ( (~J" m, A m, ) (A . E )) (C) 

= dE (L JI)( m,( ll )Ir1 ,( A ) - m, (A )I7I )(E) )) (e ) . 
, <) 

Por ser dE ul:' ri\'arión . linea l 

+ L dEf, ) (C )( m, ( ll )m ] (A) - m,(A)'11I](ll)) . 
,<) 
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tl'a v z, por r dE lkl'ivud úll lillL'é;tl 
dE (d w (A , D)))(C) = 

P r anto 

- dd 11l, (A))( )II! )( IJ ) - 1rt, (A)dd l/l ]( IJ ))( )) 

)m,( D)m)( ) - dEf, ) ( )/II, (A )m)( D)). 

se bLiL' lI t' 
)= 

- ddm, (D))( A)Irt)( ) - m,(D)ds(m) ( ))( A)) 

2:)dEJ,) (A )m,( )m)(B) - dEJ,)(A)m, (B)m) ( )) , 
,<) 

J,) (ds( rn, (C )) (B )m)(A ) 

- ddm,(A))( D)m) ( ) - m,(A )ds(m)())(D )) 

(dEJ'J( D)m, ( )m)( A) - ds J, )( D )TTI,( )7n)(C)) . 

w(!I . Dl, lE) u'(jI IJ ,Cl· Ale) -u'(ii , l, DlE! = 

dEm, (D, ))m)( ) - (m, (A)dErn )(B , ) 

- m,(D )dEIrt)( A, ) + tn,(C )dEm)(A , D ))) 

'lJ rlEJ,) ( )rn ,(D)II/) (A ) - dEl,) ( )m, ( )/TI )( D) 

• 

• 

• 



• 

• 
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Por la identidad de Leibniz 

= dddEW)(A, D, C) 

=4w( A, D, C)) 

= 0. 

Con esto se concluye la prueba de la identidad de J acob i. 

Ahora, Ilue:;tra apli cacióll a llcla se uefille COIIIO: 

(qdA)) (J) := (dEJ)(A ). 

Veamos que cumple la propiedad de Leibniz. 

w([ A , f B Is) = dE(W(J B ))(A) - ddw( A))(J B ) - dEW( A, f 13) 

= dE(JW(13 ))( A) - fddll'( A))( 13 ) - fd¡ ;;w(A, 13 ) 

=(ddf) (A ))w(B ) + fddlL,( 13 ))( A) 

- fcls(-w (A))( 13 ) - fclslL:(A. 13 ) 

=((qdA))(f)) B (w) f w([A, B Is)· 

Ya que w es arbi t rario tenemo que 

[A , f 13IE = (qdA))(J)13 + !lA , B ]s. 

(5. 1) 

o 

Nótese que, en particula r, si ap licamos la definición del a ncla (5. 1) a l caso 
en que f = w( 13 ), donde w E r E " y [] E r E entonces: 

d(u '( [] ))( A) = (qdA ))(w( 13 )) . (5 .2) 

Teorema 6. Tudu tllgr::/n'Utde: nus de:fin e: tlntl ~ 'ujJu1Jtlnr::dtld con 'una dr::nv tl c:¡ún 

d de grado uno en r i\ E" tal qu d2 = Q . 
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De/llu ·11'Uctún. a (E.¡ , !E, (lE) llll ;¡]gcIJroiJL' JL' Li " cuIIstruilllO ' ,1 úl' 'bra 
rl I'rsll'nhabl'r r E. prob 1110 qu ( \J, r .\ E ) , una 'up r\'ari dad . P l' 

y 

b r mo qu I igui lit pI' haz s UII haz: 

o p rti ul r , 

r u·\ E , 

'L n ' nic asociado a l haz fibl' tl xteri r E. alll ' hora 
pr pi dad tl ' up rvari de d. Obs rv mos qu n S 

= r .\ E - ri\O . = rA (M ) 

}/l = J - rE, 

mi ntr qu 

A = i\E. 

or t litO: 

1. A/, = ( \f ). 

2. / = - I 'E) - rE. 

f) quí: I\c (.I r ) ( / 2) ~ r ,\ E = A. P r n o, I 'spa io (M. r E ) umpl 
l· . L'olltlit:ioll JI:! la ti fillil'iúlI tle SllIJ rvari J. ti . 

En ta up rvari dad L n mos definid una die r II cia l n " om igu 
iw E kE" iXI,,, , ,Xk+1 ErE,ent ne", ' pu d d finirun (k 1)-

forma, dw E r k+ 1 E " omo aquella d t rminad por 

k 1 

dw(X1, .... X k 1) - ¿)- l)' IqE( X ,)(W(XI , ... ,.R'" ... , Xk+t}) 
t = 1 

. . 
T I ! .• • • ~Y, . . .. , J" ' " 

, J 

I ra ll1 lit . P r s r l/' IlIult ilI ll ea l y It ' rilada . I aplicación 

clw : rE 
¡, t 1 

r ( .\f) 

(Xl . .... . · k d dw(X I , ... ,Xk tl 

, alt rna la. 
propi dad 'obre d: 

1. dw ( f)-lIlultilin al. 
1, · .. , .. Y'k I E rE yfEC (llf) . 

• 

• 

• 

,. 

• 

- ------------------------------------------. 
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dw(J XI, . ... X k ¡) = 

= qd JX I )w( X 2 •... , X1.-+ 1 ) 

1.: + 1 

+ ¿ ( - 1)' + l qd X, )(fw( X I •...• • Y, ... .. Xk+¡) ) 
,=2 

+ ¿ ( - l ) l+lw( [J XI . X ] ]E, X 2 , · · ., Xl " '" Xk+¡) 
1<] 

+ ¿ ( - l )' +JW([X"Xj]E, JXI , ... , .k" "" X}I' ", X k 1) ' 

I <,<j 

Por er qE (X, ) 1111(;\ J~rivaciólI ~ul>r~ e (M ), y por la propi dad de Leibniz 
del algebroide tene\1los 
dw(JX1, .. . ,XI.:+ I ) = 

= qE(J X ¡)w( X 2 , ... , X k+¡) 

1.: + 1 

"" ,1 • + L.. ( - 1) (( qE( X, )J)w( X 1, ... , X " ... , "Xú ¡) 
.=2 

Por ser w COO( M)-multilineal , 

k+1 

"" , 1 • + L..(- 1) ((qdX, )J)w( X 1,·.·, X" ... , X I.:+ 1) 
,=2 

+ fc¡dX,)w(X I , ...• X , .. .. . X¡"+ I )) 

- (qE(XJ) J) w( X I , . .. , X ), ... , X kf.¡)) 

+ ¿ (- l )'+l J ll'([ X ,. X )JE, X I ••..• /Y" .... X ), ...• XI..+¡) 
I <,< ¡ 

= Jdw( X 1, .... X k + I )· 

Por tanto, dw es e (Af)-multilineal. 
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, llllCl Ul'ri urió ll U ' gradu 1. 's dl'l'ir d( u' T) = clw T ( l )k IL' liT . 
an w E r E " .z E \ r E' . l'onsidert' ll1o::: la ::: igni!'nt l' no!iI(' lón: 

;'(l.k := .. X'I ,· · .. ;'{b 

( I .k ):= ( I ) .·· ·. X ( k ), 

V I ._' V 
, ~ ( I .k ) .- (1), ... , A (1)"" u (k ). 

v ll._ v v V 
.I~ ( 1 k ) . - ( 1).""' \ ( , ) . ... •• \ (]) •.... • ... u ( k ) · 

( r ... ) := X ( r·) .· ..• X (. ). eOIl r < .:J 

. ~·(r .. "t ) := .. ( r·)···· · .\'~( , t ll )"'" .\ ('r( .. ) .\' 
',,,,, ._ v \ ' . \" / ' . 

• ( r' ,., ) .-"-\ l '·) · ··· · · ( .. ,,,) ..... < (T ( rll ·) .. · .. • "( .. ). e 11 /1 

sando la d nnición d' producto exterior . 

'gn(a )dw( u( I ,k 1)),::(Xu ( k 2.k , . .¡ 1») 

d nd Da.b d n ta ·1 e IIjunto d p nnuta iOJle ' d b, r j r d ip (a, b) 
en a b (co nj ullto ti IP rJlluta iOIl d a b 1 JlI JIto ). 
Por d fil11C1ón <1(' dw y d:: 

= 

¿ (- l )I 

I r g71(o- ) C:: (- l),+lqE( U(I»)(W( ·~(I. k 1))) 

'w([ Xo(.' . Xo(, ,[ E. X;~ ,.",,)) . ,(X 

¿ . gn (a )w(.Y ( I ,!.· »)· 

( k 2.k¡'r 1)) 

E B" II 

(
rt- 1( _ 1)1 1(/l::( .\',, (I .. ... »)(:: (..-Y

C1
( k l l ,k rt-I))) 

1= 1 

• 
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Cambiando los sumandos 

+ ( _ 1) Á" L tI' (X ( l. q) lJ E( X ,, (Á" !) )( '::('\'~ ( Hl' Á" +"+ l) )) l 
aE BI.: . r -t-1 

+ L ( - 1)'+1 [ L sgn(a) W([ X rT (,), X fT(j)]E, X~~ 1,1,+ 1))Z( X fT (k+2, k+"+I)) 
,<) (T E Bk+l. r 

+ ( _ l)k L W(Xa (l ,k»)Z([ X a(k+' ), X ,,(k ))]E, X~( k+ l ' k +r+ l ) )l 
a E Bk . r +l 

k+l 
= ¿) - l ),+l qE (X ,,(i ))(W 1\ z)(X!(1 ,k+ r+ l )) 

,= ¡ 

i < j 

Por tanto 
d( w 1\ T) = dw 1\ T + ( - 1 ) Ir W 1\ (iT. 

3. d2 = O. 
Para funciones se tiene lo siguiente: 

d(dJ) (A , I3 ) =qd A )((dJ) ( I3 )) - qd IJ )((dJ)(A)) - df([A , I3]) 

=qE{A )(qE (E )(J)) - qd E )(qE(A)) - df([A, El) 

=df([A, BJ) - df([A, E J) 

=0. 

Notemos que si w = W¡ 1\ .. . 1\ Wk 

dw = dw¡ 1\ (W2 1\ .. . 1\ W..) - W¡ d(W2 1\ . . . /\ Wk), 

por lo que 

d(dw ) =d2W l 1\ (W2 1\ .. . 1\ WA') + Wl 1\ d(W2 1\ ... /\ Wk) 

- dWl 1\ d(1./ '2 1\ ... 1\ Wk) + Wl 1\ (t2(W2 1\ .. . 1\ Wk) 

=d2 w ¡ 1\ W2 + 1./ '1 1\ (PW2, 

por lo tan! o es suficie llte probétr que rf 2
!L' = [) para 1./ ' E rEo . 
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d(dw)( 1, X2 , X 3 ) = qE(XI )( liw( 2, XJ )) - C¡E( X )(dw( X'I. X 3 )) 

c¡c(X3)(dw(XI ,X2)) - dw(! I , X ]E, 3) 

- dw([X2, X 3 ]E , 1) dw([ X I , 3]E, 'd 
= qc(X d(c¡c(X2)(W( X 3)) - qc( d (qc(X3 )(W(X2)) 

- qE(Xd (w([ X , X J ])) - qE('Y2)(qC(x d(w( X 3)) 

(/ EI x) )( 4d X·J)( w(X d) t- 1f ¡:;( .\2)( u'([ X I , X J ])) 

IIE( X:J )( IIE( X I )(u'( X 2)) - (1/:.,( X J )(f/E(' 2)(w( X d) 

'IE (X;¡)(W([X I "Y2])) [ l ._ 2](W( XJ)) 

l/dx:J)(w([X I , X 2 ])) w([[X I , X 2 ], Xl]) 

-[X 2, 3](W(XJ)) qE( 'J)(W([ X 2, X3])) 

W([[X2 , X;¡ ]' X d) + [XI, X ;¡](W( X 2 )) 

- qE( X 2 )(W([X I , X;¡ ])) - W([[X I X 3 ], 2]) 

=W([[X I , X 2 ], X 3 ] [[X2 , X ;¡]' Xd - [[X I , 3], 2]) 

= 0. 

o 
i n /TIO una up 'rv8ri d tl con una d ri v .ci ' n dE de grad uno n r 

tal qu á}; = O I igna/TI u alg br id d Li (E, qE , Ar). de ' pu ' b n-
/TI o u up l' ari d el ( J, rAE) con u d 'r ivac ión el de gr do un en rA . t I 
U d2 = O. n /TIO qu v l' i el = dE. 

Por rU llstnwl 'i() 1I r1w( A. 13 ) = d(w( D))( A) - d (ll'( ))( 13) - w([ , D]E) p ra 
w E r \ . qu • dEU'( , D) = (qE( A))(w( D)) - (rt E( D))(u-( )) - u'([A , D] ), 
'a qll (qE( A))(J):= (dE!)( A ) LeIH"IIIO ' qu 

rl Eu'( A. D) = dw(A. D). 

h ra, lIpollgalllo qu dw = dEw para w E r¡\l' E ' ron p S; 11 - 1, 'i w = 
u I .. . 1\ W n por r d 'riv (' Ión 

IIsando la hipÓ1 ('si:; dI' IIIdllcl'Íón 

d ir 

ddwl 1\ ... 1\ w,,) = d(wl 1\ ... 1\ w,,). 

f 

• 
- - - - ---------------
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Por tanto regresa111o ' a la misma super vél riedad . 

Ahora, si empezamos con un a lgebroide de Lie (E , qE, l\f) con un c rchete en 
las secciones [ , lE. obtenemos su supervariedacl con una derivac ión d de grado 
uno en r I\E" tal que d~ = O mediante el procedimiento que h mas descrito , 
y luego construimos u a lgebroide (E , PE, l\f ) con un corchete en las cciones 

{ , } E · 
Por l:Ollstnl\:cióll (PE (A)) (f ) := (df) (A), y tall luiéll (dJ) (A) = (qd A)) (f ). Tam-
hién sc ticuc 

{A , D} dw) := d(w( D ))( A) - d(w( A))(D) - dw( A, D ), 

y por 11\ rel"rión pnt rp d ":1 qE dad a en (5.2): 

{A, D} dw) = (qd A))(w( D )) - (qd D )(w( A )) - uw( A, D ), 

pero esto es la definición de [A , DlE(w). 
Por tanto , se tiene una equiva l ncia biyecti va ent re algebroid s y upervar­

iedades con Ulla derivación dE de grado uno en r \ E " tal qC.e d~ = O. 

Nota 8. La corresponden cia an terior' no e extiende a una equivalencia en t1'€ 
categorías . La razón es que el fibmd o exterior I\E de un fibmd o vecto'rial E " 
M. de nuevo es un fibrado vectonal. y es bien conocido que I¡ ay más morfi smo ' 
de supervariedades que morfismo ntre los correspondientes fi brados vec toriale ' 
(y exteriore ) da dos por el teorema d Datchelor . 

Un ejemplo de la corre pondencia es el siguiente: 

Ejemplo 15. S ea (M , { , } ) una var1 dad (ordinaria) de Po i son, con un bivec­
tor de Poisson P E f\. 2TM no degen erado. Este bivector induce -atrav's de su 
polaridad- un isomorfismo P : T " M -+ T l\f . Con es to , se 1'uede construir una 
estructuro de algebmide de Lie en r- M = E , donde P = q E es la aplicación 
ancla. Para ello . basta. con defi nir el corchete de Koszul,Schouten (ej mplo }.J) 
en r T" Al que son las l -formas d1.f enmcwles. De hecho , como sabemos, es te 
wn:hete se e.¡;tú:nJ e u 'unu de Puú, 'un !JI"Uú'uuúu ~U ú7't: tuJu el úl!Jeúm de Ca­
stenhaber del algebmide. que en c 'Ie caso es [' .\ T "l\f (el rílqcbm d" Cnria.n 
de forma s dif er'enciales obl'e ¡'vJ) . ¿. C1Lál 1'8 1,1 81Lpl'rllfL'ril'nIL d !fUI' rn1"Tl'8pnndl' 1I 

este algebroide? Clmnmente, es la slLpervariedad (M , r AT Al) == (l\f , O( Al)) 
(llamaúa de K oszul o d Cartan- Ko. zul). Obse1'Vcrnos que es ta supcT'Van edad 
está dada en f O'rma d Batchelor lrimal. 
La derivaCIó n de grado uno sobre I fibrado dual r T J\.f , dT¡\f. s la slguient . 
Si A E rl\ kT Af . y Xl .. · .. X H 1 E rT ' :\f 

1.:+ 1 
dA (X I , . .. , .I\'Ú¡) = ¿ ( _ 1),+ 1 P (X, )( A(X 1 , ,,. ,.X'" ... , X k+ I )) 

.=1 

+ ¿ (- 1)' JA([ X¡ , XJl Ks, XI , ... ,X" .. . ,X), ... , X k 1)' 

.<j 
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