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Introducción 

Existen mu hos modelo matemáticos de si temas real (por ejemplo, 'istcmas 

biológicos, ver [8]) que ti nen la forma de redes dinámicas, s decir , un conjun to 

di r to de si temas dinámicos interactuantes. Las red s dinámica ti ne una larg 

historia, la cual se remonta a la investigación de Huygen obre el f nómeno de sin­

cronización , ver [7]. e logró un progreso e encial en los estudio numéricos d ios 

sistemas dinámico interactuantes con la introducción de red s de mal o ' a oplados 

(d aquí en adelante serán denotados por sus siglas en ingl ' : C IL), o más gen ra l­

mente sistemas dinámicos en la red (a part ir de aquí erán d notado por us iglas 

en inglé : LDS), ver [5]. Con [4], empezaron estudio más rigurosos de lo. CML. 

Las redes dinámicas están caracterizadas por su topología ( la est ru tura d la 

red), por las interacciones entre los lementos (o subsi t mas locales) asentado ' n 

los nodo de la red y por la dinámica intrín ca (evolu ión local) d os subsis­

temas locales. En [1] fu eron encontradas las condiciones para MLs, bajo las cual s 

la dinámica e r guiar , de hecho, estos sistemas ti n n un único punto fij o atracLor. 

u tro trabajo es una generalización de los resul tados en [1] para I '0 de LO 

con dimensión finita y para el caso de i temas con t iempo c ntinuo. La meta de sLc 

trabajo es analizar el efecto conjunto de los t re fac tor s mencionados (la topoJogí 

de la red , la interacción o acoplall1ien o y la dill ' mica local) 'uando se u ' éL tli ll álllica 

simbólica para un sistema dinámico en la red generado por un map o F : X X 
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donde (F.x.)i = 7i (Xi) + Fi ( {Xj }), donde j pertenece a un a vecindad d i , llamado 

red del sistema sobre un espacio X . Los resul tados princi¡ ales prove n condi iones 

uficientes bajo las cuale F tendrá una dinámica imple, decir , F tiene un solo 

punto fij o atractor (todas las trayectorias van a él cuando I tiempo va a infini to). 

La estructura de este trabajo puede s r descrita como sigue: capítulo 1, ión 1: 

definiciones principales; e ción 2: int roducimo la dinámi a simbóli a para la evolu-

ión de redes dinámicas de tipo general; sección 3: relacionamos la fu rza de la dinámi­

ca local y la de las interacciones a la presión topológica de un si t ma dinámi o 

simbólico y prov emos fórmulas para I cálculo d la pre ió topológica; sección 4: 

pre entamas los resul tados principales. El resultado principal d I capítulo 1 se r la­

ciona con el caso en el que todos lo mapeos individuales son idénticos. En el capítulo 

2 consideramos el caso en el que lo sistemas individuales pu den ser li f rente, p ro 

introducimo nuevas con tantes de Lipschitz de distinta forma a amo fu e h cho en 

el capítulo 1; además el t orema prin ipal es nuevamente formulado en términos d 

la presión topológica. En el capítulo 3 estudiamos si t mas de ti mpo continuo y, 

basándonos sobre los resultados del capítulo 1, encontramos las condi iones para qu 

el mapeo de Euler (este mapeo proviene de integrar las EDOs empl ando el e qu ma 

de Euler) tenga un único punto fij o atractor. Enton es reescribimos esas condi iones 

para los sist mas con tiempo cont inu , y así, de cubrimos las condicion s 1 ara qu 

estos sistemas tengan un úni o equilibrio atractor. 

Todos lo r sultados están acompañados por ejemplos. 
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Capítulo 1 

Estabilidad global en redes activas 

1.1. Definiciones principales 

Sea Ti : ]R11 ---+ ]R11 , iEM , dond M s un onjunto finito de índic s, lIna olce ión 

de mapeos de un espacio eudid ano ]R11 sobre sí mismo satisfaciendo las condi ione 

de Lip chi tz: 

dond 

Li:= sup p(Tix, Tiy) < 
x;iydlt" p(x , y) 

11 

P(Xi , Yi) = I·xi - Yil = ¿)x1 - :,¡f)2 Xi = (xL .1;;, ... , J';') . 
j= l 

(1.1 ) 

Asumamos que L := má.'Ci Li ' El map o Ti es llamado un ma p o lo a l, y I par 

(Ti , ]R11) genera un sistema dinámico local (o individual). Denotemo I I ro lucto di­

recto de los sistemas (Ti ,]Rl1) dotados con la métrica uniforme d(:f., J/) = sup, p(x" y,) 

por (T , X). Los elementos :f. t: X rán llamados v ctores (o confi gura iones) y us 

coordenadas serán denotadas omo Xj = (:f.)j , jt:N t, i.e. :f. = {Xj } . 

Ejemplo 1 S ea M = {1 , 2, 3}, l ixi = qiXi + ai sin(xi), O < qi < 1, ai > O, s tiene 

que Li = sup I~I = sup Iqi + ai cos(xi)1 = (qi + ai)' 

7 



• 

• 

.. 

• 

8 CAPÍTULO l . ESTABILIDAD GLOBA L E REDE A T IVA 

Definición 1 Un mapeo F : X ----¡ X llamado una interacción i 

1. para cada itM existe una colección finita de índice K i 3 i, 

2. para cualquier i E M existe una func ión continua 

Pi : EB X j ----¡ Xi, X j = ]Rn, 

jE l< , 

satisfa ciendo la siguiente condición de Lipschitz con una constante Ai > 0, 

P(Fi( {Xj }), Fi( {Yj })) :'S Ai L p(Xj, Yj)· (1.2) 
jE l<, 

A sumamos que A := m áxi Ai ' Si J(i = {i} entonce Fi = [d, el mapeo id ntidad 

de ]Rn. 

3. El mapeo F se defin e 

Definición 2 Un sistema dinámico generado por el map o F tal que (F :1:)i = T,(x,) 

Fi ( {Xj }), j E J(i, es llamado una red dinámica sobre X . 

Al sistema dinámico generado por lo mapeos on la forma (F:,~Ji 

.F¡( {xJ } ) e les llama sis temas dinám icos en la red (LDS) . 

Nota 1 En el ca o cuando el sis tema (F :1:)i es disipativo se d ben con iderar las 

constantes de Lip chitz dentro de una bola de disipación B . 

Ejemplo 2 Usaremos el ej emplo 1 para introdt¿cir el iguien e sistema, 

(F :'fh = ql Xl + a l sin (xd - tl(sin(x¡)) t I > 0, 
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1.2. DINÁMICA SIMBÓLICA 

donde 

Kl = {1}. ¡
dFl ¡ Al = sup - = El , 
d X I 

ya que 

sup I~:~ 1= SUp !(-EI)(COS(X¡))! = l , 

Y por el jemplo 1, se tiene que {.J j = Cf¡ + al . 

De igual manera, 

K2 = {1 , 2, 3} , A2 = 2(2 Y L2 = Cf2 + 02· 

F(3 = {2,3}, A 3 = (3 Y L 3 = Cf3 + 0 3· 

9 

uestro problema es encontrar ondiciones suficient s bajo las uales F tendrá una 

dinámica simple, es decir , F tiene un 0 10 punto fijo atractor (tod las trayectori as 

van a él cuando n es suficientement grande). 

óte e que en [1] se encont raron las condiciones suficient s para que red s l ti¡ o 

general tuvieran está dinámica global si ndo un ejemplo particu lar los CML, mi n­

tras que en ést trabajo , se hace una generalización para el caso d LDS, que es el 

sistema dinámi o generado por lo mapeos que se des rib en la d fi nición 2. 

1.2. Dinámica simbólica 

Será útil para nosotros expresar la topología de intera cion s n la forma de un 

grafo de conectividad. 

D efinición 3 Un grafo de conectividad e := C(M , F ) de la inlerar.ción F en M s 

un grafo diri.qido en el cual los vértices corresponden a los índires en M . El grafo 

e (M , F ) contiene la arista j ---4 i , i , j E M , comenzando n j y terminando en i sz 

y solo si j E Ki. 
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10 CAPÍTULO 1. ESTABILIDAD GLOBAL E REDES ACTIVAS 

Ejemplo 3 Para el ej mplo 2 el grafo de conectividad tiene la forma que e mu stra 

en la Fig. 1. 1 . 

Denotaremos ahora los v ' rtices n G por los símbolo 1,2 , ... , N Y consi leremos 

una matriz de tran ición d J x (amk) = A := A(M , F ) con entra l . {0 , 1} : 

amk = 1, si hay una ar ista que empi za en el v ' rtice m y termina n el vérti k, 

de otra manera se tiene qu amk = O; m, k E {1 , 2, ... , N}. La cadena topológi a 

de Markov unilateral correspondiente (O~ , a) , está bien defini da. Su espa io d on­

figuraciones O~ con iste de todas las ecuencias admisible i. = (io, i " ... , in - 1, .. . ) , 

ik E {1 , ... , N} , tal que aikik+1 = 1 ya: n~ ~ O~ es 1 mapeo 'hift (ai.h = Wk+l , 

k E No· Dotemos a O~ con la métrica di t(i. , j) = ¿ k= O lik - j¡, l/qk, q > 1. 

Identificamos los estados de la cadena topológica de M rkov (TM ) co n los 

vértices i E {1 , 2, ... , N}. 

Un cilindro no vacío [io ... in- 11 = {(jOjl"') E O~ , jo = too ... , Jn- ' 

llamado admisible; la palabra (io ... in- 1) es admi ible si [io ... in- d =1- 0. 

Ejemplo 4 La matr'lZ de tmnsición del ejemplo 3 tiene la fo rma 

A = ( ~ ~ ~ l 
011 

Se introducirá un pre-orden parcial rn el conjunto de e tado de la (TMC) (O A ' a) 

(Alekseyev[3]). Decimos que i preced a j y e 'cribimo i -< j , si exi. te un cilindro 

admisible [io , ... in-d, n> 1 tal que io = j , in- l = i. 

Un estado j es equivalente a i (i.e. j rv i) si i -< j -< i. Por la d fini ión 1, todo i 

pertenece a una clase de equivalencia E. entonces existe una d scomposición d i junta 
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{l.. .N} = E (1 ) U E (2) U ... U E (s) Entonce un orden par ial es d fini do sobre el 

conjunto de las clases d e equival ncia: E (p) -< E ('1 ) si para cua lqui er pa r j E E (p) , 

i E E (q) e t iene que j -< i . 

Ejemplo 5 Para el grafo de la Fig. 1.1, E (L) = {l} Y E 2 = {2,3} . 

O' • 

Figura l.1: Grafo para una T MC con una de composi i ' n no tr ivia l. 

R ecordemos ahora la defi nición de punto ' no rrant . de Ull !3i t ellla d imí.lll ico. S a 

X el spacio fase de un sistema dinámico generado p or un map eo f : X --¡ X. 

D efinición 4 Un punto x E X es no errante ~'i para cualquier conjun lo abi rlo 

(vecindad) U 3 x existe un entero n > O tal qu f"( U) n U =1 0. Un punto s llamado 

un punto rrante si no es un punto no errante. 

Se u ará el siguiente r esultado, xtraído de [3], ar a definir sub onjun to ' in va ri a n­

tes de (n~ ) (ver Fig. l.2) lo que p ermitirá el t udio particular d I a l a bras aclmisille ' . 
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12 CAPÍTULO 1. ESTABILIDAD GLOBAL EN REDE A T.lVA 

TEOREMA DE LA DESCOMPOSICION ESPECTRAL 

1. El conjunto NW de los puntos no errantes de una TMC (nA ' a) pu de s r 

representado como una unión disjunta 

NW = 0 (1) U ... U n (8), 

tal que para todo k E {1 , ... , s} : 

(a) la re tricción a [n (k) es una TMC relacionada a la cla E (k) de equival ncia 

y n (k) = nA(k), dond A(k) e la matriz de transición correspondi nte; 

claramente A (k) e una submatriz (de hecho un bloqu diagonal) dA , 

(b) el mapeo hift a[n(k) e tran itivo topologicam nte, es d cir, a lmn ilivo 

topologicamente si yola si existe un T tal que AT (k) es primitiva, 

(c) el orden parcial para los componente n (k) es tá bien defin ido: 0 (71) -< (q) 

si E(P) -< E (q) . 

2. El conjunto W de los punto errante de la T M C (n~ , a ) pu de r repr s n tado 

como una unión disjunta 

donde 

(a) Hl km '¡:' (i) si y solo si k .¡:. m y o (m) -< O(k), 

(b) si w = (ioi¡ ... ) E Wkm entonce io E E (k) Y anw E o (m) para un O < n < 

00, 

(c) si o (m ) -< O(k) entonce para todo ¡ E n (k), 1,. E n (m) y para cualqui r ( > O 

existe w E W km tal que disl(w ,¡) < ( y anw = 1,. pam algún 0 < n < 

Para cualquier k E {1 , ... , }, sea 

,,(k) U {[' . l ' E(k) } L.J:= ¿O .. · '¿n- l , '¿n- ¡ E ~ 
n=2 
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Figura l. 2: Los grafos para 0(1) y 0. (2) en el ejemplo 2. 

el conjunto de todos los cilindros admisibles terminan lo en algúll estado en E (k) y 

sea 

el conjunto de índices relacionados al predecesor de E (k) de acuerdo al rden parcial 

introducido. El siguiente lema es un corolario directo del teorema d la descomp . i­

ción espectral. 

Lema 1 La clau ura 

¿:(k) = ( U D.(m) ) U ( U W m \1112 ) . 

m E Pk m¡"lm 2,nl2E Pk 

Se sigue de este lema que la restri cción al¿:(k) es una TAJC. D notamos esto por 

(D. Rk ) a) donde Rk es la matriz de transición correspon liente . 
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14 CAPÍTULO 1. ESTABILIDAD GLOBAL EN R.EDES A CT I VA 

1.3. Condiciones Lipschitz y la presión topológica 

Recordemos definicione y resultados conocido de dinámica imbólica qu nos 

serán útiles para dar las ondiciones sufi ientes para qu F tenga una din ámi a si m-

pie. 

Sea (0;,0-) una T MC y ea JCn = # {cilindros admi ibles de longitud n + 1} 

# { [ioil ... in- lin ]} = L (ioi¡i2 .. i n) · 

Entropía t opológica. [2] 

El número 
In JCn 

h:= lím --
n- n 

es llamado la entropía topológica del lllapeo shift o-A. 

Proposición 1 Si A es una matriz de m x m, 

1. si 1 All 2 1 A21 2 ... 2 1 Am 1, entonces la entropía topológica e tá dada por' h = 

In 1 Al l, con Ak eigenvalores de A. 

Si A es una matriz primitiva sati face lo asumido en el TeoTema de P r'Ton­

Frobenius [6/, por lo qu us eigenvalores )..k pu d n ser ordenado en tal modo 

que Al 2 1)..21 2 ... 2 IAml, en /.once la entropía topológica del shif1. o-A s 

h = In).. l ' 

2. JCn :s; c(n) ehn , con c(n) un polinomio en lR(n). 

Presión top ológica. [2] 

Sea <p : O; ~ IR una fun ción conti nna. Dado un cil indro no vado W = [ioi l .. . in ], 

sea Sn(W) = SUP Y¿f W L~=o <p(o-lw) , enton s r(<p, n) = 2:=WfW" S,,(W), dond W" s 
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1.3. CONDICIONES LIPS HITZ y LA PRESIÓ TOPOLÓGICA 15 

una olección de cilindros no vacíos de longitud n 1. Se puede proba r (ve r [2]) que 

existe 

lím In r( ip, n) =: P (ip), 
n~ n 

P( ip) es la presión topológica del potencial ip sobre el i tema dinámico simbóli o 

(o t o} 

Si ip (ioi¡ ... ) = ip(io), entonces, Sn(W) = ip(io) + ip(i¡) + ... + ip(in ) Y r( ip, n) = 

'" rrn 
e",(ik) introduciendo p' = e",(i) 'l1 (i) =: In p' se tiene que L .. '¡,V<W" k=O , " y " • 

Proposición 2 Con iderando que la matriz B = A diag Pi , s tiene qu 

1. la presión topológica es 

P (ip) = In lid, 

donde 11'11 es el radio e pectral de la matriz B. 

2. f (ip, n):S c¡(n) eP( )n, c¡(n) es un polinomio en lR(n). 

Recordemo que tenemos identificados lo vértices n G n lo Ímb J 1 2 . ... , 

Y el espacio Y = Q9m=l X m , X m == X dotado con la di tancia d(;f, JiJ = sUI m p(Xm , Y71J 

ea y (k) = Q9mEP
k 

X m , X m == X , el iguiente lema es un corolar io li r cto d las 

defini ciones. 

Le ma 2 El conjunto y (k) es F -invariante en el entido d que (F ;f)m 

m E Pk dado que (;f)j = C~)j para todo j E Pk . 

(F J!)/II ' 
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16 CAPÍTULO 1. ESTABILIDA D GLOBAL EN R EDES ACTI VAS 

Entonces la restricción de F a y (k) está bien definida, y la d notamos por F k , 

k=1 , 2, ... ,s. 

Ahora estimamos la constante de Lipschi tz de los mapeos 11\ n E N. onside­

remos L io := 1 y A i _ 1 := 1, tomando en cuenta que A io, .. ,ij _ 1 = A io A i l .. . A iJ _ 1, para 

poder demostrar el siguiente lema . 

Lema 3 A sumiendo que L i = Lj = L Y que A i -=f A j , se tiene que 

d(.r;::r, .FJ.' JL) :s (t (;)Ln-j . L . A io ... i j l ) d(:r' JL) ' (1.3) 
J-O ('J'J - I ... 'O) 

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud j + 1 de OR¡. ) 

inf. E (k). 

Hemos incluido la demostración de e te lema en el capítulo 4: Algunas demostra-

ciones, por considerarse extensa. 

1.4. Resultados principales 

Los siguientes dos resultados son importantes para llegar al objetivo que no . hemos 

planteado en este capítulo , es decir , encontrar las condiciones sufi ci ntes bajo las 

cuales F tendrá una estabilidad global, puesto qu nos permi t irán construir la prueba 

del resul tado principal. Del siguiente corolario e sigue que la distancia nt re lo 

mapeos Tí: está acotada, esto se deriva del lema anterior. 

Corolario 1 

(1.4) 

donde p(k)(<p) es la presión topológica de (OR
k

, a) . 
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1.4. RESULTA DOS PRI CIPALES 

D emostración. De (1.3) se sigu que: 

~ t (n)Ln-jc(j)eP ( k )(<p)j d(;I, ,~) ~ c(n )(L + eP(k)(<p) )"d(;I, It) . 
j=O J 

donde p (k)(<p) es la presión topológica de (DR k , 0") . • 

El siguiente resul tado se sigue directamente del corolario 1. 

17 

Teorema 1 Si (L + eP(k )(<p) ) < 1, entonce Fk e un mapeo contra tivo para n 2:: no. 

Con este resultado, estamos por lograr 1 objetivo d eado. 

Corolario 2 Fk tiene un único punto fijo tabl . 

D emostración. Supongamos que ;In es un punto fij o de :F"/.;\ y qu ;In+ l es un punLo 

fi · d T11+ 1 d · 'Ln T11+ 1 1 
JO -rk ,es eClr, -rk;In =;In Y -rk ;In+l = ;In+ l ' U go , 

I r n(n+l) _ r (n+l)n I -
-r k ;In -r k ;In + 1 -

1 :Jk'(:Jk'(F~'. ··(J7;In)···)) - :Jk'+l (F¡:+1 (F;+l ... (F;+l ;I,,+1) ···)) I 

= l;In - ;In+ll ~ (n(n+ 1))(L + e P(k)(<p))n(n+ l )l;In -;In 11, 

donde si n es suficientemente grande c(n(n + l ))( L + cP(k)(<p))n("+I) O, cuando 

n -----+ entonces ;I* = ;In = ;In+ l , es decir, los :F"/.;' tienen un ünico plin to fijo clIando 

n es suficientemente grande. 

Probaremos que ;I* es un punto fi jo de Fk. 

Como acabamos de mostrar , :Ff:+l;I* = ;I* y :F"/.;';I* = : ;I*, entonce , 

:Ff:+ l ;I* = FkF J:;I* = Fk;I* = ;I*. 

Luego ;I* e el único punto fij o de Fk, ya que si existiera otro It* tal qu FkIt* = It* , 
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1 CAPÍTULO 1. ESTABILIDAD GLOBAL E REDES ACTIVA 

entonces F'tM.* = FkF kF k ... F k'M.* = F ky"* = '}L* , luego, '}L* = ~*. 

l<* es atractor. En efecto , i F k:l<* = l<* Y estimando, I Fk~: - Fkl< * 1 :S c(n)( L 

eP(k)(<p) )nll< - l< * 1, luego como (L + eP(k)(<p) )n tiende a ° cuando n es uficientem nte 

grande, entonces IFkl< - F k:l< * 1 = IFk1l< - l< * 1 --. 0, cuando n --. , s I cir , 

P l< ~ l<*, cuando n --. 

Queda demo t rado que Fk tiene un único punto fij o atractor pue to qu todas 1 

trayectorias van a este punto cuando n t i nde a infinito . _ 

Nótese que los resul tados anteriores obtuvieron de a urnir qu las constant s d 

Lipschitz del mapeo interacción on distintas pero la constante de Lipschi tz de lo · 

mapeos individuales son iguales, entonces el siguiente r sul tado e da i las co nstanL s 

de Lipschitz d lo mapeos interacción también son iguales. 

Corolario 3 Si Ai = A, entonce , eP(k)(<p) = Ae"(k) , ntonce, la condiciones d 

I (k) p ( k )( ) estabilidad pueden ser escritas como L + Ae 1 < 1, dado que (L + e <P) < 1, 

donde h(k) e la entropía topológica de (ORk, ol 
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Capítulo 2 

Otras Condiciones SU.ficientes 

2.1. Forma general de un sistema y el m ap eo In­

teracción 

Ca ideremos el siguiente caso general de un map o in tera ción: 

(2.1 ) 

uestro objetivo , así ro mo lo hicimos para el raso de LDS , será .l1 rontrar las 

coneliciones sufi cientes para que 2.1 tenga una estabilidad gl bal, es le ir M t iene un 

punto fij o atractor global. 

Como en el capítulo anter ior , ut ilizaremos elin;í,mica simbólica en ha: a 11n grafo 

de conectividad. Nuevament ut ilizaremo el orden parcial m ncionado ''lnL riormenL ' 

y el teorema de la descomposición espectral, pero la obtf'ncÍón ele las C011st.antcs de 

Lip. chi tz se llevará a cabo ele manera distinta. P ara evitar compli aciones no n ce­

sari a.'; elenotemos en este capítulo a la restricción Afh =: Al . 

19 



.. 

• 

• 

20 CAPÍTULO 2. OTRAS CONDICIONE UF! lE T < S 

Asumamo que el sistema (2.1 ) e li ipativo , es decir que existe una bola de d isi­

pación B , ¿ i IXil 2 ~ R , tal que para cualquier condición ini cial ;f E B, sea;f = {x,} , 

existe no tal que Mn(;f) E B , para n 2: no. 

Ahora stimamos la constante de Lip hi tz de los map o Mn , n 

empleando m á..x;!;,EB I~I := A ij para 1 o ler demost rar el siguiente I ma . 

Lema 4 
n-1 

d(Mn;f. Mn~) ~ ( ¿ I1 '\i)+I ) d(;f , ~) , 
(in ... io) j=O 

1,2. 3, ... , 

(2.2) 

donde la suma es tomada obre todas la palabra admisible de longitud n + 1 de O Rk , 

inf. E (k) . 

Hemo incluido la demo t ración de e te lema en el capítulo 4: A lguna demostra-

ciones, por considerars xtensa. 

Repre entaremo las con tantes de Li p chi tz en (2.2) en una [ rma más conv -

niente. Int roduciendo la función <p : D Rk ----7 IR haci ndo <p(ioi1i 2 ... ) := In A,oll' En­

tonces 
n - 1 

f k(n, <p):= L I1 A i]i]+ 1 = L L:~l:IO :p(a m 1Q) , 
(i" ... io) j=O !QE [in .... iol 

donde la suma es tomada sobre el mismo conjun to de pala bras admi ibles como en 

(2.2) . Es bien conocido que: 

lím In f k(n , cp) =: p (k)(<p), 
11.--+ n 

donde p (k)(<p) es la pre ión top ológica dC' la [unción <p . ohre la TMC (D Rk , a). Adcm:s 

fk(n , <p) se por ta a.c.¡ in tót icamente bien como é,p(k)(<p)) cuando TI, 

probado lo siguiente. 

. Luego , hero s 
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2.2. CÁLCULO DE LA PRESJÓ TOPOLÓ JCA. 21 

Teorema 2 Si p (k)(cp) < 0, entonces exis te un punto fijo atractoT global pam .1 

mapeo M. 

2.2. Cálculo de la presión topológica. 

En esta ección explicaremos cómo calcular I pre ión topológica n térmi n s d I 

grafo G y las con tan tes Aij . 

Nuestra función cp dep nde 010 de los prim ro dos Ímbolo de la s cu neia. 

La fórmula m ás simple pu d ser obtenida si depende 010 d un símbolo. D fi­

namos los estados de la nu va TMC como las ari tas {(ij) } del grafo G. 

que hay una t ransición de la arista (ij) a la arist a (1m) si y solo i j = l. D note­

mos las a ristas {(ij)} por los nu vo símbolos {J , 2 .... , N}, por A la nueva mat riz 

de transición correspondiente y por (0A"' O") la nu va TMC . conoce que (OA , 0") Y 

(0A"' 0") son topológicamente conjugadas. Sea 0Rk la imagen de 0Rk bajo esta onju­

gación y (OR
k

' 0") la TMC correspondiente. Si la ar ista (ij) corr spond a un símbolo 

m E {1 , ... , N} , entonces 1jJ (m) := cp(ij). Luego, la fun ión 1jJ : 0Rk ~ está bi en 

definida donde 1jJ (ioi ¡ .. . ) = 1jJ(io), (ioi¡ ... ) E 0Rk ' SE.a 1jJ (m) := ln~¿m , m E {l , ... , }, 

entonces r(cp,n) = r('¡f;, n) = L (io ... i" - lin ) TI:=O ~im' 

Proposición 3 La suma r(1jJ, n) satisface la igualdad 

~ 

donde R = (~l, ... , ~N) ' E = (1, 1, ... , 1). 

Corolario 4 La p'resión lopológica sali face la igualdad 

donde Tk es el eigenvalor máximo de la matriz Hk el'in 9 (¡¿l .. . 1-'- ) . 

~~~-------------------------------------- ---
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2.3. Ejemplo 

Consideremo los siguientes mapeos: 

(2 .3 ) 

donde f (x) = arctan(x), ncontraremo condiciones para ex > O Y (3 > O tal que 

cl sistema (2 .3) sea globalIll ' utc estable, i.c. , tendrá un punto fij o asintót icau H..: lJ t ' 

e tableo 

A continuación se calculan las constantes de Lip 'chi tz (ver Fig. 2.1). 

Oxl , 1 
SUPXEBI-

a 
1 = 0' 1118..,'<1--21 = ).11 = ü, 

- X l 1 +xI 

Oxl , 1 
S7LPXEBI-a 1 = ,6' max 1--21 = ).1 2 = 13, 

- X2 1 + x 2 

Ox2 , 1 
SUpxEB I-

a 
1 = (3 max 1--21 = ).21 = /J 

- X l 1 + X l 

Ox2 , 1 
SUPXE BI -

a 
1 = ex maxl--21 = ).22 = ex. 

- X2 1 + x2 

A 1 
(-- ­--

2 

TI 

Figura 2.1: Ejemplo: El grafo para la TII I C (D6, 0') , K l = {1 , 2}, K2 = {l , 2}. 

Utilizando el procedimiento referido en la sección 2.2, renombr .mos los vérti f'S 

11 = 1, 12 = 11, 21 = 111 Y 22 = VI (ver Fig. 2.2) , 
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F igura 2.2: Ejemplo: El grafo para la TMC (n~,a). 

para obtener la nueva matriz de tran ición: 

1 1 O O 

O O 1 1 
A= 

1 1 O O 

O O 1 1 

con ),n = ¡.LI , ),1 2 = ¡.LII , ),21 = ¡.LIlf Y ),22 = ¡.L/ v · 

Por el corolario 4, calculamos 

1 1 O O a O O O 

O O 1 1 
B = A diag Ai = 

O (3 O O 

1 1 O O O O (3 O 

• O O 1 1 O O O a 

a (3 O O 

O O (3 a 

ü (3 O O 

O O (3 a 

entonces, la ecuación caracterí ti a para la matriz B s: 
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A4 
- 20'A3 + A2(0'2 - (32) = O, 

A4 
- 20'A3 + A2(0'2 - {P) = A2(A2 - 2(\'A + (0'2 + ¡-J2)) = O, de aquí que Al ,2 = O, 

A3 = O' + (3 y A4 = O' - (3 . 

Luego por el Teorema 2, i In lO! + (31 < ° entonce el istema (2.3) ti ne un punto 

fijo atractor global. 

N ata 2 De ac'ue7-do con el Leo7'ema de la descomposición e pec Lml Lodos los re ultados 

son válidos para 'U,n subsistema determinado p07' c'U,alqu'ier su/¡grafo G k . 
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Capítulo 3 

Sistemas con tiempo continuo 

3 .1. Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales or-

dinarias 

Consider mo la iguiente ecuación diferen ial ordinaria: 

(3. 1) 

donde J i y Fi , on funciones diferenciables. 

Como planteamos en la introducción , el obj et.ivo de ' t capítulo probar qu 

(3.1) tiene un único punto de equilibrio at ractor con la técnica ya d scri ta.':i en el 

primer capítulo. A continuación daremos al sistema (3.1) la f rma del mapeo de Eul r 

para poder utilizar precisamente esas técnicas. 

Reemplacemos la derivada por las diferencias: 

xi(L + T) - xi( l ) _ J.( .) D.({ . . }) . -----'---'------'-"- - ,X, + r , x J JE !<" 
T 

25 
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26 CAPÍTULO 3. SISTEMAS CON TIEMPO ONTINUO 

para obtener el llamado mapeo de Euler: 

Se requiere la siguiente suposición , ya que un sistema disipativo ravore la apari­

ción de un atractor. 

Suposición 1. El sistema (3.1) es disipat ivo, e d cir que existe una bola de disi­

pación B , tal que para cualquier condi ión i nici al ~, . a '!:. = {x;}, exist Lo tal que 

Procedemos como sigue para encontrar las con tantes de Lipschitz necesar ias para 

poder lograr nuestro objetivo. 

Sea Xi = (xI, x; , ... xi1
) , h = Ui , Ir ... , Ir) , usar mos la norma uclideana. Sea, 

Li := m á.-'X;!!EB 11 / + TEill, donde / es la matriz identidad de n x n y 

( 
8/ l 

~ fu; 8X;1 

Ei = ~ ) 81:' 
fu!" ... 8x;1. 

Sean 

Lr : = máx Li : = máx ( má.-'X 11 / + T Ei 11 ) 
t t ;!!EB 

y 

1

8
F:- I i\. i := T má.-'X 8 . t , dOllde i\.i = T i\.i. 

;!!EB Xj jE l<, 

Notemos que 
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Empleamos la siguiente suposición para eucontrar el valor de 11 ( + T Ei 11 2 . 

Suposición 2. má..-x'!;.E B má..-x llxdl =l (EiXi, Xi) := J.L < O. 

Si O < T « 1, tenemos que, 

por lo que uti li zando la espan ión de TayJor alrededor d 2TI./, 

Al mapeo H le asociamo el grafo de conectividad. Si A es la matriz d transi i ' n 

de la cadena de Markov correspondiente (n~, (j) , tenemo que la presión topológi a, 

PT('P) = ln h ll'áxl, I'max E pecB , B = AdiagA i . Lu go, 

Entonces, 

TAl O O 

O TA 2 O 
B =A = T;\ diag Ai. 

O 

O TAn 

I'máx = T;Ym;lx' donde ;Yrnáx E specB , 
- -
B = A diag Ai , 

PT(<p) = In bmáxl = In IT;Ymáxl = In T + In 1;Y,u,,,, 1 , 

P(<p) = In l;Yrnáxl. 
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Los siguiente resultados son fundamentales para obtener lo mencionado al princi­

pio del capítulo. Con el lema 5 y corolario 5 se prueba que el mapeo H de Euler t iene 

un sólo punto fij o atractor. Con el lema 6 se prueba que dicho punto , s un punto 

de equilibrio para nuestro sistema (3 .1 ). Con el lema 7 demostraremos además que 

el punto de equilibrio es único para lograr nuestro objetivo ya con el teor ma 3 para 

encontrar las condiciones uficientes en las que nuestro isteI a (3.1) ti ne un único 

punto atractor de equilibrio. 

Lema 5 Si J.l + e P(<p) < O entonces existe un TO tal que (H r)i satisface las condi iones: 

Demostración. Si J.l + e~ < O y si se asume que T = TO « 1, entonces se sat i face 

que: Lr = 1 + TJ.l , además también por lo mencionado anteriormente ePT(<p) = TeP(<P) , 

luego se tiene que, Lr + ePT(<p) = 1 + TO(J.l + eP(<p)) < 1, es decir que (Hro)i satisface 

las condiciones de Teorema l. • 

Corolario 5 Si T « 1 entonces (H r)i (e l mapeo de Euler) tiene un olo punto fijo 

atractor Or' 

Lema 6 Or es un punto de equilibrio en (3. 1), es decir, (!i(Xi + Fi( {xj L Eld)loT = 

O. 

Demostración. Tenemos que: (HT)i = J;i = .Xi + T}i(J;i) + TFi({:J;j})jEJ(" como 

Or, es el único punto fijo atractor de ( flT)i, entonces, si Or = {.X?} , e tiene que 

Xi = x? = x? + Tli(x?) + TFi( {xn)jE f(;, de aquí que Tl i(x?) + TFi({X~ } )j E J(, = O, es 

decir , }i(X?) + Fi ( {:¡;n )jEf(; = O . • 

Lema 7 Si T' « 1, entonces: 
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D emostración. Por el lema ant rior ten mos qu O.,. = x? es un punto d qui­

librio , e decir (fi(x?) + Fi( {xJL EI<,) ) = 0, luego (H~l, (O"') ) i = x? + T ' (I,(x?) 

Fi ({xJLEI<J) = O.,., ":/T' ; por tro lado tenemos que Ur:, (O"") )i = .,.', por lo qu O.,., 

e un punto de equilibrio, es decir , (H~ (O"") ) i = O"" , ":/T , luego , d(( f-I~O"')i' ( H~lO.,.,), ) _ 

c(n)( l + TJ..l + ITl eP(c,o) )nd(O.,., O.,.,), como c(n )(1 + TJ..l + ITI P(c,o} ) n ----+ 0, entonces e 

tiene que O.,. = O"" , V( T, T') « 1. _ 

y s así como obtenemos el r 'ultado de eado en 1 siguiente teor ma. 

Teorema 3 Si (J..l + ep(;)) < 0, entonces el i tema (3.1) tiene un único punto d 

equilibrio atractor. 

Demostración. Si (J..l + ep(;)) < 0, entonces por el 1 ma 5 ten mos que exist un 

TO tal que (H.,.)i satisface las condiciones del teorema 1, s decir , xis t un úni 

punto fijo atractor 0 70 y, por el lema 7, para cualqui r ot ro T I tal que (H.,. ), satisface 

las condiciones del teorema 1, se tiene qu 0 "'1 = 0 70 , F inalm nt ,con l lema 6, 

obtenemos que 0 "'0 es un punto de equilibrio para (3.1), y por lo tanto el ,'i t ema 

(3.1) tiene un úni o punto de equilibr io atractor. _ 

3.2. Ejemplo 

En el iguiente jemplo veremos cómo se aplica el t orema 3 a un ejemplo parti­

cular: 

(3.2) 

~Li E IR con condiciones de frontera periódicas , Xi+!V = :/:i . 

Proposición 4 Si (- ,\ + 6f ) < 0, entonce (3.2) tien un único punto de equilibrio 

atractor . 



• 

• 

• 

30 CAPÍTULO 3. SISTEMAS CON TIEMPO CONTINUO 

Demostración. Reemplazando la derivada por la.s diferencias, 

para obtener el mapeo de Euler , 

x· = x · - TAX + Tb + T f.(X 1 - 2x · + X'+l ) 1. t 1. 1. 1, - 1. 1. , 

entonces , 

Sea A la matr iz de transición corresp ondiente a la cadena de Markov (O~ , a) , se 

t iene que: 

A= 

1 1 O 

111 

1 

1 

O 

1 

1 

1 

1 

O 

O 

1 

1 

... 

1 

O 

B = A diag Ai = O 1 1 1 ... O 

1 O 1 1 

1 

.. . 

1 

1 

O 

.. . 0 

1 

2Tf. O O O 

O 

O 

O 2Tf. O 

O O Tf. 

O O 2Tf. 

1 1 O 1 

111 O 

= 2Tf. O 1 1 1 .. O 

1 O 1 1 

luego , P(<p) = In Irmáxl = In 12Tf.;:Ymáxl, con rmáx E spec B de donde ;:Ymáx E pec A. 
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Utilizando la transformada discr ta d Fourier sobre A, btenemos que (1 + 
2cose~k)) = ;:'¡k, k = 0.1 , ... ,n- l , ;:'¡máx = 3, luego t n mos que L = Il - TAI y P(cp) = 

eln I2TiI+ln l::rmáxl = 6n, como (-A+6t:) < Oentonce (Il - TAI+ In I2TiI+ln l::rll,áxl ) < 1, p r 

lo tanto por el Teorema 3, el sistema (3.2) tiene un único punto le quilil rio atra Lor. 

• 
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Capítulo 4 

Algunas demostraciones 

El iguiente lema perten e al capítulo 1, ección 1.3. 

Lema 3. Asumiendo que L i = Lj = L Y que Ai =f Aj , se ti ne qu 

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibl s d longitud j + 1 ele 

n . E (k) 
HRk , 2n é . 

Demostración. Procederemo a hacer la dem tración por indu ción. 

Haciendo uso de (1. 1) y (1.2), se tiene qu para todo i E E (k), 

P((Fk;f)i' (FkY)i) = P(7i(Xi) + Fi( {Xj }) , 7i(Yi) + Fi( {Yj })) 

= 17i(Xi) + Fi({xj}) -7i(Yi) - Fi({y;})1 

S 17i(Xi) - Ti(Vi)1 + IFi( {xj }) - Fi( {Vj }) 1 

S LiP(1:i, Vi) i\ i ¿ p(:J:j , ;¡jj) 
j E J(. 

S LiP(Xi, Vi) + Ai ¿ p(Xj . Yj), (4 .1) 
(j ,i) 

33 
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donde la suma e tomada sobre todas las palabras adm isibles d longitud 2 n DR, 

terminando con l símbolo i. 

Para n = 1, le (4. 1) se igue que 

d(Fk'J;., FkJ!J ::; Lcl(:f. U) + A i L rl (J;., Jl) 
(j ,i)E(11l 

si i := io Y j := 21, 

Ld('J;.,~) + A i L d('J;., IL) 
(j,i)E(11l 

luego (l.3) se cumple. 

Mas aún, para n = 2, con io = : i de aquí en adelant , 

p( (F~;f)i, (FlIL) i) ::; LiP ( (Fk;f)i , (Fk IL) i) + A i L i¡,i p( (Fk;f)i ¡, (FkIL)i ¡) 

::; Li (LiP(Xi' Yi) + A i L P(Xi¡, Yi¡} ) + A i L (Li¡ P(Xi¡ Yi¡) + A i ¡ L P(Xi2 ' Yi2)) 
(i ¡,i) (i ¡,i) (i2,i ¡) 

= L; P(Xi, Yi) + LiAi L P(Xi¡, Yi¡) + A i L i¡ L P( Xi¡, Yi¡) + A i A i ¡ L P(Xi2' Yi2)' 
(i¡,i) (i¡,i) (i2 i¡i) 

se sigue que: 

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 3 de DRk 

terminando por el símbolo i E Pk , luego (l.3) e cumple. 
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Supongamos que se cumple para n = m, es decir, 

probaremos que se cumple para n = m + 1, 

• 
Notemos que, 

p( (F;;+l z.)i, (F;;+lU)i ) :S LiP( (Fk"J;.)i, (Ft U) i ) + Ai L p( (Fk"Z.)il , (Fk"u)'I ) ' 
(i l E f<.) 

se sigue que: 

cl(Fk"+ l ~, F;;+lll) :S r-'i d (Ft~, F'tll) Ai L cl(F¡;lJ.;. , Fk"'!l) :S 
(i l E f(i) 

• 

(
L m+ l + .;¡:.... (m) L m+1-j '2~ A " + 

~ , '-.J 'O""J - I 

' 1 J (' , ') )= 'J' j- I .. " 

• 
111 ( ) ) m L m+l -j A , A ' x = ~ j _ 1 , L , 'O""j - I + , L , '0' 1 .. ,'''' de,U) 
)- 1 ('j'l - I .. ,') ('",+1 ,"' .. ,,) 

( m (() ( )) ) 
L111+1 L 111+1-j A , m m A , , 

+ ~ L 'O"'j- I j + j _ 1 + , L , '0'1 .. " '" d(J;. , U) 
) - 1 ('1"") (',.,+ I 'k .. ,') 

utilizando una propiedad de los combinatorios, se tiene, 
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1 + L ." AiOil ... i", ) d( ,2¿, ,t¿) = 
(lm+ l iu~ .. 1.) 

donde la suma s tomada sobre todas las palabras admisibles d longit ud j 1 d 

n . E (k) 
HRk ,2m + 1t . • 

El siguiente lema pert nece al capítulo 2, sección 2.l. 

Lema 4. 
n-1 

d( MIlJ;. , Mlly) ::; ( ¿ II '\i1+1 ) d(J;. , ;Z) , 
(i" ... io) j=O 

(2.2) 

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admi ibles d longitud n + 1 de 

OR
k

, intE(k ) . 

D emostración. Proced remos a hacer la demostración por induc ión. 

Tenemo que para n = 1 para todo i E E (k) 

p((M;r)i' (MIl) i) = p(Mi( {Xj }), Mi( {Yj })) ::; ¿ AijP(Xj, Yj) = ¿ Aij P(Xj, Yj) , 
0E~) ~) 

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 2 n OR
k 

terminando con el símbolo i. 

Luego, 

rl(M~, My) ::; ¿ Aij d(~ y). 
(ji) 
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Para 17, = 2, 

luego, 

(ji) (ji) kj 

= L Aij AjkP(Xk , Yk) , 
(kji) 

d(AI2;f, AI21L) ~ L Aij Aj/cd(;f'1L)' 
(kji) 

37 

donde la suma e tomada sobre todas las palabras admisibl de longitud 3 de OR
k 

terminando con el símbolo i E Pk . 

Supongamo que se cumple para n = m, i. e., 

m - l 

d(Mm;f, AIm1L) ~ ( L II AiJiJ+1 )d(;f'1L)' 
(i", ... io) j=o 

Probaremos que se cumple para 17, = m + 1, co sider mo io := i 

p( (lI1'n+1 ;f)i, (AI I1l+ l 1L)i ) ~ L Aii l p( ( Mm;f)il , (AII1l1L)il) ' 

(i l i) 

luego, 

d(M
I1l

+
1
;f,M

I1l
+

1
1L) ~ ;;Aii ld (N¡m;f, Mm1L) ~ ;;Aii l (( . L fr AiJiJ+I )d(;f,JL) ) 

('1') (,¡t) (t",+l ... '¡) J = l 

In 

= L II A'J'J 1 d(I-, /L) ' 
(i",+ l ... i) j = O 

donde la suma s tomada sobre todas las palabras adm isibles de longiLud 'In + 2 el e' 

n . E (k) 
~GRk' 'lm+1E ~ . • 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

Hay muchos modelos matemático de si temas reales [ ] qu t ienen la forma d 

una red de elementos act ivos interactuante . ad' un de stos l m ntos t iene u 

propia dinámica y ésta puede ser d scrita por un istema dinámi o. uj to a una 

interacción , estos elemento volucionan juntos y manifi tan una dinámica colectiva. 

La dinámica está determinada por el comportami nto individual dios 1 menLo ', la 

geometría de una interacción y los índices de acoplami nto. En conjun to, esLo t res 

factores son importantes para la dinámica 01 ctlva y el problema rad ica en como 

describir matemáticamente la acción de estos tres factore . 

Para lograr lo anterior , en este t rabajo, s buscaron las condi ion s sufi i ntes bajo 

las cuales ciertos si tema dinámicos g nerado por mapeo : LDS, sistema din 'mico 

generado por el mapeo interacción y mapeo de Euler , tuvieran una tal ilidad global, 

es decir, que tuvieran un único punto fij o atra tor (todas 1 t ray torias van él. 'ste, 

cuando n e sufici ntemente grande). Para ello, se mplearon t' nicas de dinámi a 

simbólica que fueron utili zadas en [1] y qu aquí uevamente se han explica I a d -

talle. 
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En el capítulo 1 se studió en concreto , el caso d LDS, dando 1 defini ciones 

principales sobre el mapeo F , luego mpl amos la técnicas de dinámica imbólica 

para trabajar con subconjuntos invariantes del grafo de conectividad orrespond iente 

al mapeo interacción de F y así trabajar con los cilindros ad isible para poder a 0-

tar los mapeos F'k. Luego s utilizaron resultados de pr sión y ntropía topológica 

para obtener las condicion s suficiente para que Fk fu era globalmente e tableo 

En el capítulo 2 se dieron las condicion s suficient para la stabilidad global, 

pero ahora para el caso g neral de un map o interacción . Fueron empleadar las mis­

mas técnicas que en el primer capítulo p ro se trabajó con las constantes d Lip chi tz 

en distinta forma, también se explicó cómo calcular la presión topológi a. 

En el capítulo 3, trabajando con el mapeo de Eul r, se llegó a que 1 si t ma d 

ecuaciones diferenciales ordinarias (sistema dinámi o continuo) presentado en e t 

capítulo tiene un único punto atractor de equi librio, utilizando tambi ' n las t ' cni as 

del capítulo 1. 

En resumen, en este trabajo se estudió el problema de stabihdad global y notros 

hemos demostrado que los tres factores principales d la dinámica ( 1 comp r'lami n­

to individual de los elementos, la geometría de una interacción y los índi es de 

acoplamiento), e combinan en la forma de la pr sión topológica sobre el si tema 

dinámico simbólico determinado por el grafo de interacción. En otras palabras en el 

problema de estabilidad global de la red descubrimo una forma de la inftu n ia de 

e o principale factores sobre la red. 

El trabajo a futuro consistiría en aplicar la teoría de arrollada n te trabajo a 

modelos reales de redes dinámicas. 
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Apéndice A 

Fórmula general 

La fórmula que a continuación de arrollamos s la fórmula g neral que acota los 

mapeos Fk· Consideraremo todos los planteami nto establecidos en l apítul o 1. 

Definiendo Li := 1 y 1\i _ l := 1, tomando en cu nta que 1\io , ... ,i] _ 1 = A ' 0 /\. 'I ·· ·/\.1) 1 

y Li¡ ... i¡ . ¡ = Li¡ ... L¡,,_j_ ¡' probaremos el siguiente lema. 
n J 

Lema 8 A sumiendo que Li f. Lj Y que Ai f. Aj 1 e tiene que 

d(:FJ:12, FrIL) ~ (t .¿ . _ t _ L i , .. . i¡,. _]_I/\' io, ... ,i) 1) rl(2:, lL) , (A.1) 
1-0 (1]1] _ 1 .. . 10) 1-0, ... ,ln - ] _ I - I,, _ ] _2 

donde la suma es tomada sobre toda las palabras admi ibles d longitud j + 1 d n I?k 1 

inf.E{k). 

D emostración. Procederemos a demostrar por inducción. 

Haciendo uso ele (1.1) y (1.2) , para todo i E E{k) 
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p((Fk'f.) i, (FkJi)i) = P(7i(Xi) + Fi( {Xj }), Ti(Yi) + Fi( {Yj})) = 

ITi(Xi) + Fi( {xj }) -7i(Yi) - Fi( {yú) l:::; 17i(Xi) -7i(Yi)1 + Ih({xj }) - Fi( {YJ})I :::; 

LiP(xi , Yi) + Ai L p(Xj, Yj) = LiP(Xi, Yi) + Ai L p(Xj, y)) , 
(j,i) 

(A.2) 

donde la suma e tomada obre todas las palabras admi ibles d longitud 2 11 nRk 

terminando con l símbolo i. 

Entonces, para n = 1, d (A.2) se 19ue que: 

d(Fk'f. , FkJi) :::; Lid('f. , lL) + Ai L d('f. , Ji) = ( Li + Ai L ) d('f., lL) 
(j,i)Enllk i l ,i 

haciendo i := io Y j := i 1 , 

( Li + Ai I: ) d('f., JL) = 
't l ,t 

luego (A.l ) se cumple. 

Mas aún , para n = 2, de aquí en adelante consideremos i := io 

p( (F f'f.)i, (F fJL)i) :::; LiP( (Fk'f.)i, (FkJL)i) + A i L i l ,i P ((F k'f.) ' 1 , (Fq¿)il ) :::; 

Li (LiP(Xi, Yi)+ Ai L P(Xil ,Yil) ) + Ai L (LiI P(Xil, Yil) + Ail L P( Xi2 Yi2) ) = 
(i l ,i) (i l ,i) (i2,i l ) 

e sigue que 
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donde la suma es tomada sobre todas las palabras admi ibles de longitud 3 d DRk 

terminando por el símbolo i E PI.. Luego (A.l ) se cumple. 

Supongamos qu se cumpl para n = m , es decir , 

Probaremos qu se cumple para n = m + 1. 

otemos qu 

p( (FJ:'+l;J;\, (F;;'+l JL) i) ::; LiP( (FJ:':f) i, (FknJL) i ) + Ai L p( (FkIl:f)' I, (FJ:'J!.)' I) ' 
(i l EJ(;) 

e igue que: 

sacando el primer sumando le la primera y . gunda sumatori a resp ct ivamenLe, se 

tiene, 
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L il , ... ,il ) + ~ A ii 1 ... i " ' ) dÜ , y) = rn -J L _ 
l=l , .. lrn - j=lm-j_ l i rn+ l ... i 

j 

¿ 

(ob ervemos que podemos reetiquetar de la siguiente forma) 

j 

¿ 
n~ - J L _ L il , ... ,il . ) + ~ Aiil .. im ) d(;!;., y) = 

l=l J .. .ln~ -j= l1n _ j _ l im+ I .. . i 

L m+l + A- . L · + A- . d X = 
(

m ( j ) ) , f; t; '··'j - I I=O, ... lrn~lm_J _ l 'l ,··,'l", j i,,~ .. i "l·· ·'", e, y) 

( ~ t-=. C,J_t ' __ H L", ", __ , ) A," ,,_ }~, ~) , 
donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud j 1 de 

ORk' im+l EE (k). • 
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