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Introduccion

Existen muchos modelos mateméticos de sistemas reales (por ejemplo, sistemas
biologicos, ver [8]) que tienen la forma de redes dinamicas, es decir, un conjunto
discreto de sistemas dindamicos interactuantes. Las redes dindmicas tiene una larga
historia, la cual se remonta a la investigacién de Huygens sobre el fendmeno de sin-
cronizacion, ver [7). Se logré un progreso esencial en los estudios numdéricos de los
sistemas dindmicos interactuantes con la introducciéon de redes de mapeos acoplados
(de aqui en adelante seran denotados por sus siglas en inglés: CNL), o mas general-
mente sistemas dindmicos en la red (a partir de aqui seran denotados por sus siglas

en inglés: LDS), ver [5]. Con [4], empezaron estudios mas rigurosos de los CML.

Las redes dindmicas estan caracterizadas por su topologia ( la estructura de |
red), por las interacciones entre los elementos (o subsistemas locales) asentacos en
los nodos de la red y por la dindmica intrinseca (evolucién local) de esos subsis-
temas locales. En [1] fueron encontradas las condiciones para CMLs, hajo las cnales
la dindmica es regular, de hecho. estos sistemas tienen un Unico punto fijo atractor
Nuestro trabajo es una generalizacién de los resultados en [1] para el caso de LDS
con dimensién finita y para el caso de sistemas con tiempo continuo. La meta de este
trabajo es analizar el efeclo conjunto de los tres factores niencionados (la topologia
de la red, la interaccién o acoplamiento y la dindmica local) cuando se usa dindmica

simbolica para un sistema dirdinico en la red generado por un mapeo F 0 X —— X



donde (Fz); = Ti(x,) + F‘,({;r]}), donde j pertenece a una vecindad de 1, Hamado
red del sistema sobre un espacio X. Los resultados principales proveen coudiciones
suficientes bajo las cuales F tendrda una dindmica simple, es decir, F tiene un solo

punto fijo atractor (todas las trayectorias van a él cuando el tiempo va a infinito).

La estructura de este trabajo puede ser descrita como sigue: capitulo 1, seccion 1
definiciones principales; seccién 2: introducimos la dinamica simhdlica para la evolu-
cién de redes dinamicas de tipo general; seccién 3: relacionamos la fuerza de la dinami-
ca local v la de las interacciones a la presidn topoldgica de un sistema dinamico
simbélico v proveemos férinulas para el calculo de la presion topolégica; seccion 4
presentamos los resultados principales. El resultado principal de el capitulo 1 se rela-
ciona con el caso en el que todos los mapeos individuales son idénticos. En el capitulo
2 consideranios el caso en el que los sistemas individuales pueden ser diferentes, pero
introducimos nuevas constantes de Lipschitz de distinta formia a como e hecho cn
el capitulo 1: ademads el teorema principal es nuevainente formulado en términos de
la presion topologica. En el capitulo 3 estudiamos sistemas de tiempo continuo vy,
basidndonos sobre los resultados del capitulo 1, encontramos las condiciones para (ue
el mapeo de FEuler (este mapeo proviene de integrar las EDOs emipleando el esquenma
de Euler) tenga un dnico punto fijo atractor. Entonces reescribinios esas condiciones
para los sistemas con tiempo continuo. y asi, descubrimos las condiciones para que

estos sistemas tengan un unico equilibrio atractor.

Todos los resultados estan acompanados por ejemplos.



Capitulo 1

Estabilidad global en redes activas

1.1. Definiciones principales

Sea T, : R® — R", 1e M, donde M es un conjunto finito de indices, nna coleccion
b
de mapeos de un espacio euclideano R™ sobre si misino satisfaciendo las condiciones

de Lipschitz:

plTix, Tiy)

L,:= sup (L.1)
r#EyeRn ,0(15‘ y)
donde
. 1 2 i
- (I'z' ll.""' ’1)
Asumamos que L := max, L,. El mapeo 7, es llamado un mapeo local, y el par

(T,,R™) genera un sistema dinamico local (o individual). Denotemos ¢l producto di-
recto de los sistemas (7,, R") dotados con la métrica uniforme d(z, y) = sup, p(r,. y,)
por (T, X). Los elementos 2 ¢ X seran llamados vectores (o configuraciones) v sus

coordenadas seran denotadas como x, = (2);, jeM, te. z = {2,}.

Ejemplo 1 Sea M = {1,2,3}, T,z, = qa, + a;sin(z;). 0 < ¢ < 1. a, > 0, se Liene

que L = sup || = sup lg; + a,cos(z)| = (g, + ).

7



8 CAPITULO 1. ESTABILIDAD GLOBAL EN REDES ACTIVAS

Definiciéon 1 Un mapeo F': X — X es llarmado una wnteraccion si

1. para cada ie M eziste una coleccion finita de indices K, 3 1,

2. para cualquier 1 € M exste una funcion continua

° FEDX, — X, N, =R",

JEK,

satisfaciendo la siguiente condicion de Lipschitz con una constanie A, > 0,

p(F({z;}). FHuD) <A pleyy). (1.2)

JEN,

Asumamos que A 1= max; A;. St K, = {1} entonces F, = Id, el mapeo wdentadad

de R™.

3. El mapeo F' se define

» (F(z)), = Fil{z;}). ieM, jeK,

Definicion 2 Un sistema dindamico generado por el mapeo F tal que (Fz), = T,(r,)+

F,({z;}), 7 € K. es llamado una red dindmica sobre X

Al sistema dinamico generado por los mapeos con la forma (Fz); = T,(x,) +

Fi({z,}) se les llama sistemas dindmicos en la red (LDS).

Nota 1 En el caso cuando el sistema (Fz), es disipativo se deben considerar las

constantes de Lipschitz dentro de una bola de disipacion B.

Ejemplo 2 Usaremos el ejemplo 1 para introducir ¢l sigutenle sislema,
(Fa)1 = quey + arsin(ay) — e (sin(xzy)) ¢ > 0,

(Fx)y = gaa + o sin(xy) + e2( —2sin(xz)) + sin(ay) + sin(ag)), € > 0.
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(Fx)s = q3z3 + agsin(ry) + ca(sin(xg) = sin{xy)), > 0,

donde
. 1F
K, ={1}. \, zsup‘(——1 = ¢,
1(/.('1
ya que
1F
sup ‘(—l = sup | (—ey)(cos(z1))| = a1,
dx

y por el ejemplo 1, se tiene que 1.y = ¢y + uy.
De 1gual manera,
Ky =1{1,2,3}, Ao =2 y o = 1p + a3,

Ky={23}, A=y L3 =q3+ us.

Nuestro problema es encontrar condiciones suficientes bajo las cuales F tendrad una
dinamica simple, es decir, F tiene un solo punto fijo atractor (todas las trayectorias

van a él cuando n es suficientemente grande).

Notese que en [1] se encontraron las condiciones suficientes para que redes de tipo
general tuvieran esta dindmica global, siendo un ejemplo particular los CML, mien-
tras que en éste trabajo, se hace una generalizacidén para el caso de LDS, que es ¢l

sistema dindmico generado por los mapeos que se describe en la definicién 2.

1.2. Dinamica simbdlica

Sera util para nosotros expresar la topologia de interacciones en la forma de un

grafo de conectividad.

Definicién 3 Un grafo de conectividad G := G{M, F) de la interaccion 19 en M es

un. grafo dirigido en el cual los virtices corresponden a los indices en M. Ll grafo

G(M, F) contiene la arista j — 1, 1.j € M, comenzando cn j y ternanando en 1 s

y solo st j € K.
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Ejemplo 3 Para el ejemplo 2 el grafo de coneclividad lience la forma que se mucsira

enla Fig. 1.1.

Denotaremos ahora los vértices en G por los simbolos 1.2, ..., N y cousiderenios
una matriz de transicion de N x N, (anx) = A = A(M.F; con entradas {0.1}:
eme = 1, sl hay una arista que empieza en el vértice m v termina en el vértice k.
de otra manera se tiene que a,x = 0; m,k € {1,2...., N}. La cadena topoldgica
de Markov unilateral correspondiente (Q2%.0), esta bien definida. Su espacio de con-
figuraciones (1] consiste de todas las secuencias admisibles ¢ = (ig, 11, ..., by 1. 0)
i € {l..., N} tal que a;,,, =1y o:Qf — QF es el mapeo shift (ci), = (i)i41,

k € Ny. Dotemos a 2} con la métrica dist(i, ) = > ooyl — jl/d*, q¢> 1.

Identificamos los estados de la cadena topolégica de Markov (TMC) con los

vértices 1 € {1,2,..., N}.

Un cilindro no vacio [ig...th-1] = {(Jos1--) € Qhjo = 0 yJu—t = lu-1} o8

llamado admisible; la palabra (ig...3,, 1) es admisible si [¢g...0n-1] # 0.

Ejemplo 4 La matriz de transicion del ejemplo 3 liene la forma

110
A=1011
01 1

Sc introducira un pre-orden parcial en ¢l conjunto de estados de la (TMC) (24, 0)
(Alekseyev[3]). Decimos que i precede a j y escribimos ¢ < 7, si existe un cilindro
admisible [ig,...7,1]. n > 1, tal que iy = j. i,y = @

Un estado j es equivalente a 7 (i.e. j ~ 1) si i < 7 < i. Por la definicién 1, todo ¢

pertenece a una clase de equivalencia E. entonces existe una descomposicion disjunta
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{1.N} = EW U EP U ..U E®. Eutonces un orden parcial es definido sobre ol
conjunto de las clases de equivalencia: E¥) < B si para cualquicr par j € F0)

i € E9 se tiene que j < i.

Ejemplo 5 Para el grafo de la Iy, 1.4, EW = {1} y E? = {2,3}.

—~ ()
)
>

Figura 1.1: Grafo para una TNC con una descomposicion no trivial.

(

Recordemos aliora la defimcidn de puntos no errantes de un sisteima dinadmico. Sca,

X el espacio fase de un sistema dindmico generado por un mapeo f: X — X

Definicién 4 Un punto x € X es no errante <1 para cualquier conjunto abierlo
(vecindad) U 3 x existe un entero n > 0 tal que f*(U)YNU # 0. Un punto cs llamado

un punto errante st no es un punto no erranle.

Se usard el siguiente resultado, extraido de [3], vara definir subconjuntos invarian-

tes de (%) (ver Fig. 1.2) lo que permitira el estudio particular de palabras admisibles.
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TEOREMA DE LA DESCOMPOSICION ESPECTRAL

1. El conjunto NW de los puntos no errantes de una TMC (Q} o) puecde ser

representado como una union disjunta
NW =0y uah,
tal que para todo k € {1.... s}:

(a) la restriccion o|QW) es una TMC relacionada a la clase EX) de equeoalencia
y QW) = Qay, donde A(k) es la malnz de transicion corvespondicnte,

claramente A(k) es una submalriz (de hecho un bloque diagonal) de A,

(b) el mapeo shift o]QW) es transitivo topologicamente, es decir, o es lransitivo

topologicamente st y solo si existe un r lal que A™(k) es primitiva,
(c) el orden parcial para los componentes Q) estd bien definido: QU < Q)
si B <« Ela)
2. El conjunto W de los puntos errantes de la TMC (Y, ) puede ser representado
como una union disjunta
W= Up o Wean.

donde

(a) Wim # 0 51y solo sik #m y QU < Q)

(b) siw = (ig1)...) € Wi, entonces ip € EW y o™w € QU para un 0 < n -

o,

c¢) 51 QU < Q) entonces para todo j € Q%) 1 € QU y para cualquier « > 0
4 Y q

existe w € Wiy, tal que dist(w, j) < ¢ y o"w =1 pare algin 0 < n < .

Para cualquier k € {1, ..., s}, sea

Z(k) = U{[/O---"n——l]Jﬂ—l € F(k)}

n=2
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e

/i

T3

SN T

.

Figura 1.2: Los grafos para Q) y Q) en el ejemplo 2.

el conjunto de todos los cilindros admisibles terminando en algin estado en £*) y
sea

B = {m: E™ < B} U {k)
el conjunto de indices relacionados al predecesor de E*) de acuerdo al orden parcial

introducido. El siguiente lema es un corolario directo del teorema de la desconiposi-

cién espectral.

Lema 1 La clausura

ST (U P Y )

meP; my#Emy,m2€ Py

Se sigue de este lema que la restriccion o|Z*) es una TA/C'. Denotamos esto por

(Qg,.0), donde Ry es la matriz de transicién correspondiente.



14 CAPITULO 1. ESTABILIDAD GLOBAL EN REDES ACTIVAS

1.3. Condiciones Lipschitz y la presiéon topoldgica

Recordemos definiciones y resultados conocidos de dindmica simbdlica que nos
serdan utiles para dar las condiciones suficientes para que F tenga una dinamica sim-

ple.

Sea (2%, 0) una TMC y sea K" = #{cilindros admisil:les de lougitud n 4 1} =

#{[LOZ[ "'in_ lll;”}} = 2(101112,..7',-,)'

Entropia topoldgica. [2]

El ndmero
o InK™
L= lim

n—:oo T

es llamado la entropia topologica del mapeo shift o 4.
Proposicion 1 Si A es una matriz de m x m.

1. st M| 2 [Aa| = ... > |Am]. entonces la entropia topoldgica estd dada por I -

In|A ], con A\, eigenvalores de A.

Si A es una malriz primitiva satisface lo asumido en el Teorema de Pervon-
Frobenwus [6]. por lo que sus ewgenvalores A, pueden ser ordenados en tal maodo

que A1 > |A2| = ... = AL, entonces la entropia topoldgica del shift a4 s

h=]n)\1.

2. K™ < ¢(n)e™, con c(n) un polinomio en R(n).

Presion topolégica. [2]

Sea ¢ : Qj — R una funciéu continua. Dado un cilindro no vacio W = [igiy...0,,].

sea S, (W) = supyaw S #(o'w), entonces T(p,n) = 37, 4 ¢ donde W, cs
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una coleccién de cilindros no vacios de longitud n + 1. Se puede probar (ver [2]) que
existe
InT(:n
lim - Y—> =: P(¢),

H—2C n

P(¢) es la presién topoldgica del potencial ¢ sobre el sistema dindamico simholico

(Q%.0).

Si ligir..) = plio), entonces, Sa(W) = (1) + @(ir) + .. + (1) v Tlpn) =

2w, 7_oe?t%) introduciendo p, = ¢, (i) = Inp,. se tiene que

Tlp.n) = Y Mg = 3" T _gp,,.

WelW, WeW,,

Proposicién 2 Considerando que la mairiz B = A diag p;, se lene que

1. la presion topoldgica es
P(p) =In|mnl.

donde || es el radio espectral de la matriz B.

2. T(p.n) < ci(n)ef®m™, c1(n) es un polinomio en R(n).

Recordemos que tenemos identificados los vértices en (7 con los simbolos 1.2, ../ N,

yelespacio Y = ®N X s X = X dotado con la distancia d(z, y) = sup,, p(ah. g)

m=1“ B

Sea Y) = ®mEPk X X, = X el siguiente _ema ¢s un corolario directo de las

definiciones.

Lema 2 El conjunto Y¥) es F-nvariante en el sentido de que (Fr),, = (F Y

m € Py dado que (r); = (y); pare todo j € P.
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Entonces la restriccién de F a Y™ esta bien definida, y la denotamos por Fj.

k=12 .. s.

Ahora estimamos la constante de Lipschitz de los mapeos 7', n € N . Consice-
remos 21.0 =1y A,_, :=1, tomando en cuenta que A, ;= A Ay A, |, para

poder demostrar el siguiente lema.

Lema 3 Asumiendo que L; = L;j = L y que A\; # A,, se tiene que
T n . N
wreans (L) T oa Jawa oy
7=0 (t,2,1...70) /

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud j+1 de Qp, .

i,e Bk

Hemos incluido la demostracién de este lema en el capitulo 4: Algunas demostra-

ciones, por considerarse extensa.

1.4. Resultados principales

Los siguientes dos resultados son importantes para llegar al objetivo que nos hemos
planteado en este capitulo, es decir, encontrar las condiciones suficientes hajo las
cuales F tendra una estabilidad global, puesto que nos permitiran construir la prueba
del resultado principal. Del siguiente corolario se sigue que la distancia eutre los

mapeos J;' esta acotada, esto se deriva del lema antenor.

Corolario 1

d(Fpa, Fry) < c(n)(L+ @Yz, 1), (1.4)

donde P¥) (@) es la presion topoldgica de (g, ,0).
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Demostracion. De (1.3) se sigue que:

d(Fiz. Fily) < (Z( )L” - Z A,U.,...z,,>r//(£,g‘)

=0 (40-1.1)

n

< (n) L' e( )™ (2 y) < e(n)(L+ Y d(a, )
; J =
7=0

donde P*)(2) es la presién topolégica de (Qp, . 0). m

El siguiente resultado se sigue directamente del corolario 1.

Teorema 1 Si (L+6P(M('")) < 1, entonces, F' es un mapeo conlractioo para n > ny,.
Con este resultado, estamos por lograr el objetivo deseado.

Corolario 2 F tiene un inico punto fijo eslable.

Demostracion. Supongamos que x. es un punto fijo de F/*, y que x. ., ¢s un punlo
I s =n k ) l Lo ]

: n+1 . o 1 _ , 1+1_, —
fijo de F'7°, es decir, Flz, =z, v F!" 2,4, = T, luego,

‘fn(n+l) f(n+1)n 'n+1| _

| PR (F (F o (Fr ) )) = B F AR ) -))

= |z, — 2] < c(nn + D)L+ LV g

donde si n es suficientemente grande e(n(n + 1))(L + ()P(“(v))"(““) — 0, cuando
n —— oo entonces T* =z, = Z,,,, es decir, los F! tienen un inico punto Ajo cnando
n os suficientemente grande.

Probaremos que z# es un punto fijo de Fy.

Como acabamos de mostrar, ]—"A’f“g* = x* y Fllz* = T*, entonces,

Fitlasx = FuFPax = Frax = o+

Luego x* es el inico punto fijo de Fy, ya que si existiera otro y* tal que Fyy+ = y*,
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entonces Fi'yx = FpFpFr... Fryx = Fryx = y*, luego. yx = z*.

z* es atractor. En efecto, si Flz* = x* y estimando, |Fla — Flz + | < c(n)(l. +
ePUENm r — 2« |, Tuego como (L + eP'9))* tiende a 0 cuardo n es suficientemente
grande, entonces |Fpz — Fllxz « | = |Fl'v — x| — 0. cuando n — x, cs decir,

F'x — x*, cuando n — 0.

Queda demostrado que Fy. tiene un tnico punto fijo atrac:or puesto que todas las

trayectorias van a este punto cuando n tiende a infinito. =

Noétese que los resultados anteriores se obtuvieron de asumir que las constantes de
Lipschitz del mapeo interaccion son distintas pero las constantes de Lipschitz de los
mapeos individuales son iguales, entonces el siguiente resultado se da si las constantes

de Lipschitz de los mapeos interaccién también son iguales.

. . (&) (&) e
Corolario 3 Si A, = A, entonces, e¥ ¥ = Ae"", entonces, las condiciones de

estabilidad pueden ser escritas como L + Ae™ < 1. dado que (L + 7'y — |
I q

donde h'*) es la entropia topoldgica de (g, . 0).



Capitulo 2

Otras Condiciones Suficientes

2.1. Forma general de un sistema y el mapeo in-

teraccion

Cosideremos el siguiente caso general de un mapeo interaccion.
I, = A/i({IJ})JEI\" . (2.1)

Nuestro objetivo, asi como lo hicimos para el caso de LDS, sevd encontrar las
condiciones suficientes para que 2.1 tenga una estabilidad global, es decir AT tiene un

punto fijo atractor global.

Como en cl capitulo anterior, utilizaremos dinamica simhdélica en base a un grafo
de conectividad. Nuevamente utilizaremos el orden parcial mencionado anteriormente
y el teorema de la descomposicion espectral. pero la obtencion de las constantes de
Lipschitz se llevard a cabo de manera distinta. Para evitar complicaciones no nece-

sarias denotemos en este capitulo a la restriceion Aly =: A/,

19
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Asumamos que el sistema (2.1) es disipativo, es decir que existe una bola de disi-
pacién B. )" |r,|> < R, tal que para cualquier condicién inicial z € B, sea z = {ur,},

existe ng tal que AM™(x) € B, paran > ny.

Ahora estimanios la constante de Lipschitz de los mapeos M™, n = 1.2.3, ..
empleando max,cp |%‘| = Ajj para poder demostrar el siguiente lenia.
r J z
Lema 4

n—1

d(Mg. N™y) < < RIS Lm)(/ ). (2.2)

(tn. .ig) J=0

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admasibles de longitud n+-1 de Qp, .

ine EK)

Hemos incluido la demostracion de este lema en el capitulo 4: Algunas demostra-

ctones, por considerarse extensa.

Representaremos las constantes de Lipschitz en (2.2) en una fora mds conve-

niente. Introduciendo la funcién ¢ : Qz, — R haciendo ¢(7p1112...) 1= InA,,,. En-
tonces
n—1
n—1 ey
F ﬂ ‘19 : : H e T E PZ”\ o2l ),
(n.-1g) J=0 wE i ...-20]

donde la suma es tomada sobre el mismo conjunto de palabras admisibles como en

(2.2). Es bien conocido que:

. InTy(n. 2)
i —=

n-——oo 1

= PY(p).

donde P*)() es la presion topolégica de la funcién ¢ sobre la TMC (Qg, . o) Adenuis

L : g, .
Ti(n, @) se porta asintéticamente hien como e ) cuando . —— oo. Luego. hemos

probado lo siguiente.
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Teorema 2 Si PX(p) < 0. entonces existe un punto fijo alractor global para el

mapeo M.

2.2. Calculo de la presidn topoldgica.

En esta seccién explicaremos como caleular 1a presion topoldgica en términos del

grafo (7 y las constantes A,,.

Nuestra funcién ¢ depende solo de los primeros dos simbolos de la secuencia
La férmula mas simple puede ser obtenida si ¢ depende solo de un simbolo. Defi-
namos los estados de la nueva TMC como las aristas {(25)} del grafo (7. Se dice
que hay una transicidén de la arista (z7) a la aris=a (Im) st y solo si ) = L. Denote-
mos las aristas {(ij)} por los nuevos simbolos {1,2...., N}, por A la nueva malri.
de transicién correspondiente y por ({23.0) la nueva TMC. Se conoce que (§24,0) v
(Q. o) son topologicamente conjugadas. Sea Q- la imagen de Qg, bajo esta conju-
gacion y (Qg;. o) la TMC correspondiente. Si la arista (ij) corresponde a un simbolo
m € {1...., N}, entonces ¥(m) := £(ij) Luego, la funcién ¢ Q. — Roestd bien

definida donde ¥ (ipiy...) = ¢(i), (t0ir...) € Qg Sea ¥(m) == Iny,, m e {1, .. N}

k

entonces I'(p,n) =Ty, n) = Z(m___i”_”“) 1o i

Proposicién 3 La suma I'(, n) satisface la igualdad

T(,n) = R (Rediag(pr-.px)) BT,

donde R = (py, ..., px), E = (1.1,....1).
Corolario 4 La presion topoldgica salisface la wgualdad
PRE) = 1 .

donde ri cs cl cigenvalor mdrimo de la matriz Ry diag ()



22 CAPITULO 2. OTRAS CONDICIONES SUFICIENTES

2.3. Ejemplo

Consideremos los siguientes mapeos:
Ty = af (1)) + 3/ (x2)

Tp = af(r2) + 3/ (1) (2.3)

donde f(x) = arctan(z), encontrarenmos condiciones para o > 0y 7 > 0 tal que
cl sistema (2.3) sca globahnente estable, 1e.. tendra un punto fijo asimtoticamente

estable.

A contimuacion se calculan las constantes de Lipschitz (ver Fig. 2.1).

loi)
Supreg|=—| = v max S| = A = o
= |al'1 | 1+ 1f| :
|8T1| x| I \ ;
SUPreB| 7 —| = s Nax 5| = A2 = ).
=" Oz, 1+ 23

oz, !
supzeg| = | = Imax|——| = Ay = 3
P;eB|aIl | = |1 n 1’?| 21

oz .
suPiEB|?j‘ = @ max | | = A2 = ar.
T2

1+ 3

AR

Figura 2.1: Ejemplo: El grafo para la TAIC (Qf.0), K = {1,2}, Ny = {1.2}.

Utilizando el procedimiento referido en la seccién 2.2, renombremos los vértices

11=1,12=1121=[1]y?22=VI (ver Fig. 2.2).
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- - !

e = =]

Y

Figura 2.2: Ejeiplo: El grafo para la TMC (1, 0).

para obtener la nueva matriz de transicion:
1100

N =

con Ayy = fiy, Ao = iy, Aoy = pygp Y A2 = fgy.

Por el corolario 4, calculamos

1 100 @ 0 0 0

B = Adwag A = 0o 0 800
1 100 00 3 0
0011 00 0 «

a g0 0

0 g a

e 0

0 0 4 o

entonces, la ecuacion caracteristica para la matriz B es:
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A =200 + M(a? - 5%) = 0.

A =200 + A2 (0 — 31 = MM = 200 + (a2 + 7)) = 0, de aqui que Ay = 0,
/\3=(l+/3y )\4:(¥‘—ﬂ.

Luego por el Teorema 2, si In |«v + 4] < () entonces el sistema (2.3) tiene un punto

fijo atractor global.

Nota 2 D¢ acuerdo con el teorema de lu descomposicion espectral todos los resullados

son wilidos para un subsistema determanado por cualquier subgrafo Gy,



Capitulo 3

Sistemas con tiempo continuo

3.1. Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales or-

dinarias

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

iz:fz(Iz)Jf”Fx({I]})]EI\',v (51)

donde f, y F}, son funciones diferenciables.

Como planteamos en la introduccién, el objetivo de éste capitulo es probar que
(3.1) tiene un tinico punto de equilibrio atractor con las téenicas ya cescritas en ¢l
primer capitulo. A continuacién daremos al sistema (3.1) la forima del mapeo de Buler

para poder utilizar precisamente esas técnicas.

Reemplacemos la derivada por las diferencias:

r(l+71) = ()

= fl(Iz) -+ Fl({Ij}>J'EI\'.,
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para obtener el llamado mapeo de Euler:

z — H(x):

7

T, =z + 7fi(0) + TE({,})ex,

Se requiere la siguiente suposicion, ya que un sistemna disipativo favorece la apari-

cién de un atractor.

Suposicién 1. El sistema (3.1) es disipativo, es decir que existe una bola de disi-
pacion B, tal que para cualquier condicion inicial z;, sea 7 = {z,}, existe {; tal que

z(t,z5) € B. parat > ty.

Procedemos como sigue para encontrar las constantes de Lipschitz necesarias para

poder lograr nuestro objetivo.

Sea a; = (x}. 22, ....x™). [, = (f}. f2 ..., f), usaremos la norma euclideana. Sea.

L, := maxgep ||/ + T7E||, donde [ es la matriz identidad de n < ny

s, os!
a:T o Ben
E, =
o JH
ol arn

Sean

L. = max L; := max (max||] + 7 E,]])
1 1 reB

)7

A, = Tmdx
r€B

oF, ~
‘,— ‘, donde A, = TA,.
IJJEI\',

Notemos que
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1]+ 7E|1? = méx), < |(T + 7E)x, > = mix = (I + 7Bz (I + 7F,)x,)
max ((SL‘l, 1) + 7(as, Eiry) + (B, 1) + 78 (Fua, ElIE.L))
|xzi]|=1
= mAax (1 +27(Eiz,, 1) + 72 ( B, EZI»))

llz./]=1 '

Empleamos la siguiente suposicion para encontrar el valor de ||I + 7E,!|*.

Suposicion 2. mdx,ep max),, =1 (Ez, ) == p < 0.

Si0 < 7 <« 1, tenemos que,

T+ 7E? =142 + (73| E)?) = 1+ 27,

por lo que utilizando la espansién de Taylor alvededor de 27t
[ +7E,|| ~ /142t >~1+ 7140

Al mapeo H le asociamos el grafo de conectividad. Si 4 es la matriz de transicion
de la cadena de Markov correspondiente (Q7%,0), tenemos que la presion topoldgica.

P,(¢) = In|vmix|s Ymar € specB, B = Adiag A,. Luego,

T’\l 0 0
. 0 T/A{_g R 0 ) ~
B=A ' . = 74 diag A,
: o . :
0 . TK,L
Entonces,
Ymix = Thwax, donde F,4, € specB, B = Adiag A,

PT(SO) = In |’7m{u(| =In |T:\7m;ix =lInrt + In |:fm.'u(|\

————

Plo) = In[Fual.
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Los siguientes resultados son fundamentales para obtener lo mencionado al princi-
pio del capitulo. Con el lema 5 y corolario 5 se prueba que el inapeo H de Euler ticne
un sélo punto fijo atractor. Con el lema 6 se prueba que dicho punto, es un punto
de equilibrio para nuestro sistema (3.1). Con el lema 7 demostraremos ademds que
el punto de equilibrio es tnico para lograr nuestro objetivo ya con el teorema 3 para
encontrar las condiciones suficientes en las que nuestro sistema (3.1) tiene un vinico

punto atractor de equilibrio.

Lema 5 Sip+e"¥) < 0 entonces eziste un 7 tal que (H,), sctisface las condicrones:

L.+ et <1

Demostracion. Si g + P < 0 y si se asume que 7 = 75 < L, entonces se satisface
que: L, = 1 4+ 74, ademés también por lo mencionado anteriormente e (#) = reP#)

luego se tiene que, L, 4+ e = 1 4+ rp(p + eP¥)) < 1, es decir que (H,,)i satisface

las condiciones de Teorema 1. =

Corolario 5 St 7 « 1 entonces (H,), (el mapeo de Euler) tiene un solo punto fijo

atractor O,.

Lema 6 O, es un punto de equilibrio en (3.1), es decir, (f,(z,) + F,({x,},ex.))lo, =
0.

Demostracién. Tenemos que: (H.), = 7, = @&, + 7f(r,) + TF.({r,}),en,, como
O,, es ol \inico punto fjo atractor de (/1,),. entonces, si O, = {27}, se tiene que
T, =) = 2] + 7/i(2)) + TE{2})jex, . de aqui que 7/, () + rE ({20} jer, = 0, es
decir, fi(29) + I5({29})jex, = 0. m

Lema 7 Si 7' <« 1, entonces:

O,

Opr.
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Demostracién. Por el lema anterior tenemos qua O, = 1 es un punto de cqui-

librio, es decir (fi(2?) + F,({z%},ex,)) = 0. luego (H2(O,)) () +

7

Fl({I‘J]}JeK,)) = 0., V7'; por otro lado tenenos que (H:‘,(()T:))‘ = ., porloque O
es un punto de equilibrio, es decir, (H2(0,/)), = O Y7, luego, d((1110.),. (H!O,),) -

c(n)(1 + 7o+ |71ePPN (O, . O,). como e(n)(1 + p + \T\eﬁ(‘:‘))” — ), entonees se

tiene que O, = 0. Y(7,7') < 1. =

Y es asi como obtenemos el resultado deseado en el siguiente teorena.

Teorema 3 Si (p + ")) < 0. entonces el sistemna (3.1) hene un dnico punto de

equilibrio atractor.

Demostracién. Si (p + 6’]5_{';-)) < 0, entonces por el lema 5 tencimos que existe vun
Tp tal que (H.); satisface las condiciones del teorema 1, es decir, existe un inico
punto fijo atractor O, y, por el lema 7, para cualquier otro 7 tal que (H,), satislace
las condiciones del teorema 1. se tiene que O, = O, . Finalmente, con el lema 6,
obtenemos que O, es un punto de equilibrio para (3.1), v por lo tanto el sistema

(3.1) tiene un tinico punto de equilibrio atractor. m

3.2. Ejemplo

En el siguiente ejemplo veremos céomo se aplica el teorema 3 a un cjemplo parli-

cular:

T, = —Ar, + b +e(z,o — 22, + 1,41). (3.2)

x; € R con condiciones de frontera periddicas, w4 v = 1.

Proposicién 4 Si (=X + 6¢) < 0, entonces (3.2) tiene un ainico punto de equilibrio

atractor.
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Demostracion. Reemplazando la derivada por las diferencias,

Iz([ + T) - _[1(t>

T

= —Ar, b+ (o = 20 4 ).

para obtener el mapeo de Euler,

To=2, — TAT; + 7b + 1,1 — 22, 4 £i41),
.
entonces,
L=]1-7Al, A, =27 =27c.
Sea A la matriz de transicién correspondiente a la cadena de Markov (Q},0), se
tiene que:
11 0 1
11 1 0
4=10 1 1 1 0
»
1 0 1 1
1 1 0 1 2re 0 0 0
11 1 0 0 27re¢ O 0
B=AdwgA;=1 0 1 1 1 .0 0 0 Zr¢ ... 0 |=
1 0 1 1 0 0 0 27¢
1 1 0 1
> 1 1 1 0

=21¢ | 0 1 1 1 ..0

luego, P(v) = In|vYmax| = I |27€Ymaxl, cON Y € spec B de donde 4 € spec A.
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Utilizando la transformada discreta de Fourier sobre A, obtenemos que {1 +
2cos(ZE)) = F, k= 0.1, ..n—1, 34 = 3, luego tenemos que L = [1—=7A| y "7 =
€|n|2r(|+ln|‘7max\ = 67‘6, como (—/\+6() < 0 entonces (ll _ T/\l + (}.In|2-r(,1+|n|:r,,m.‘. ) < 1 por

lo tanto por el Teorema 3, el sistema (3.2) tiene un tinico punto de equilibrio atractor
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Capitulo 4

Algunas demostraciones

El siguiente lema pertenece al capitulo 1, seccion 1.3.

Consideremos ZIO =1y A, , =1, tomando en cienta que A A\, A

LIPREEER by o o0

Lema 3. Asumiendo que L, = L, = L y que A, # A,, se tiene que

n

(E R TR0 S1 (3 D SR L) (13)

3=0 J (ty0,-1.0.10)
donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud ; -+ 1 de

Qr,, ine EF)
Demostracion. Procederemos a hacer la demostraciéon por induccion.
Haciendo uso de (1.1) y (1.2), se tiene que para todo 1 € EW),
p((Fra)., (Fiy).) = p(T(2) + F({z,}), Ti(y) + F({y; 1)

= |Tz(Iz) + E({rl]) - 7—;(!/1) - F,({yj})I
< |Ti(r) = T(w)| + [E({x,}) = F.({y, })l

< Laplee, ) + A plry,u5)
JEK,

< Lip(zey) + A Y pl,. ), (4.1)
(1.2)

33
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donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 2 en

terminando con el simbolo 1.

Para n =1, de (4.1) se sigue que

d(Frr. Fry) < Ld(oog) + A > d(a, )

(30)€Qy

Sl1:=19y Ji=1.

Ld(x.y) + A, Z d(z.y)

(.)€

:(iC)L‘—J > Aio._.”_x)d(z,g)x

j=0 (i0,-1..20)
luego (1.3) se cumple.

\Mas aun, para n = 2, con ip =: 1 de aqui en adelante,

p((}—k?g)l‘ (}—Ifﬂ)’t) < Lip((}—kl)ia (}—kg)Z) + A, Z“ 2 P ( Frz)i, . (}—kﬂ)n)

< L; (Lip(Ii; !/i) + A, Z /)(In : y‘ll)) + A Z (Lup(ln ) yil) + A‘u Z p(I,,.I. .Uzz))

(i1.2) (11.2) (r2.21)
= L?p(ﬂ?i, yl) + LiAi Z p(I’iJ : y'il) + AiLn Z /)(IH ’ yzl) - A'LAil p(ﬂ'u»?/u)‘
(i1.2) (217.7) {z2112)
se sigue que:
d(Fiz, Fly) < Ld(z,y) + LAY dlzy) + ALY d(z, y) + Au, d(r, y)
(n1i) (111) (r2112)
(Z ( )L—-J Z A,OH . l)d(r y).
=0

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 3 de Qp,

terminando por el simbolo ¢ € Py, luego (1.3) se cumple.



Supongamos que se cumple para n = m, es decir,

d(F 'z,

s (£ 5

=0 (i,i,-1..1)

probaremos que se cumple para n = m + 1.

Notemos que,

p((F )i (F 1)) < Lip((F)s, (F5

se sigue que:

J

(l<f'1n+l

m
(S0
: j (

771(
1 J—1

m

(7-1

FPy) < LdF e Ty A S

(ilel(,

(]'JlJ ! 11)

m+1
I AT

‘I.Jij_l,,.l)

(L"H'l n Z (T)ll) Lm,+l—J >: A e

J

g=1 (1,0 —1...1)

)L’”“J Z Npayr + D

ZJ FENN 7- (1n+11m-~i)

l)du, y).

) A Y p((FR ) (FEya),

ER)

(I(‘FZ:?L.Ly f‘;;l'.!—/) ’:
)

Z Am 1y 1>'l(l:~2);

L1pn)

AI[)Ty..'/.,,.) (I(_l_) 2) =

. m m m
(Ln +1 + Z L +1-3 Z /\10 2, << ) + (/ _ 1)) + Z AI.(JiJ.-v'im> d(iﬂ)
: )

utilizando una propiedad de los combinatorios, se tiene,

(Frmaitp. i
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d(]_—}in+l£‘ ﬂ:71+ly) S

" /m+1 _;
<Lm+l + Z ( ] ) [1m+l J Z AJ[)..J, N + Z ‘/\l(]zl...l,“)(/(l‘,'_/) =
=1

(1,8-1-2) (o1 i )

m+1 .
(Z (m + 1) Lt Z N o) ,)(l(_ﬂ;,y)v

=0 J (2,1, 1.2)

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud ; 1 | de

QRk7 inl+l€E(k)' u

El siguiente lema pertenece al capitulo 2, seccién 2.1.

Lema 4.

n—1
A gy < (030 T Ao )il ), (22)

(2n.20) 3=0

donde la suma es tomada sobre todas las palabras acdmisibles de longitud n + 1 de

QRk, iHEE(k).

Demostraciéon. Procederemos a hacer la demostracion por ‘nduccién.
Tenemos que para n = 1, para todo i € E®*),
p((Mz)i, (My)i) = p(M:({z;}). M({w, 1)) € D Mjplzyns) = Y Mol u),
(yeK) (1)

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 2 en Qg,

terminando con el simbolo 1.
Luego,

d(Mx, My) <) Ayd(, ).
(Jv)
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Para n = 2,

p((M? z),, (M? y)i Z/\Up (M), (My); Z’\’JZ’\J”) T y)

(1) (72)

= Z /\1] )\Jl;/)("rkw 7/k>

(k2

luego,

d(A e MPy) <> A\ ud(z,y),

(k)

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 3 de

terminando con el simbolo 7 € P,

Supongamos que se cumple para n = m, i.e.,

m—1
ANz, A y) < ( ST /\mJH)d(Lg)‘
(2o ig) 7=0

Probaremos que se cumple para n = m + 1, corsideremos iy 1=/

p((A 1), (A" ) ) <37 A ({7, (M),
(217)
luego,
A(M™ g, M) <A d(A T, M Z\m<( > H ]”,)dil))
(i10) (217) (imtr-11) J

m

> 1oty

(twgr 1) J=0
donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de Tongitud m 4 2 de

Qpes tmp1€F0 . m
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Capitulo 5

Conclusiones

Hay muchos modelos matematicos de sistemas reales [8) que tienen Ja forma de
una red de elementos activos interactuantes. Cada uno de estos elementos tiene su
propia dindmica y ésta puede ser descrita por un sistema dindmico. Sujetos 4 una
interaccion, estos elementos evolucionan juntos y manifiestan una dindmica colectiva
La dindmica estd determinada por el comportamiento individual de los elementos, Ta
geometria de una iuteraccién y los indices de acoplamiento. En conjunto, estos Lres
factores son importantes para la dindmica colectiva y el problema radica en como

describir matematicamente la accion de estos tres factores.

Para lograr lo anterior, en este trabajo. se buscaron las condiciones suficientes bajo
las cuales clertos sistemas dindmicos generados por mapeos: LDS, sistema dindmico
generado por el mapeo interaccién y mapeo de Euler, tuvieran una estabilidad global.
es decir, que tuvieran un unico punto fijo atractor (todas las trayectorias vau a éste.
cuando n es suficientemente grande). Para ello, se emplearon técnicas de dindmica
simbolica que fueron utilizadas en (1] v que aqui nuevamente se han explicado a de-

talle.

39
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En el capitulo 1 se estudid en concreto. el caso de LDS, dando las definiciones
principales sobre el mapeo F, luego empleainos las técnicas de dindmica shmbolica
para trabajar con subconjuntos invariantes del grafo de conectividad correspondiente
al mapeo interaccion de F y asi trabajar con los cilindros adrisibles para poder aco-
tar los mapeos F;'. Luego se utilizaron resultados de presién v entropia topoldgica

para obtener las condiciones suficientes para que F; luera globalmente estable.

En el capitulo 2 se dieron las condiciones suficientes para la estabilidad global.
pero ahora para el caso general de un mapeo interaccion. Fueron empleadas las mis-
mas técnicas que en el primer capitulo pero se trabajo con las constantes de Lipschitz

en distinta forma, también se explico como calcular la presion topoldgica.

En el capitulo 3, trabajando con el mapeo de Euler, se llegé a que el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (sistema dinamico continuo) presentado en este
capitulo tiene un unico punto atractor de equilibrio, utilizando también las téenicas

del capitulo 1.

En resumen, en este trabajo se estudi6 el problema de estabil:dad global y nosotros
hemos demostrado que los tres factores principales de la dindmica (el comportainien-
to individual de los elementos, la geometria de una interacciéon y los indices de
acoplamiento), se combinan en la forma de la presién topoldgica sobre el sistema
dindmico simbdlico determinado por el grafo de interaccién. En otras palabras en el
problema de estabilidad global de la red descubrimos una forma de la influencia de

esos principales factores sobre la red.

El trabajo a futuro consistiria en aplicar la teoria desarrollada en cste trabajo a

modelos reales de redes dinamicas.
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Apéndice A
Foérmula general

La férmula que a continuacién desarrollamos es la formula general gque acota los

mapeos FJ'. Consideraremos todos los planteamientos establecidos en el capitulo |

Definiendo Zz =1v A,_, =1, tomando en cuenta que A = A A A

LITEEeN -1 o [

y Ly 4 = Ly,...Ly, _,_,, probaremos el siguiente lema.

nojo1

Lema 8 Asumiendo que L; # L, y que A, # A;, se liene que
n bl
d(Fpz. Fry) < (Z > Loiv Moo ,)(1(_1-,2)‘ (A1)

7=0 (4,0, a0) =00, =l

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longilud j + 1 de Qp, .

e E®)

Demostracion. Procederemos a demostrar por induccion.
Haciendo uso de (1.1) y (1.2). para todo i € EW

43
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((]‘_AI) (-Fky)') “P(T( )+ F({x,}). Ty + Fi( {y]})

|Ti(z:) + Fi({7;}) = Ti(w.) — F({y; DI < Tl) = Tolw)| + 1)) = Ry, DI -
Llp L, y1 + A Z T/ JJ —Lp"E;,y1 +AZ/) /»7//
JeK, (72)
(A2)

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 2 en Q,

terminando con el simbolo i.

Entonces, para n = 1, de (A.2) se sigue que:

A(Fiz, Fug) < Lid(z,) + A Y dley) (lez)

(s2)€8y, 1
haciendo @ ;=1 y 7 := 1,

<Li + A, )a’(;,g) =

1.1

d \
(S5 (8 ) Jas
= ) M=o )

(1J1J 1. ZU =U..... l_lzlgj,v]

luego (A.1) se cumple.
Mas aun, para n = 2, de aqui en adelante consideremos 7 := 1,

p((Fix), (Fiy).) < Lp((Frxdiy (Fry)e) + A, p((Fra)iy,s (Fry)iy) <

L, (Lip(Ii-yZ) + A ol yn) ) A ( wP(Ti, ) + N Y /)(Iz'z)yl-z>) =

(21.2) (11.8) (i2.01)
L?p(:rlv yl) + LiAl Z p(lll\yu) + AZLH Z p(ln y“) + A All Z TLI ?/u N
{i1.4) (i1.2) (12212)

se sigue que

d(FRe, Fy) < L2d(z,y) + Lk Y d(zy) + ALy Y d(z,y) + AA,, d(r, y) =
(21,2) (11.7) (r2111)




D3 ( S . )x ile.y).

J=0 (2,2,

donde la suma es tomada sobre todas las palabras admisibles de longitud 3 de €y,

terminando por el simbolo 7 € P;. Luego (A.1) se cuniple.

Supongamos que se cumple para n = m. es decir,

J
d(ﬂnlj -7:7\“3) S Z Z < Z Lll ----- il,” . 1) Alu- LY d(:‘. l_/_)
1) MI=0..d

J= O(L lJ b --m—J—lzlm‘A,A’z

Probaremos que se cumple para n = m + 1.

Notemos que

P((FT ) (F 1)) < Lp((FP ) (Fy)) + A D p((Fe) (Fy),).

(1h1EN,)

se sigue que:

d(ﬂn+1£‘}—£1+lg) d(ﬂ”l ]:Zﬂy +A Z ek f‘m] ]:m )_

J

Z > ( > L)\ d(x, y)+
L) =0

=0 (2,2,_1. o=y 1=l -2

m+1 J
LY (YT ( DO ,)m.g_»
=l..

(mek,) \ 3=l (3,1, A=t -1
sacando el primer sumando (le la primera v segunda sumatoria respectivaimente, se

tiene,

d(ﬂn+li_1_f, ﬂ”“y) S

J
L:”H'l Z Z ( { Z L” ''''' ”"'“'"l)/\m”lr ]+
1=0,.

J=1 (2,0, _1...i0) ==l -2
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i Z ( i L“ yyyy 11”[_1)/\“}...111 + Z Anl---iru>d(£,y) =
{

J=1 (1,1 do) M=Loidue =l 1 b1t

J
S b, )

(=00 Aoy =lney -2

(L;"“ + i: > A, (LI-

j=la,.a

TN

=1, y=ln_ ;-1

(observemos que podemos reetiquetar de la siguiente forma)

_ (Lvln.+l + i Z /\1”,1-]_) <L,< i LI?]""'ily,.AJ)+
11=0,..0

7=11,.1 =l

J
Z Lil,...,z,mﬁ> + Z Aiil,..i,,,>d(£1£) =

=1y =l bt

m 3
(L:Tl'f'l + Z Z Ao,y <[ , Z Lo, J) + Z /\m.,,l,,,) d(z.y) =
=0...

j=1 1.2 Loy =l 1 Gy

m+l j
(Z Z ( Z Lll ----- 11,,11)‘/\104..i1_1>d(lv Q)
1=0,...1

7=0 iJ“.i -mszlm—j—l
donde la suma es tomada sobre todas las palabras adnisibles de longitud j + 1 de

QRk, ’im+1€E(k). |
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