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RESUMEN

La intencién de esta tésis es contribuir en una linea de trabajo que se ha desarro-
llado en los tltimos afios sobre friccién de electrolito. Este es el efecto de friccion
sobre una particula browniana cargada debido a su interaccién con sus contraiones
y otros iones de electrolitos afiadidos a la solucién. Se desea mostrar aqui en una
forma organizada, los resultados que hasta la fecha se han obtenido al respecto.
La linea de trabajo mencionada, parte de la teoria general de Vizcarra-Rendén
y Medina-Noyola, quienes derivaron una ecuacién de Langevin generalizada para
describir el movimiento browniano de una particula coloidal marcada, referida como
"trazadora", inmersa en un solvente, y que interacciona con otras particulas a su
alrededor, también en suspensién, y que pueden ser del mismo tipo o diferentes,
a través de interacciones directas y despreciando las interacciones hidrodindmicas.
Dicha ecuacion contiene, ademads de los términos conocidos de la ecuacion ordinaria
de Langevin, a una friccién dependiente del tiempo, ésto como consecuencia de sus
interacciones con las otras particulas alrededor suyo, y a una fuerza fluctuante aso-
ciada a ella. En el caso de una trazadora esférica, dicha friccién contiene como factor
que acompaiia a la velocidad de la trazadora, a una funcién de memoria a la que
se denominara aqui "friccién dinamica de interacciéon" y a su integral en el tiempo,
"friccién estatica de interacciéon". Al aplicarse la teoria mencionada a una trazadora
esférica cargada inmersa en un electrolito, se hablara de la "friccién dindmica de
electrolito" y "friccion estéatica de electrolito", respectivamente. La aplicacién al
caso de un electrolito se hace dentro de las aproximaciones a que nos referiremos
como aproximacion de Fick modificada (AFM) y aproxzimacion de Fick con
desacoplamiento (AFD), obteniendose un conjunto de expresiones analiticas para
la friccién dindmica y estatica de electrolito, en donde varias de las expresiones,
que se iran sefialando en su momento, son aportaciones originales de esta tésis. Es
notorio el hecho de que casos limite, 6 casos particulares, de los resultados que se
presentan en este trabajo, reproducen varios resultados especificos de considerable
interés, previamente reportados en la literatura, y que fueron obtenidos aisladamente

usando otras teorias.



CAPITULO I. INTRODUCCION.

Recientemente, han sido reportados resultados experimentales sobre difusion de parti-
culas coloidales esféricas cargadas, inmersas en una solucién i6nica, como funciéon de la
concentracién de electrolito (Gorti et. al.(?) 1984 ; van de Ven et. al.(}) 1987). Estos autores
encontraron, que el coeficiente de difusién difiere del de aquel de una particula coloidal

neutra, siendo este efecto mas apreciable, cuando ka ~ 1, en donde a es el radio de la

, : T : 1
particula coloidal y & es la longitud inversa de Debye, definida como k = ((;;’T Y i @ni)3,
siendo v el nimero de especies idnicas presentes, ¢; y n; la carga y concentracion de iones
tipo @ respectivamente, € la constante dielectrica del medio, kg la constante de Boltzmann

y T la temperatura.

Para tratar de explicar lo anterior, se hizo uso de la relacién de Einstein para el
coeficiente de difusion D = &‘CLT, en donde ( es el coeficiente de friccién asociado a la
particula. Se sustituyd el coeficiente de friccidon para una particula browniana libre, (*,
por ( = (* + A(%, lo cual toma en cuenta dos contribuciones. La primera, ¢*, es el
coeficiente de friccién debido a la viscosidad del solvente y estd dado por la relacién de
Stokes, (* = 6mna, siendo 7 el coeficiente de viscosidad del solvente y a el radio de la
particula. La segunda, A(?, es la contribucién electrostédtica al coeficiente de friccién, a
la cual nos referiremos en este trabajo simplemente como "friccién estdtica de electrolito".
Deber4 tenerse en cuenta que A no es rigurosamente una friccién en el sentido usual de
la palabra, es decir, la fuerza actuando sobre la particula, sino que sélo es una contribucién
al coeficiente de proporcionalidad, ¢, entre dicha fuerza y la velocidad de la particula, por
lo que A(® se podria denominar en forma mds precisa, coeficiente de friccién de electrolito.
Sin embargo para propdsitos de unidad y sencillez en la nomenclatura, en este trabajo se

usard para AC el término friccién estatica de electrolito.

Gorti et. al.(? utilizaron en la interpretacién de sus mediciones, dos resultados que
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existian en ese momento en la literatura para AC®. El primero fué el obtenido por Booth()
en 1954 en un esquema en que se consideran ademas de las interacciones electrostaticas,
interacciones hidrodindmicas. El otro lo obtuvo Schurr® en 1980, considerando solamente
interacciones electrostéticas. Por su parte, van de Ven et. al.(®) interpretaron sus resultados
experimentales de acuerdo a los resultados tedricos de Ohshima(® et. al., los cuales son
una version mas reciente de la teoria de Booth.

Las conclusiones generales son que ambos resultados, de Booth y de Shurr, respectiva-
mente, explican los aspectos cualitativos mas importantes del problema, y es necesario un
mayor refinamiento en las técnicas experimentales para decidir cual de las dos es mas pre-
cisa. La teoria de Schurr fué derivada teniendo en mente a una particula coloidal esférica
cargada, rodeada de un electrolito con dos especies i6énicas solamente, considerando que
los iones son puntuales y con cargas iguales pero de signo contrario, y dentro del limite de
Debye-Huckel.

En 1985, Vizcarra-Rendén y Medina-Noyola(”) desarrollaron formalmente una teorfa
para el problema de friccion de electrolito sobre una particula coloidal marcada (y que en
este caso esta electricamente cargada), que se conoce como trazadora, que interactiia con
iones de cualquier tipo a su alrededor mediante interacciones culémbicas, en el esquema en
donde se desprecian las interacciones hidrodindmicas. Mas adelante se dicutirdn los resul-
tados que proporciona dicha teoria dentro de aproximaciones especificas. Posteriormente,
los mismos autores han generalizado(!®) el formalismo tedrico en cuestién, para el caso de
una suspension en que la trazadora y las otras particulas suspendidas en el solvente son
de cualquier tipo, y el tipo de interacciones presentes son interacciones directas. Dicha
generalizaciéon resulta por demds interesante y relativamente sencilla, de manera que el
formalismo tedrico se presentard con este enfoque en este trabajo y la aplicacién al caso
de un electrolito se vera solamente como un caso particular.

El movimiento de la trazadora resulta ser un proceso no markoviano en general, des-
crito por una ecuacién de Langevin generalizada, la cual involucra, en el caso de una
trazadora esférica, a una funcién de memoria que se identificard aqui como "friccién
dindmica de interaccién" A(™(t). En el limite Markoviano, que es el limite a tiempos

mucho mayores que el tiempo de relajacién de esta funcién, se tiene una contribucién neta
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de las interacciones al coeficiente de friccién, que es a lo que se llamara "friccién estatica
de interaccién", que se denotara como A(™, y que no es otra cosa que la integral en el

tiempo de A(™(¢).

La derivacion de la ecuacién de Langevin generalizada fué hecha en su forma mas ge-
neral, por A. Vizcarra-Rendén en su tésis doctoral'®. Esta derivacién hace uso del marco
tedrico de la teoria de Onsager para procesos irreversibles. Se obtiene como resultado, una
expresiéon general para la friccién dindmica A(™(#) en términos de propiedades estéticas,
tales como los potenciales de interaccién entre la trazadora y las demas particulas a su
alrededor, y la distribuciéon de éstas y sus correlaciones en el campo de la primera, asi
como en términos de propiedades dinadmicas del sistema, tales como la matriz de Onsager
de coeficientes de transporte. Dicha expresién general para A(™(t) no tiene implicita
ain ninguna especificacion particular del sistema que describe, por lo que es un resultado
formal. Su aplicacién al estudio de un sistema o fenémeno en particular, requiere definir
de manera especifica las propiedades estaticas y dindmicas mencionadas. El calculo de
resultados especificos requiere de aproximaciones y limites, lo cual conduce a resultados
aproximados para ese fenémeno en particular. Dado que en este proceso es posible in-
troducir diferentes aproximaciones a diferentes niveles, no es de extranar que a partir del
mismo resultado general formal para A(™(t) se pueda llegar a diferentes resultados es-
pecificos aproximados. Idealmente, la comparacién de estos varios resultados especificos
con los datos experimentales podria servir para calificar la precisiéon de cada uno de ellos y
de las aproximaciones utilizadas en su derivacién. Cuando la teoria en cuestion se aplica al
caso de una trazadora esférica, cargada, inmersa en un electrolito con un niimero cualquiera
de especies iénicas, se hablara entonces de "fricciéon dindmica de electrolito" y "friccion
estética de electrolito" que se denotaran como AC(t) y AC?, respectivamente, y es en esta
aplicaciéon, hacia donde esta dirigido este trabajo. Desafortunadamente, como se ha dicho,
la resolucién de las mediciones del fenémeno de fricciéon de electrolito, no permite por el
momento hacer una discriminacién apropiada entre los resultados existentes. Sin embargo,
desde el punto de vista tedrico, no deja de ser importante esclarecer la relacién entre los
diversos resultados especificos, en términos de las aproximaciones que los originan. Es en

esta direccién en la que se enmarca el trabajo reportado en esta tésis.
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De acuerdo con lo anterior, se puede describir aqui el préposito del presente trabajo
como un esfuerzo por presentar en forma sistematica y organizada un conjunto de resulta-
dos especificos para la friccién dindmica de electrolito A (#) y para su integral temporal
AC®. Dichos resultados se derivan a partir de la misma expresién formal pero difieren en
el orden y la jerarquia de las aproximaciones empleadas en su derivaciéon. A fin de acotar
la diversidad de casos particulares que podrian ser analizados de esta manera, desde este
instante se indicardn las condiciones a las cuales se limitara esta tésis. En primer lugar,
el sistema de estudio consiste de una particula esférica, cargada, inmersa en una solucién
electrolitica, cuyos iones seran considerados puntuales (es decir, de didmetro 0), y pueden
ser de varias especies (definidas por su carga y concentracién). De esta forma, el poten-
cial de interaccién de los iones entre si, y con la trazadora, estara descrito por la ley de
Coulomb. En cuanto al nivel de aproximacién dentro del cual se tratard a las propiedades
estaticas (distribucién de equilibrio de los iones alrededor de la trazadora, correlaciones
i6n-i6n, etc.), se limitard a la aproximacion mas simple, conocida como aproximacién de
Debye-Huckel'® . Por su parte, de las propiedades dindmicas que se deberan tratar en
forma aproximada, la mas importante se refiere a la ecuacién de difusién que gobierna el
movimiento de los iones pequenos alrededor de la trazadora. Aqui se adoptard el nivel
de aproximacién que corresponde al uso de la ley de Fick, adecuadamente adaptada para
incluir las correlaciones espaciales originadas en las interacciones coulémbicas presentes en
el sistema. Pero el uso directo de la ley de Fick hace complicado el cédlculo, debido a la
presencia en ella, de la concentracién local de iones. Por lo tanto, para hacer mas accesi-
bles los célculos, se adoptara dentro de la ley de Fick la aproximaciéon de homogeneidad,
la cual consistird en ignorar la presencia de la trazadora, de manera que se sustituye la
concentraciéon local de iones que aparece en la ley de Fick, por su valor de bulto. La apro-
ximacién de homogeneidad es otra de las importantes aproximaciones que van implicitas
en los resultados especificos que presenta esta tésis, y al uso de la ley de Fick en esta forma
dentro del formalismo, es a lo que se define en este trabajo como aproximacién de Fick
(AF).

Otra aproximacion, también de naturaleza dindmica, pero de un caracter mas funda-

mental, debera ser introducida casi desde el inicio de los calculos. Para ésto, se tendran
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dos alternativas posibles. En la expresién formal (y, para tal caso exacta) para AC(t), de
la cual se partird, aparece un objeto llamado propagador de difusion colectiva de los iones
alrededor de la trazadora, el cual no es otra cosa que la funcién de Green de la ecuacién
de difusién de dichos iones. Esta ecuacién de difusion debe ser la que describe tales pro-
cesos difusivos desde un sistema de referencia fijo a la trazadora, la cual ejecuta a su vez
movimiento browniano. Esto refleja un aspecto de la complejidad de este problema, y es
el hecho de que no solo la difusién de los iones determina el movimiento de la trazadora,
sino que este a su vez tiene una influencia sobre la difusién de los iones a su alrededor.
No existe una forma exacta de desacoplar estos dos efectos, por lo que se deberd recurrir
a aproximaciones; aqui adoptaremos dos estrategias alternativas. La primera de ellas con-
siste en asumir que ain desde el sistema de referencia de la trazadora, la difusién de los
iones esta gobernada por la ley de Fick, con la inica modificacién de que la movilidad de
los iones en el sistema de referencia de la trazadora es la suma de dicha movilidad en el
sistema de referencia del laboratorio mas la movilidad de la trazadora. A esta suposicién
se le referird como aproximacion de Fick modificada (AFM). La segunda estrategia
consiste en relacionar el propagador de difusion colectivo visto desde la trazadora, con el
del laboratorio (descrito por la aproximacién de Fick ordinaria), a través de argumentos
de desacoplamiento que se explicaran en su oportunidad. A esta segunda aproximacion
se le llamara aproximacion de Fick con desacoplamiento (AFD). De esta forma, se
tendran que clasificar los resultados especificos que aqui se presentaran, de acuerdo a la

aproximacién que se haya elegido para derivarlos (AFM 6 AFD).

De manera parecida, existe otra circunstancia que forza a tomar una decision entre dos
posibles alternativas y esto ocurre de hecho, al inicio del calculo, antes atin de la eleccién
de estrategias que se acaba de mencionar. Se refiere al hecho de que si bien se ha dicho
que se partird de una expresién formal y exacta para AC?(?) en la cual se introducirén
aproximaciones, la realidad es que existen al menos otras dos formas equivalentes de escribir
dicha expresion. Estas dos formas son completamente equivalentes, en virtud de que se
puede pasar de una a la otra utilizando una relacién exacta entre las propiedades estdticas
que intervienen en ellas. Dicha ecuacién, conocida como ecuacién de Wertheim-Lovett en la

teorfa de liquidos inhomogeneos permite escribir a A () en términos ya sea 6 de la fuerza
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que la trazadora ejerce sobre los iones a su alrededor, 6 de su distribucién de equilibrio
alrededor de la trazadora. Asi, aunque las dos expresiones referidas son equivalentes, al
introducir aproximaciones llegaremos a resultados especificos diferentes entre si. Por esta
razém, se hablard de resultados obtenidos en la versién I o en la version 11, dependiendo de
cual de estas dos versiones de la expresiéon general para A (?) sirvié de punto de partida.

Como consecuencia de lo anterior, los resultados especificos para A(¢(t) serdn basi-
camente cuatro, que corresponden a las combinaciones posibles de la versiéon que se utilice
(versién I 6 version II) de la expresiéon general, y de la estrategia empleada para aproximar
el propagador de difusién colectivo en el sistema de referencia de la trazadora (AFM 6
AFD).

La contribucién mas relevante de este trabajo, es la derivacién de varios de los resulta-
dos que componen el conjunto de resultados para la friccion dinamica y la friccion estética
de electrolito, que se genera de las diferentes opciones y aproximaciones ya mencionadas,
y que son reportados aqui por vez primera. Los resultados de dicha contribucién, al igual
que los restantes resultados del conjunto senalado, se pueden definir e identificar mejor a

partir de la tabla siguiente:

AFM AFD
Versién I ACE (1) A (t)
Versién 11 ACE(2) AGE(H)

en donde se ha utilizado el sfimbolo (e) como superindice en las expresiones de AFD para
diferenciarlas de las expresiones de AFM.

Sin embargo, de estos cuatro resultados para A(¢(t) se desprenderan casos limites y
casos particulares. Por ejemplo, interesa discutir el comportamiento asintético de AC(t)
a tiempos largos, o su integral en el tiempo, A(®. Asimismo, interesa analizar el caso
particular en que la trazadora es mucho mayor que los iones como para que pueda ser
considerada practicamente inmévil, es decir, que D7, <« D;, en donde D% y Dy, son los
coeficientes de difusion libre de la trazadora y de los iones de especie «, respectivamente.
El sub indice « se refiere a que en general, los iones pueden ser de diferente especie, y
esta desigualdad vale para todo a. Tambien serd de interés el limite opuesto, en el que la

trazadora es suficientemente pequena como para ser tratada también como un ién (lim, o).
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Como se verd, dentro de esta variedad de limites, casos particulares, etc., se identificardn
algunos resultados bien conocidos en la literatura. En referencia a éstos, debe senalarse que
es mérito del presente trabajo, presentarlos en el marco de un desarrollo teérico unificado,
en el cual se puede apreciar de manera nitida la secuencia de aproximaciones que los genera.
A fin de poder apreciar mejor este aspecto unificador del presente trabajo, en seguida se
proporcionan algunos antecedentes de aquellos resultados que han sido reportados en la
literatura, y que seran reproducidos aqui como casos particulares de nuestro trabajo.

En particular, para el caso en que la trazadora es una particula cuyo tamano es
mucho mayor que el de los iones (D% <« D), la friccién estatica de electrolito ya ha sido
evaluado en AFM para ambas versiones (i.e., I y IT) en trabajos previos("®) | encontrandose
que: la expresion obtenida en la primer version, reproduce el resultado de Schurr®, gene-
ralizado para cualquier niimero de especies idnicas y en la segunda version se obtiene un
resultado que se denominara aqui resultado de Vizcarra-Renddén et al., el cual es mas
sencillo y formalmente mas correcto que el de Schurr, y ademas, mantiene el mismo grado

de concordancia con el experimento.

Vale la pena senalar que la teoria de Medina-Noyola y Vizcarra-Rendon se ha desarro-
llado para considerar cualquier niimero de especies ionicas y ademas, algo que no habia sido
posible hacer antes, considera en principio, cualquier forma geométrica para la trazadora.
Vizcarra hace realidad la aplicacién a trazadoras no esféricas en su tésis doctoral(!®) para
el calculo del coeficiente de friccién de electrolito, obteniendo resultados para las formas
cilindrica y elipsoidal de la trazadora.

En cuanto a la friccién dindmica de electrolito, A (%), ésta ya habia sido practica-
mente calculada en AFM para la versién I®). En esa ocasién, se observé tambien que
en el lim, ., el resultado obtenido para dicha friccién en la versién I, "casi" reproduce
un resultado analogo de Hess y Klein(!'®)| obtenido con su teoria de acoplamiento de mo-
dos, aplicada a un plasma browniano de una componente. Ademds, se noté tambien, que
la friccion estética de electrolito correspondiente en éste limite, también difiere poco del
resultado de Onsager para un electrolito de multicomponentes. En este trabajo, se ha
evaluado la friccién dinamica de electrolito en AFM para la segunda versién ACS: (), y

ésta es una de las aportaciones originales que se hacen en esta tésis. En particular, cuando
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la trazadora es uno de los iones (en el lim,_,p), los resultados de ambas versiones coinciden,
discrepando por lo tanto, con los resultados de Hess y Klein, y de Onsager.

Por otra parte, este trabajo reporta por primera vez, las expresiones para AC;"’I(t)
y A( obtenidas dentro de la aproximacién de Fick con desacoplamiento (AFD). En-
contramos de esta forma, que se reproducen exactamente, como casos particulares en el
lim,_,, los dos resultados ya mencionados, el de Hess y Klein y el de Onsager, respecti-
vamente. En el caso en que la trazadora es mucho mas grande que los iones (D% < Dy),
AG() = ALY v AGY = AL = Al

La aportacién final de esta tésis, la constituye el calculo de AJ5 (1) y ACI';I, las cuales
también resultan satisfacer que: [lim, o Ac;fl(t)] = [ACH($)] Hess—Kiein ¥y [limgo AC;;”] =
Acgmag”, con la ventaja de que se obtienen en forma muy directa. Similarmente a la
versién I, en el caso en que la trazadora es una particula coloidal, A(§'(8) = ACHH(Y) y
AGE = A = AlYiara

El programa de ésta tésis se desarrolla como sigue: en el capitulo 2 se exponen los
conocimientos generales que introducen el lenguaje necesario para el seguimiento del tra-
bajo. Posteriormente en el capitulo 3, se expone la teoria general de Medina-Noyola y
Vizcarra-Rendon, y se muestra brevemente la derivacion de las expresiones formales para
la friccion dindmica de interaccién. En el capitulo 4, se definen en detalle las aproxi-
maciones generales utilizadas. En gran medida, estos tres capitulos tienen un caracter
de revision de los conceptos necesarios para presentar nuestros propios resultados. En el
capitulo 5, que contiene las aportaciones originales de este trabajo, se realiza la aplicacién
concreta al caso de una trazadora esférica, cargada, inmersa en un electrolito, y se pre-
senta el conjunto de soluciones analiticas que resultan para la friccién dindmica y friccién

estatica de electrolito, dentro de las aproximaciones AFM y AFD, para las dos versiones

referidas. Las conclusiones mas relevantes se resimen al final de este trabajo.



CAPITULO 2. CONCEPTOS GENERALES

2.1 Movimiento Browniano

Una particula browniana, es una particula suspendida en un solvente y cuyo tamano
es grande comparado con el de las moléculas del solvente, pero lo suficientemente pequeno
para sentir el efecto de los choques ocasionados por el movimiento térmico de las moléculas
a su alrededor, lo que origina un movimiento del mismo tipo en la particula, y al movimiento
que ejecuta se le llama movimiento Browniano, en honor de Robert Brown, quien lo des-
cubrié en el ano de 1827.

La descripcién del movimiento de una particula Browniana, atin cuando sea visible
al microscopio, no puede hacerse mediante la mecanica clasica ordinaria, debido a que la
fuerza que las moléculas de su entorno ejercen sobre ella, tiene un caracter aleatorio. Es
por esto, que es indispensable un marco de descripcién basado en la teoria de procesos
estocasticos. Este marco, en su forma mas completa de descripcion, lo proporciona la
ecuacion de Langevin, la cual se establece como sigue:

Las ecuaciones de movimiento para una particula Browniana de masa M son,

) _» . a@®_p
dt ’ dt M

(2.1.1)

En general, Langevin supone que pueden existir tres tipos de fuerzas actuando sobre la
particula, f) la fuerza de friccién, debida a la viscosidad del solvente, dada por (;Ag—p) :
f2) la fuerza externa F, ; y f3) la fuerza debida a la naturaleza molecular del medio que
rodea a la particula, f(¢), que es de rapida variacién e impredecible, a causa del movimiento

aleatorio de las moléculas que originan dicha fuerza. Por lo tanto la ecuacién de Langevin
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se escribe de la siguiente manera

dp(t) _ —¢
dt M

p(t) + F. + £(2). {2:1.2)
Debido al término aleatorio f(?), se trata de una ecuacién estocdstica, y resolverla consiste
en encontrar las distribuciones de probabilidad para p(t) dadas las propiedades estadisticas
de f(t). De esta forma, la fuerza fluctuante f(¢) debe quedar estadisticamente bien definida.
En el caso cuando no hay fuerzas externas presentes, se le asocian a la fuerza fluctuante las
siguientes propiedades: f(¢) define un proceso estocastico gaussiano, estacionario y delta

correlacionado (ruido blanco), para el cual su primer momento es nulo, es decir,

(£(9)) =0,

y su segundo momento esta dado por

(fi(Df; (1)) =2kpT(656(t— ) (2.1.3)

Como f(t) es un proceso gaussiano, quedara caracterizado por sus dos primeros mo-
mentos. La condicién de que el promedio sea cero se explica porque se trata de una fuerza
completamente aleatoria, y en el promedio la ecuaciéon de Langevin debe coincidir con la
descripcion macroscopica ordinaria. La otra propiedad (ec. (2.1.3)), establece una relacion
entre la intensidad de la autocorrelacién de la fuerza fluctuante y el término disipativo (*.
Esta relacién se conoce como "relacién de fluctuacién-disipaciéon" y representa la condicion
de estacionaridad del sistema. La presencia de la §(t— t) indica que no existe correlacion
entre fuerzas fluctuantes para tiempos distintos y ésto se debe a que la fuerza fluctuante
varia mucho mas rapidamente que el momento.

Con las propiedades anteriores para f({), en ausencia de campos externos, el movimien-
to Browniano de la particula resulta ser un proceso gaussiano, estacionario y markoviano.
Estas caracteristicas se pueden definir brevemente como sigue: un proceso gaussiano es
aquél para el cual todas las distribuciones de probabilidad son gaussianas, por lo que

queda caracterizado por sus dos primeros momentos, ya que sus momentos impares de
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orden superior valen cero y los pares quedan en funcién de los segundos momentos. Por otro
lado, un proceso es estacionario cuando sus propiedades estadisticas son invariantes ante
translaciones temporales. Por tltimo, un proceso es markoviano cuando las condiciones
en que se encuentra el sistema a un tiempo t anteriores a un tiempo ¢ en un ensamble
condicionado, no estan correlacionadas con el estado o condiciones en que el sistema se
encuentre al tiempo ¢ 6 a tiempos posteriores.

En resumen, algunos de los resultados que proporciona el andlisis del movimiento
Browniano mediante la ecuacién de Langevin son: el desplazamiento cuadratico medio

esta dado por

(r(8) = £(0)|?) = 6D[t+ (e — 1)% , (2.1.4)

en donde D es el coeficiente de difusién, dado por la relaciéon de Einstein, D = '—‘ICJ,I . Para

tiempos muy pequenos, comparados con el tiempo de relajacién del momento promedio,

definido por 3 = %4,—, se tiene que

kpT

([e(t) = r(O)") = 3¢ (2.1.5)

y la velocidad promedio

d(|r(2) ;;(O)W _ (3’“}’;[T>%. (2.1.6)
Para tiempos mucho mayores que 7g, se obtiene
(Ir($) — r(0)*) = 6D1 (2.1.7)
y
s =ron! _ (30)! .
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Estos ultimos resultados fueron los que obtuvo Einstein en su andlisis del movimiento
Browniano, en donde encontrd, como se puede observar en la ec. (1.1.8), la anomalia de
que a tiempos muy pequenos las velocidades divergen. Esto se resuelve con el andlisis de
Langevin, que distingue claramente que éstos resultados solo valen para ¢ >> 7p, y muestra
que para t < 7 no existe tal divergencia. De esta manera, la descripcién de Langevin
incluye a la de Einstein. El que la descripcién de Langevin sea mas completa se explica
porque utiliza mds informacién del movimiento en discusién, al usar como variables el
momento y la posicién de la particula, mientras que Einstein sélo utiliza la posicion de la
misma.

Una generalizacion de la ecuacién de Langevin, involucra un proceso con memoria, y

puede escribirse como

dV (t) _

M= /0 dr((t— 7)V(7) + £(2) (2.1.9)

en donde ((t) es una funcién de memoria, y la relacién de fluctuacion-disipacién corres-

pondiente es

(fa(t1)fa(t2)) = kpTC(t — t2)d4p. (2.1.10)

La ecuacién (2.1.9) se conoce como ecuacién de Langevin generalizada, y da origen a
un proceso estocastico no-markoviano. En el caso de que la funcién de memoria decaiga en
un tiempo de relajacién finito, es posible mostrar que a tiempos mucho mayores que dicho
tiempo de relajacién, la ecuacién de Langevin generalizada se convierte en la ecuaciéon de

Langevin ordinaria, ec. (2.1.2), con

= /Ow dt ¢ (1) (2.1.11)

En un contexto similar, se puede decir que en este trabajo se obtendra la funcién de
friccién dindmica de electrolito, que corresponderd a una funcién de memoria cuyo origen

es la interaccién electrostatica entre la particula Browniana y los iones de la solucién
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electrolitica en la cual se difunde, y el coeficiente de friccién de electrolito estara dado por

su integral temporal.

2.2 Procesos de Ornstein-Uhlenbeck.

Un proceso de Ornstein-Uhlenbeck es la generalizacion del esquema anterior de la
ecuacién de Langevin para un nimero cualquiera de variables extensivas u;(t) represen-
tadas por el vector u = (uy(t), u(%), ..., u,(¢)), necesarias para describir la evolucién de un
sistema. La estadistica involucrada en éste tipo de sistemas se hace en términos de las
variables extensivas, usando el ensamble que se origina en todas las posibles fluctuaciones
alrededor del estado estacionario de interés. Estas variables se consideran aleatorias y
ademds son funcién del tiempo, lo que les da el cardcter de un proceso estocastico. Por lo
tanto, las distribuciones de probabilidad que se requieren son de varias variables extensivas
y a varios tiempos. Sin pérdida de generalidad, se supone que el promedio de ensamble
del vector aleatorio u sea cero. En caso de que no lo sea, se utilizarda como variable a
a = u — (u), cuyo promedio es cero.

Si a satisface la ecuacién

& =Ha+f (2.2.1)

en la cual H es una matriz de términos disipativos y f es un vector de fuerzas generalizadas

fluctuantes, para el cual se tiene que
(f(1)) = 0;

(FE)E7 (1)) = A8t — 1) (2:2.2)

en donde v es una matriz definida positiva, entonces la relacién de fluctuacién-disipacién
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en éste caso, ésta dada por

Ho + oHT = —4 (2.2.3)

con o = lim, ., o(#) y o(t) = (a(t)a’(t))°, en donde el circulo pequeiio indica que se trata
de un promedio condicionado a un valor fijo inicial a(0) = a°. En el limite de tiempos muy
grandes, o(t) se vuelve independiente de las condiciones iniciales.

Sélo resta mencionar que todo proceso del tipo anterior que sea generado por una
ecuaciéon de Langevin multivariada del tipo de la ecuacién (1.2.1) y que sea estacionario,

gaussiano y markoviano, es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

2.3 Teoria de Onsager para procesos irreversibles

La teoria de Onsager, es una teoria de fluctuaciones para ensambles de equilibrio,
que basa su descripcion en las fluctuaciones de variables extensivas alrededor de su valor
promedio en equilibrio. En realidad lo que interesard, es la dinamica de éstas variables
en el ensamble de equilibrio, para lo que es necesario utilizar los ensambles y promedios
condicionados.

El principio de Onsager indica que en promedio, la razén de cambio de las desviaciones
en las variables extensivas estd linealmente relacionada a las desviaciones promedio de las
variables intensivas conjugadas, de su valor de equilibrio.

Tomando como variable extensiva a; = u; — u{, en donde u; es el valor promedio en

el equilibrio de u;, la forma matematica del principio de Onsager es

O TL () -(E) e

J

La parte izquierda de la ecuacién se define como un flujo promedio asociado a la variable
a; y la parte entre paréntesis de la derecha como una fuerza generalizada promedio. Si

por facilidad de notacién, se utiliza una sobrebarra para indicar los promedios condiciona-
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dos y se denota al flujo y a la fuerza generalizada de la ecuaciéon anterior como J; y X;

respectivamente, entonces el principio de Onsager puede escribirse como

Ji=Y_ LgX;, (2.3.2)
7
6 bien en notacién matricial,

J=LX (2.3.3)

en donde L es una matriz conocida como la matriz de coeficientes fenomenolégicos de
Onsager. Esta matriz de acoplamiento L tiene las siguientes caracteristicas :

¢) Relaciones de simetria en el tiempo. Debe satisfacer las relaciones de Onsager-Casimir,
Li;(B) = €i¢;L;i(—B); en donde B es el campo magnético en caso de que exista; € = 1 si
la variable extensiva correspondiente a; es par ante inversién temporal (por ej. la energia)
6 € = —1 si a es impar (por ej. el momento).

ee) L debe ser positiva definida. Esta condiciéon equivale a la segunda ley de la ter-

as

modindmica, ya que conduce a que %= > 0 (para un sistema aislado, la entropfa no puede

disminuir en ningin proceso espontdneo).

De este modo, para desviaciones muy pequenas del equilibrio,

oS  9S ., S ., .
ol +;< T (6~ %) (2.3.4)

asf, usando (2.3.4) en (2.3.1), se obtiene que X; = ). Sj;a;, en donde se ha definido a S

como la matriz de segundas derivadas de la entropia. Por lo tanto,

dC_L,‘(t) _ "
== ; Ly; S (9); (2.3.5)

o bien, en notacién matricial, con H = LS,

da _ .

p—
(o2



de modo que a(a’; t) = efl’a’.
La version tipo Langevin, o versién estocastica de la ecuacion anterior, que es el nivel

que aqui interesa, esta dada por

da
—=H f, 237
oy a+ (2.3.7)

con lo cual se puede identificar, en caso de que f sea un ruido blanco, con un proceso de
Ornstein-Uhlenbeck para fluctuaciones alrededor del estado de equilibrio.
Por otro lado, la densidad de probabilidad normalizada para un proceso gaussiano,

estacionario, multivariado, con ruido blanco y m-variables, tiene la forma,

G(u) = [(2m)"det(o)] 1 (W o (u-0) (2.3.8)

en donde ¢ = ((u — @)(u — 0)7), es la matriz de correlacién de las fluctuaciones en las
variables u;. El postulado de Boltzmann-Planck establece que para fluctuaciones alrededor

del estado de equilibrio, la densidad de probabilidad, esta dada por

W(a) = NelS@)-5/ks (2.3.9)

y para fluctuaciones muy pequenas, S(a) — S¢ = % 2 Siaia;, por lo tanto,

W(a) = Ne(2Sa)/2%ks, (2.3.10)

Si se define la matriz E = —S/kp y se comparan W(a) y G(a), se observa
que ambas coinciden si E = 07! (6 ¢ = E7!) y la constante de normalizacién es N =
(@m)mdet( B},

Por lo anterior se puede escribir H = LS = —kpLE y la relacién de fluctuacién-

disipacién quedara en términos de L como sigue

—y=Ho +cHT = —kp(L + L") (2.3.11)
ya que o = o7 de su propia definicién, y luego Eo = ¢ET = 1.
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Ademads, si la matriz L puede descomponerse en una parte simétrica L* y una an-
tisimétrica L* de modo que L = L*® + L?, entonces la relacién de fluctuacién-disipacién

sera

2kpL* = 7. (2.3.12)

En restimen, la matriz de Onsager L describe :

1) el promedio dindmico de las variables extensivas a través de la ecuacién

da =
— s N 2.3.13
;=L ( )
11) la funcién de disipacion, definida como
dS(a)
- 2.3.14
la cual resulta estar dada por
d=X"LX >0 (2.3.15)

117) la intensidad de las fluctuaciones en las variables extensivas

v =kp(L+L7). (2.3.16)

En el marco de la teoria de Onsager lo 1inico que se necesita conocer, aparte de L, es
la matriz de segundas derivadas de la entropia S o lo que es equivalente, la matriz de co-
rrelaciones estética o. El cdlculo de la matriz o constituye un problema de termodindmica
estadistica, y al menos en principio, 6 dentro de algun tipo de aproximaciones, se supone
aqui que puede ser obtenida de antemano. De ésta forma, lo tinico que quedaria por
definir es L. El problema de friccién de electrolito esta resuelto en este esquema, pero en
una forma mas compleja en el detalle, como se podra ver en el siguiente capitulo, debido
al tratamiento de las interacciones electrostaticas. Los elementos que habra que definir
dentro del formalismo son de este tipo y es en su caracterizacién en donde se utiliza la ley

de Fick como se mostrard en el capitulo 4.
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CAPITULO 3. TEORIA DE DIFUSION DE TRAZADORA.

3.1 Ecuacién de Langevin generalizada y friccién dinamica de interacciéon.

Una suspension coloidal es una solucién formada por particulas suspendidas en un
solvente, cuyas dimensiones son mucho mayores que las de las moléculas del solvente, a
aquellas se les llama particulas coloidales.

Considérese una suspension coloidal formada en general por N + 1 particulas brow-
nianas que pueden ser iguales 6 distintas, las cuales interactiian entre si mediante inter-
acciones directas, en donde interesa describir el movimiento de una de tales particulas
previamente marcada, referida como "trazadora", tomando en cuenta su interaccién con
las otras. Las interacciones hidrodindmicas no seran tomadas en cuenta.

La teoria desarrolada por Medina-Noyola y Vizcarra-Rendén tiene el propésito an-
terior y se tratara de describir su parte medular en este capitulo. La ecuacién que se
utiliza en la descripcién del movimiento de la trazadora, resulta de agregar el efecto de las
interacciones con las restantes N particulas en la ecuacion de Langevin ordinaria. Dicha

ecuacién se escribe como sigue

“ v Ny
Md‘;it) =~ VO + D) Vo un (P () — x1(2)) (3.1.1)

k=1 1=1

en donde M,V(t) y xr(t) son la masa, velocidad y posicién de la trazadora, respecti-
vamente, con relacion a un sistema de referencia fijo al laboratorio, v es el nimero de
especies distintas de particulas, Ni el nimero de particulas tipo k (3>.;_; Nx = N), xs-k)
es la posicién de la 7a particula tipo k al tiempo ty uTk(x(ik)(t) — x7(?)) es el potencial
de interaccion entre dicha particula y la trazadora. Se extiende la sumatoria a todas las

«0

particulas de un mismo tipo y a todos los tipos de particulas. Ademés ¢ es un tensor,
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en donde esta involucrada, en caso de que exista, la no esfericidad de la trazadora, lo
que provoca que la friccion hidrodindmica dependa de la direccién de movimiento. De
esta forma, [8 V(] = 2.5 Cop V5(1) es la fuerza de friccién en la direccién o debida al
movimiento en la direccién 3.

La ecuacién anterior puede ser escrita en la forma siguiente

d\;it) = _C V(1) +f(t)+Z/d37‘V urk(r)ng(r, t) (3.1.2)

en donde

Ny
(e, 1) = 3 6(r = (67 (8) — xa(1)) (3.13)

es la concentracion local de iones tipo k respecto de un sistema coordenado fijo al centro
de la trazadora caracterizado por el vector r, y el asterisco se utiliza para enfatizar ésto.
Una distribucién de equilibrio de las particulas restantes, no produce una fuerza resul-
tante de las interacciones sobre la trazadora. Sin embargo, debido a su propio movimiento
browniano, son las fluctuaciones alrededor de la distribucién de equilibrio lo que provoca
una fuerza neta sobre la trazadora. Por lo tanto, ya que nj(r, t) = n'(r) 4+ énj(r, ), al
sustituir esta relacién en la ecuacién (3.1.2), seran solamente las fluctuaciones énj (r, t) lo
que contribuird a dicha fuerza, y la ecuacién quedarda como sigue
d\;it) C V(t)+f(t)+2/d3 [V, um(r)] énp(r, 1). (3.1.4)
Por otro lado, para el sistema de referencia del laboratorio, una forma general para la

ecuacion estocastica de evoluciéon de émi(x, t), de acuerdo a las leyes lineales de Onsager

en su version estocastica, esta dada por

ooy (x, t / 1 It "
kB(t ) - Z / dT/d3 &z" La(x, X', t — 7) Biy(X', X" ) S0 (X", 7)

l,m=1

+9k(x, ) (3.1.5)
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en donde gi(X, t) es una fuerza estocastica generalizada y E es la inversa de la matriz de
correlacién estatica de las fluctuaciones en las concentraciones locales o (cuyos elementos

son o0y = (6n;(x,0)6n;(x’,0))), en el sentido de que

Z / &' Eyi(x,x")oji(x', x") = 6.6(x — x"). (3.1.6)
j=1

Con relacion al sistema de referencia fijo a la trazadora, ya se ha visto que

ni(r, t) = Z&(r— ® 8 — xp()]),

y su variacién en el tiempo se puede obtener derivando parcialmente y usando la regla de

la cadena. Haciendo esto, se tiene que

O (510 _ V(1) Vni(r, ) + (—‘9-) ié(x —x®(¥) (3.1.7)
ot A at), '
en donde x = x7(¢) + r y su posiciéon como subindice en el operador de derivada parcial
indica que se mantiene fijo en dicha operaciéon. Luego, el segundo término del lado derecho
de la ecuacién (3.1.7) debe ser la variacién ocasionada exclusivamente por difusién de los
iones y satisfara una ecuacion del tipo (3.1.5), pero con referencia al centro de la trazadora.

Ya se menciono que lo interesante aqui son las fluctuaciones. Si ademds éstas son muy

pequenas y se toman en cuenta sélo a orden lineal en la ecuacién (3.1.4), resulta

obéng(r, t
ng(tr’ ) =V(t)v,- I‘) Z / d’r/d3r’d3 ”Lkl(r I‘ t— T)Elm(r r")énm(r T)

l,m=1

+gi(r, 1) (3.1.8)

o bién, en notacién matricial,
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* t
—__aéna(tr, ) = V(1) - Vn*(r) — / dT/d3 r’/d3r”L*(r, r',t— 7)EQ@, r")én" (v, )
0

+g*(r, ?) (3.1.9)
en donde
énj(r, 1)
én(r, 1)
'z 1= . (3.1.10)
oy (r, 1)

y similarmente a Vn!(r, t) y g;(r, ?) les corresponden Vni(r, t) y g*(r, t), (lo mismo se
hace para Vugx(r) de la ec. (3.1.4) al cual se le asocia Vur ). De esta forma, se observa
que las variables del problema son V(t) y én*(r, ?) y es necesario resolver las ecuaciones
acopladas (3.1.4) y (3.1.9). El asterisco en L* indica que ésta matriz esta referida al sistema
de referencia de la trazadora y es en general diferente de L que estd referida al sistema de
referencia del laboratorio, lo cual no sucede con la matriz E.

El resolver la ecuacién (3.1.9) para én*(r, t) y sustituir en la ecuacién (3.1.4), es a
lo que se llama un proceso de "contraccién de la descripcion", el cual consiste en general
en la eliminacion de algunas de las variables originales de un problema, de manera que la
descripcion después de este proceso se hace mediante un mimero mas reducido de variables.
En el caso presente, la iinica variable que permanece después del proceso es V(t) y como
consecuencia de ello, se obtiene la ecuacién de Langevin generalizada que servird de base
al presente trabajo. Esta derivacion fué desarrollada en su forma mads general en la tésis
doctoral de A. Vizcarra-Rendén(!%). Sin embargo, a manera de ejercicio, y para referencias
posteriores, se resumiran aqui los elementos mas importantes de dicha derivacion.

Es posible simplificar ain mdas la notacidon, lo que facilita en gran medida dicha
derivacion y el trabajo posterior.

Si se toma a éni(r, t) en la ecuacién (3.1.8) como un vector de dimensién infinita con

argumento continuo r, dicha ecuacién corresponde a un proceso limite. Supéngase que se
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divide todo el espacio en celdas de tamanio A V'y que se localiza cada celda con la variable

discreta r;, luego, las fluctuaciones énj (r;, t) son los elementos del vector

673;(1'1,0
sni(f) = | Om(r2d) | (3.1.11)

y se hace algo similar para gi(r, t), Vn.?(r) y las matrices L' y E. De esta forma, las
ecuaciones (3.1.8) se pueden expresar matricialmente como
oém* ()

—5;— = V() V- /0 drL*(t— 7)o Eo én’(7) + g" (%) (3.1.12)

en donde se ha definido el nuevo producto matricial indicado por (o) ,el cual se aplica a
los vectores y matrices de orden infinito involucrados. En el limyy o, se recuperan las
ecuaciones (3.1.8). En lo sucesivo se utilizard frecuentemente esta notacién, y cuando se
requieran las expresiones en su forma especifica por componentes, solo debe visualizarse
que al aplicar el proceso limite, cada multiplicacién matricial de este tipo, equivale a una

operacion de integracion sobre la variable continua r y sumatoria sobre la variable discreta

1, es decir

(o)<:=>z;:/d3r.

Las ecuaciones acopladas (3.1.4) y (3.1.8) pueden presentarse en una forma compacta

utilizando esta nueva notacién. Sea a(t) el vector con componentes

0= (h)

Dicho vector satisface una ecuacién de Langevin multivariada, la cual contiene a ambas
ecuaciones (3.1.4) y (3.1.8), como se mostrard enseguida. Conforme a lo expuesto en el

capitulo anterior, ésta serd una ecuacién del tipo

da(t) ,
= —Ha()+f(1 (3.1.13)

conH =-L'E y E'¢ =1

23



Si la matriz L' tiene tanto términos mecanicos como disipativos, se puede descomponer
en su parte antisimétrica L' y su simétrica L'*, que los contienen respectivamente. Luego,
como L/ = L’ + ", la ecuacién (3.1.13) serd en éste caso

da(t)

— - =L Fa(t) - L"E'a(t) + (1) (3.1.14)

Para el caso presente, dado que la ec. (3.1.8) exhibe memoria, se tiene para a(f) un proceso
no markoviano, ademas de que los productos matriciales deben referirse a la nueva notacion,
de modo que es necesario modificar adecuadamente la ecuacion anterior, quedando al hacer

esto como

dat) _ _

2 L0 Ea(t) — /OtL'*’(t— 7)o E oa(r)dr + f (), (3.1.15)

con su relacién de fluctuacién-disipacién asociada, dada por

(f(HFT(0)) = L(4). (3.1.16)

La correspondencia entre la ec. (3.1.15) y las ecs. (3.1.4) y (3.1.8), se puede hacer identi-

ficando como sigue:

(3.1.17)
: . X : : ¢ 5
L°FE = ( 0 . MVU_T> : Ls(t_ T)E — %!—(5(t— T)I 0
—Vn 0 0 L'(t—71)oE
y en particular, esto se satisface para
(3.1.18)
' 0 LooVur " 2¢ b
L'e = M= — g S(4_ ) — rkpT6(t— 7)1 0
<%'%"Vﬂ"" 0 ) I (M 0 L'(t— )
y
, MY 0) (f(t)/M>
E = ( &7 . (=" :
( UO ) ( ) gt(t)
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La propiedad de antisimetria de L' se satisface si

kpT Vn? = —g o Vur (3.1,19)

6 bien

Vur = —kgT o ' o Vn® (3.1.20)

por lo tanto, en notaciéon convencional se debe cumplir que

Vuri(r) = —kBTZ/fr'E,j(r, ') Vnii(r') (3.1.21)
=1

pero ésta es una relaciéon exacta ya conocida en termodinamica estadistica de liquidos
(ecuacién de Wertheim y Lovett), por lo que efectivamente L'® es antisimétrica. De esta
manera, la ecuaciéon (3.1.15) queda dentro del esquema tedrico de Onsager y representa
por lo tanto un proceso estacionario. Se ha demostrado(!¥) en general que basta que
la ecuacion que describe un proceso, tenga la estructura de la ecuacion (3.1.15), para que
éste sea estacionario, lo cual equivale a que se satisfaga la relacion de fluctuaciéon-disipacion

(3.1.16).

En la notacién compacta, las ecuaciones (3.1.4) y (3.1.8) seran

d‘;it) =~ V() + 80 + [Vur] "o 6n’ (1 (3.1.22)
—a%;(t) = V() Vo~ /Othg(t_ T)o Eoén' (1) +g". (3.1.23)

Si se define x*(#) como la solucién de la ecuacién

ox* (1)

ot "/O L'(t— 7)o Eox'(r)dr (3.1.24)

con condicién inicial x*(0) = I, entonces x*(?) es el propagador o funcién de Green de la

ecuacion (3.1.23), cuya solucion, en términos de éste, es
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én*(t) = _K_*(t) o 6n*(0) +/O d’ré"(t — 7)o [Vn- V(1) +g*(7)]. (3.1.25)

Si se realiza el proceso de contraccién, sustituyendo én*(t) en la ecuacién (3.1.22), se

obtiene la ecuacién de Langevin generalizada

———d‘git) — V() +£(f) - /tAth(t— 1) V(7)dr + F"( ) (3.1.26)
0
en donde
F™(t) = [Vur] o é"(t) oén*(0) + /0 [Vur]To _g(t— 7)o g'(T)dT (3.1.27)
y
Azmt(t) = —[Vl_l_'I_\_]TO é*(t) o Vn. (3.1.28)

« nt .
A la funcién de memoria A ( (%) le corresponde la fuerza fluctuante F'(t) y la

relacion de fluctuacién que satisface con la misma, es

—1int

(FM(4)F3™(0)) = ks TAC  (£)bas. (3.1.29)

Si se utilizan las relaciones (3.1.19) y (3.1.20), en la relacién (3.1.28), se obtienen dos
expresiones equivalentes para la funcion de memoria, las cuales se definiran aqui como

versiones I y II, y sus expresiones correspondientes son: en la version I,

—1int

Ay () =B[Vur]Tox'(t)ogo Vur (3.1.30)
en donde 8 = 1/kp T, y para la version II

—int

ACyy (9 = ks TIVR) 0 Eo X' (f) o V. (3.1.31)
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En el caso de una trazadora esférica, la funcién de memoria (3.1.28) es un tensor
diagonal, con elementos idénticos que se denotaran por A(™(#), de modo que

—1int

A¢ (8 = ACM(H] (3.1.32)

en donde I es la matriz identidad.

Se define en este punto a A(™(t) como "friccién dindmica de interaccién" y a su
integral en el tiempo, que se denotard como A(™, se denominard "friccién estdtica de
interacciéon". En la aplicacién a una trazadora esférica cargada, inmersa en un electrolito,
se hablara entonces de "friccién dindmica de electrolito" y "friccién estatica de electrolito"
que se denotardn como A((t) y ACY, respectivamente, y las expresiones (3.1.30); (3.1.31)
dardn lugar a las dos versiones para cada uno de ellos, que se han mencionado al principio
de este trabajo. Ademads, esta aplicacion se hace dentro de las aproximaciones que se han
denominado como aproximacion de Fick modificada AFM y aproximacion de Fick
con desacoplamiento AFD, que se describiran en el capitulo siguiente, resultando por
lo tanto un par de expresiones a evaluar para la friccién dindmica de electrolito en cada
una de ellas y lo mismo sucederd entonces, para la friccién estatica de electrolito como se
podra verificar en la siguiente seccion.

Para finalizar esta seccion, solamente se hace la observacion de que las expresiones
(3.1.30) y (3.1.31) pueden escribirse en una forma mas simétrica si se define a la matriz

G (t) como

G'()=E°x'(9 (3.1.33)

lo cual tendra alguna utilidad en la siguiente seccién. Con la definicién anterior, se tiene

que
—1int
A¢; () =B[Vur]TogoG*(t)ogo Vur (3.1.34)
y
—1nt
Al () = kpT[Vn) " o G*(f) o Vn‘e. (3.1.35)
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3.2 Limite markoviano y friccién estatica de interaccién

En esta seccién se tratan las propiedades de los resultados obtenidos en la seccion
anterior, en el limite de tiempos largos (t — 00), que se conoce como limite markoviano.
El interés de hacer esto, radica en que son éstas las propiedades relativamente mas sencillas
de obtener experimentalmente. Para una particula Browniana libre, dicho limite esta dado
por la condicién t > 75 (75 es el tiempo de relajacién de la velocidad de la particula,
definido en la seccién 2.2). En el caso presente, se consideran interacciones, lo que origina

int
una escala de tiempo adicional, asociada al decaimiento de la funcién AZ (t) o bien,
al tiempo de relajacion de las fluctuaciones en la concentraciéon local de particulas con
quienes la trazadora interacttia. Si se denota este tiempo de interaccién como 7', en este
caso hablar del limite markoviano significa ¢ > 7" y el régimen de tiempos cortos queda

expresado como 13 € t <K T,

En el limite markoviano la ecuaciéon de Langevin se puede escribir como

dv t «0 —1nt .
—d—i—) =—C -V +1£(t)—A¢C - V() +F %) (3.2.1)
con
—int o —nt
AC = / atac () (3.2.2)
0
—1nt
esto es a causa de que para t > 7" A( (t— 7) de la ecuacién (3.1.26), es diferente de

—nt
cero solamente para un intervalo muy pequeno (t— 7) &~ 7', por lo que A{ (t— 7) =~
—int
A(¢ 26(t— 7) y segin la relacién de fluctuacién-disipacién, F}*(#) serd un ruido blanco
al igual que f(t). La ecuacién (3.2.1) puede entonces escribirse como

VY _ 7

M= =~ V() + F() (3.2.3

—~1nt

C 0.t «—0
con ( =( +A¢ y F(t) =1(t) + F(4).
—int
Por lo tanto en el limite markoviano A{  produce una contribucién al tensor de

friccién total.
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—1int

La expresién formal para A( , de acuerdo a (3.1.28) y (3.2.2), estd dada por

—nt

A( =-Vurox' oVn“ (3.2.4)

en donde

X = / h dy* (1). (3.2.5)

0

y del mismo modo que en el caso dindmico, si se utilizan las relaciones (3.1.19) y (3.1.20)
—int

en la relacién (3.2.4), se obtienen dos expresiones equivalentes para A(

—nt
A¢; =pB[Vur Tox‘ogoVu_T (3.2.6)
y
—int
Al () = kBﬂVgeq]Togo_x‘(t)ng‘q, (3.2.7)

que se identifican también como versién I y versiéon II. Es conveniente ahora, hacer un

breve analisis sobre x*(#). Como debe recordarse, x*(?) es solucién de

) t
TR _/0 L'(f)oEo x'(f)d? (3.2.8)

con x*(t=0) = L. Ahora, si se integra en el tiempo dicha ecuacién de (0 a 0o), se encuentra

que X es solucion de

(3.2.9)

IS
o]
llo
o
lI><,
I
| e

en donde

Py :/ L' (#)dt.
0
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La ecuacién (3.2.9) puede tambien ser escrita como

L'oG'=1 (3.2.10)

en donde

G -

li=
1<

ox". (3.2.11)

que no es otra cosa que la integral temporal de la matriz G*() definida en (3.1.33). De

esta forma, las expresiones (3.2.6) y (3.2.7) quedan en terminos de G como

—1int
Al =B (Vur) ogoG'ogoVur (3.2.12)
para la version I, y
—~nt
ACy =kpT(Vn?) 0 G o Vn, (3.2.13)

para la version II. De acuerdo a (3.2.12), lo que se necesita para la evaluacién en la versién
I es: los potenciales de interaccion entre los diferentes tipos de iones con la trazadora,
la matriz de correlaciénes estatica de las fluctuaciones en las concentraciones locales de
los iones, o, y la matriz L* (ya que G* = (L*)"!). Por su parte, para la versién II
se necesita solamente conocer las concentraciones locales de los distintos tipos de iones
alrededor de la trazadora y la matriz L* ; lo interesante en este caso, y que es lo que
justifica la introduccién de la definicion de G*, es que puede verse claramente, que se
ha eliminado la dependencia en o. Para fines de aplicacion, es posible conocer para el
primer caso los potenciales de interaccién y las correlaciones de las fluctuaciones en las
concentraciones, y las concentraciones locales de equilibrio para el otro, al menos dentro
de ciertas aproximaciones. Lo tnico que hace falta es determinar la matriz L*, que atin no
se ha definido, y esto es lo que se hara en el siguiente capitulo. Una vez que se especifique
la matriz L*, la versién II debe proporcionar un resultado mas correcto que la version I,
ya que en ésta tultima, es necesario conocer también a oy (r,r’') lo cual es dificil, puesto
que se trata de una funcién de correlacién de tres cuerpos y lo que se hace comunmente,

es suponer para su calculo la aproximacién de homogeneidad (se ignora la presencia de
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uno de los cuerpos), de manera que contiene una aproximacion adicional con respecto a la
version I1.
—int
Para el caso de una trazadora esférica, A( es un tensor diagonal con elementos
idénticos AC'™, por lo tanto
—nt )
Al = AC™]
en donde I es la matriz identidad. De esta forma, se hara referencia a A(™ como "friccién
estatica de interaccion".

En particular, para el caso de la trazadora esférica cargada, inmersa en un electrolito,
se hara referencia especificamente a A(? como "friccién estdtica de electrolito", y las
expresiones (3.2.6) y (3.2.7) (6 bien, (3.2.12) y (3.2.13)), originaran las dos versiones que
se han mencionado anteriormente para la misma.

Se puede apreciar que la teoria presentada en este capitulo es muy general, y se puede
verificar su alcance en las referencias relacionadas directamente con la misma, que se pro-
porcionan al final de este trabajo’ !9, en donde se ha utilizado para diversas aplicaciones
dentro de aproximaciones especificas. En varios casos se han reproducido resultados in-
teresantes ya reportados en la literatura, que habian sido obtenidos aisladamente por otros
autores y en otros casos se han obtenido resultados originales atin no proporcionados por
otras teorias ¢ verificados experimentalmente. En el capitulo 5 se observard algo similar
cuando se aplique la teoria en cuestién, al calculo de la fricciéon dindmica y friccién estatica
de electrolito, dentro de las aproximaciones AFM y AFD. Por lo pronto, en el capitulo

siguiente se describe el esquema de aproximaciones que se emplearan en este trabajo.
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CAPITULO 4. APROXIMACIONES GENERALES.

Hasta ahora, solamente hace falta definir explicitamente a la matriz de Onsager L*
dentro del formalismo tedrico que se ha presentado en el capitulo anterior, para que se
pueda utilizar en aplicaciones especificas. Por ejemplo, en el calculo tanto de la friccion
dindmica de interaccién para una trazadora esférica, como de la friccién estatica de inter-
accién respectiva. Mediante la relacién de Stokes-Einstein para el coeficiente de difusién
[D = KpT/(¢* + A('™)] en términos del coeficiente de friccién del solvente ¢* y del co-
eficiente de friccién de interaccién A(™ y la relacién de Einstein para el desplazamiento
cuadratico promedio de la trazadora ((|AR/|?) = 6Dt) , se puede conocer el efecto que
tienen las interacciones en el movimiento difusivo de la trazadora. En este capitulo se
describe un conjunto particular de aproximaciones que se pueden utilizar con fines de
aplicacidn, y las cuales se utilizardn en la obtencién de los resultados que se mostraran
en el siguiente capitulo, para la friccion dindmica de electrolito y la friccién estatica de

electrolito.

En la siguiente seccién se definira el nivel de aproximacién que se llamara aqui apro-
ximaciéon de Fick, que no es otra cosa que la ley de Fick de difusién adecuadamente
aplicada para describir las fluctuaciones en la concentracién de las particulas que rodean
a la trazadora (de los iones del electrolito alrededor de la particula cargada, en el caso de
friccién de electrolito). En dicha seccién se definird la aproximacién de Fick para el caso
en que la trazadora estd fija. Sin embargo, nos interesa poder describir, aunque sea de
una manera aproximada, la difusién de las particulas alrededor de la trazadora, desde un
sistema de referencia fijo en la trazadora, cuando ésta ejecuta movimiento browniano, que
es lo que se ha indicado por el asterisco en L* y x*(r,r’; f). En la seccién 4.2 se presenta
una aproximaciéon para L* que no es otra cosa que una modificaciéon del resultado para L

presentado en la seccién 4.1, y que serd referido como aproximaciéon de Fick modificada
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(AFM). En la seccién 4.3, se presenta otra aproximacion alternativa de la relacién entre
x'(t) y x(%), a la que se lamara aqui aproximacién de Fick con desacoplamiento (AFD).
Estas dos aproximaciones generales (AFM y AFD) seran aplicadas en el siguiente capitulo

al problema de la friccién de electrolito.

4.1 Aproximacién de Fick (AF).

En un sistema de referencia fijo al laboratorio, la ecuaciéon de continuidad para la

concentracién local de iones tipo %, viene dada por

oni(x, t) B

5 ~V - ji(x, 1) (4.1.1)

y conforme a las leyes de la termodindmica irreversible lineal, en su forma mas general la

corriente de particulas, j;(x, t) estd dada por

ix ) =) [~ ey [ daButex )V, 0 (4.1.2)
0 k=1

en donde pi(, ?) es el perfil instantdneo del potencial electroquimico local de la especie k,

y Bi(x,1', t) es una movilidad generalizada. En su forma comiin, se supone para la ley de

Fick que
Bi(x, X', t) = bx26()6(x — x). (4.1.3)
Luego,
3%, ) = —ma(x, ) > by Vik(x, #). (4.1.4)
k=1

Por lo tanto, la ecuacién (3.1.1) puede ser escrita, dentro de esta aproximacién, como

ani (X, t)

57 =V s (%, 1) Z bV (x, t) (4.1.5)

k=1
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Las movilidades constantes b; forman un conjunto de coeficientes fenomenoldgicos que
deben proporcionarse experimentalmente. En ausencia de interacciones hidrodindmicas
y acoplamientos dindmicos entre las distintas especies i6nicas, una aproximacion que es
exacta en el limite de dilucién infinita, en el régimen de tiempos cortos (73 < t < 7'™)
y en el limite hidrodindmico, estd dada por by = b6 con b} = 1/¢;, en donde (] es el
coeficiente de friccién de Stokes de la especie 1, es decir, (] = 67na;, siendo a; el radio de
las particulas tipo 1, y 7 el coeficiente de viscosidad del solvente en que estan inmersas.

Con esta simplificacion, que se adoptara para todos los desarrollos posteriores, la

ecuacion de difusién queda como

on,(x, t)

T DV - ni(x, )VBui(x, t) (4.1.6)

con D} =kpT/(; y B =1/kgT. En particular, en equilibrio termodinamico,

() =nfx)  ; ulx, B) = = cte. (4.1.7)

Si se lineariza la ecuacion de difusién alrededor de estos valores de equilibrio, con én,(x, t) =

ni(x,t) — ni(x) y  68ui(x, t) = Bui(x, t) — Buil, resulta

86ni(x, t)

e DV - it (x)VEBui(x, t) — gi(x, 1) (4.1.8)
en donde se ha agregado la contribucién aleatoria g;(x, t) a los flujos difusivos. Como

1i(x, t) depende de t sélo a través de n;(x, t), entonces

3671,6(:(» t) — D?V . n:‘l(x)V Z/dafE,E;j(x,xl)(s'fg(X,, t) _ g,-(x, t) (419)
Fel

en donde

(4.1.10)

E,‘]‘(X,X’) — l:wjl )

;i (x')

Si se comparan las ecuaciones (4.1.9) y (3.1.5) se encuentra entonces que la matriz L esta
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dada por

Ly(x,x',t) = =DV - n{(x)V(x — x')5;26(%). (4.1.11)

De ésta forma queda determinada L de acuerdo a la ley de Fick de difusién. Es pre-
cisamente a esta definicién de la matriz L a lo que se deberia referir propiamente como
aproximacién de Fick. Sin embargo, con el uso directo de la ley de Fick, las posibilidades de
calculo de A¢® en aplicaciones particulares parecen ser muy complicadas debido al factor
n;?(x), que debe ser conocido en presencia del campo de la trazadora. Se puede considerar
entonces una aproximacion mas simple, la cual consiste en despreciar el efecto que tiene
la influencia de la trazadora en la expresién anterior para L;(x,x’), de tal forma que la
dependencia en x y x’ serd mediante |x —x'|, y deberd sustituirse n{?(x) en dicha expresién,
por su valor de bulto #; = n?. Esto corresponde a calcular n{?(x) no en presencia de la
trazadora, sino como corresponde a un fluido homogéneo. De esta forma, con la anterior
aproximacion de homogeneidad incluida, la expresién para los elementos de la matriz L

sera,

Li(Jx — x|, §) = = D16, 26() V26(|x — X'|), (4.1.12)

y seré al uso de esta expresion a lo que se identificard en este trabajo como aproximacion

de Fick (AF), entendiendo que lleva implicita la aproximaciéon de homogeneidad.
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4.2 Aproximacién de Fick modificada (AFM)

Con respecto al sistema de referencia fijo a la trazadora, se ha visto (ec. 3.1.7) que la

variacion en el tiempo de én}(r, t) esta dada por

9émi(r, t) -
ot

o6ni(r, t)
ot dif usivo

en donde el segundo término del lado derecho satisface una ecuacion del tipo (4.1.9),

Vasi(r) - V(1) + [

excepto que el coeficiente de difusion, estara ahora referido al sistema de referencia de la
trazadora, por lo que es necesaria una "modificaciéon" en el coeficiente de difusién libre de
los iones que aparece en la ley de Fick, lo cual se distinguira por un asterisco, es decir, se
utilizara D} en vez de Dy, lo que significard que de alguna forma se estd tomando en cuenta
el movimiento de la trazadora. Por lo tanto, es necesario ahora, definir de algin modo a
D?, y una forma de hacerlo se puede realizar mediante el sencillo andlisis siguiente: de
acuerdo a la notacién que se ha venido utilizando, la posiciéon de un ién tipo ¢ respecto de
la trazadora a un tiempo dado, estd dada por el vector r; = x; — x7 en donde x7 y X; son
la posicién de la trazadora y del ién respectivamente, con relacion al sistema de referencia
fijo en el laboratorio. De modo que un desplazamiento del i6n respecto de la trazadora
estd dado por Ar; = Ax; — Axr, y su desplazamiento cuadrético medio sera (|Ar,|?) =
(|Axi|?) + (|Ax7l*), en donde se ha despreciado la correlaciéon de los desplazamientos
respecto del sistema de referencia del laboratorio. Si se utiliza el resultado de Einstein para
el desplazamiento cuadratico promedio de una particula browniana en difusién libre, cuya
posicion a un tiempo dado estd determinada por el vector R en algin sistema de referencia
especifico, el resultado de Einstein puede ser expresado como (|JAR(%)|?) = 6D°t, en
donde D° es el coeficiente de difusién libre de la particula. Combinando las dos relaciones
anteriores, se llega a la expresién D} = D7 + D7 para el coeficiente de difusién libre de
un ién tipo 4, en el sistema de referencia de la trazadora, en funcién de los coeficientes de
difusién libre del mismo i6n, D7, y el de la trazadora, D%, respecto del sistema de referencia
del laboratorio. Una vez que se ha definido D}, en el contexto especifico anterior, se tiene

que la ecuacién que satisfacen las fluctuaciones en las concentraciones de iones estd dada
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por

o6t (r, t)

. e * € 3 7 / )
T Vrii(r)- V() + D;V - % (r)V ;/d 7 Ey(r,r")én;(r, t)

+9: (r, 1) (4.2.1)

de manera que si se comparan las ecuaciones (3.1.8) y (4.2.1), se encuentra que

L (r,r',8) = =DV - n(r)Vé(r — r')6,;26(¢). (4.2.2)

* o o

con D} = D + D7.
En forma anéloga a lo que se hizo al final de la secciéon anterior, si por razones de
simplicidad en los cdlculos, se adopta la aproximacién de homogeneidad en la expresion

(4.2.2), la expresiéon correspondiente serd

Ly(Jr — r'|, ) = =D} 1:6,;26()V*6(|r — ') (4.2.3)

Al uso de esta expresién dentro del formalismo, es a lo que aqui se define como aproxi-
macion de Fick modificada AFM, la cual se utilizard en la obtencién de los resultados

analiticos que se presentan en el capitulo siguiente.

4.3 Aproximacién de Fick con desacoplamiento (AFD).

Una forma alternativa de establecer una conexién entre las propiedades que describen
la difusion de las particulas alrededor de la trazadora, vistas desde el sistema de referencia
de ésta (L*(t), x*(?), etc.), y vistas desde el laboratorio (L(?), x(?), etc.), es la siguiente.

Es posible expresar el propagador (6 funcién Green) x*(t), de la ecuacién general de
evolucién de én(r, t) [ec. (3.1.5)], que estd referido al sistema fijo a la trazadora, en funcién
del propagador respecto del sistema de referencia del laboratorio y es en éste tultimo en

donde debera ahora introducirse las aproximaciones. Esto puede hacerse modificando el
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propagador (o su transformada de Fourier) mediante la aproximacién que se define aqui
como aproximacion de desacoplamiento, que enseguida se presenta en forma explicita.

En términos de x*(?) la solucién general de la ecuacién (3.1.5) estd dada por

' (e, 8 = g(t) o én*(0) +/0 _g(t— 7)o [Vn V(1) + g'(7)] (4.3.1)

si se multiplica a la derecha por én*7(0) y se toma el promedio de ensamble de equilibrio, se
obtiene la funcién de correlacién temporal de dichas fluctuaciones, C*(t) = (én*(¢)én*7(0)),

la cual queda como

C()=x(H)og (4.3.2)

con g = (6n*(0)én*7(0)).
Por otro lado, de su propia definicion,
Cop(r, ', t) = (ng(r, Ynj(r, 0)) — ngl(r)ng' (r') (4.3.3)

y si se supone ahora la aproximacién de homogeneidad en la expresién anterior, entonces

Crs(r, ', ) = Cis(|r — 1’|, 1), por lo tanto, se puede utilizar la expresién

/ _ 1 37, ik-(r—r')
Cualr ¥, = s / Fre* T Ok, 1) (4.3.4)
con
Cos(k, t) = (nt(k, Ong(—k,0)) — niing?(2m)*8(k) (4.3.5)
Yy
n,(k, t) = /dsk:e—”;'rn;(r, i (4.3.6)

Por otro lado, ya se ha visto que la variable dindmica n (r, t) puede ser escrita como

No
ny(r, 8) = > 8(r — i (9)),
=1
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de modo que

Nq Nﬂ .
gk, ) = (33 e 0570 _ peanca (26 (k) (4.3.7)
i=1 j=1
y como r§ ¥) = xl'/)(t) — x7(t), entonces, para k # 0
N,

ﬂ
Ok, 1) = -*AXTUZZ e (9% )y (4.3.8)
=1 j=1

Es en esta parte en donde se utiliza la aproximacion que se define aqi como aproxi-
macion de desacoplamiento, la cual consiste en suponer que el movimiento difusivo de
la trazadora y el de los iones son independientes, y por lo tanto se puede descorrelacionar

el producto de funciones en la expresién anterior para Cf5, quedando ésta como

N, N

C*aﬁ(k*t) ~zkAxT(t) Zzetk [x (t) x(ﬂ)(O)]> (439)

1=1 j=1

en donde (e‘i’;"“xﬂt)) es el propagador de difusién de trazadora, que se denotara por x7(k, t)
y el otro término de la derecha en la ecuacién anterior tiene la misma forma que C};(k, 1)

para k # 0, pero con relacion al sistema de referencia del laboratorio, denotado ésto por

la ausencia del asterisco, de manera que

N, Ng

Cas(b, ) =D e w7 (0-x2 O]y (4.3.10)

=1 j=1
es la funcién de correlacion temporal de las fluctuaciones en las concentraciones locales

de iones, respecto del sistema de referencia del laboratorio. De esta forma, la ecuacién

(4.3.10) se expresa como

= x1(k, t)Cap(k, ?). (4.3.11)

Si se utilizan las relaciones para Cj;(k, t) y Cas(k, t) en términos de los propagadores para
el sistema de referencia de la trazadora x};(?) y del laboratorio x,s(?) respectivamente, se

encuentra una relacién similar entre los propagadores, cuya expresion es
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Xop(k, 1) = x7(k, )Xas (K, 1) (4.3.12)

Esta ecuacién resume, por lo tanto, lo que denominaremos como aproximacion de de-

sacoplamiento.

El uso de la gproximacién de desacoplamiento requiere de reescribir las dos expresiones
exactas para Azmt( t), ecuaciones (3.1.30) y (3.1.31), en términos de x;,;(k, t). Suponiendo
que tanto xg4(r,r’, ) como Eus(r,r') y o(r,r’) dependen solo de |r — r| (aproximacién
de homogeneidad), no es dificil mostrar que dichas ecuaciones se pueden escribir, respec-

tivamente, como (se utilizard un simbolo (e) como superindice para distinguirlas de las

expresiones correspondientes en AFM),

A ()= L / &k Z Raf T (k) x5 (k, )5, (k)£ (— ) (4.3.13)
(2 ) a,,7,=1
AT ) = (';B; / &k Z 7l (k) Bap (k) (. 7, £ (—K) (4.3.14)
a,B,71,=1
en donde
£ (k) = /dsr ™ TV (1)
y

£7) (k) = /dare’k'thTa(r)

son las transformadas de fourier (T. F.) de Vur,(r) y Vhr,(r), respectivamente. Simi-

larmente, X};(k, ?), 05,(k), y ha(k) sonlas T.F. de x;;(7, 1), 05,(r) y hra(r) respec-

tivamente, en donde h7,(r) = ﬁﬁngl — 1, y por supuesto, se satisface que o(k)E(k) = 1.
Puesto que tanto urq (k) como o43(k) y ha(k) son propiedades estaticas de equilibrio,

las cuales pueden ser determinadas por teorias termodindmico-estadisticas, lo tinico que

queda por determinar en las ecuaciones (4.3.13) y (4.3.14), es el propagador x!;(k, t). Es
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aqui en donde se puede introducir la aproximacién de desacoplamiento, ec. (4.3.12), lo

cual conduce, finalmente, a las siguientes expresiones para A(*“ (%),

0= g [ Y R, Oxaah, 9o ()l (43.15)
a,B,7,=1

Gr=2t / ”, Z naf( (k) Eas (K)x1(k, ) x5, (k, 2,857 (—K).  (4.3.16)

" -~ (27)3 0/37=1n"a aB\F)XT\R, B)Xy (R, 1Ty '

De esta forma, la aproximacién de desacoplamiento permite escribir a A(™(t) en
términos de los propagadores de difusién de trazadora, xr(k, t), y de difusién colectiva,
Xag (K, t), ambos referidos al sistema de referencia del laboratorio. En relacién con x.z(k, t),
ya en la seccion anterior se introdujo explicitamente una aproximacion, la aproximacion
de Fick. En efecto, la ecuacién de difusién para én,(Z, t)) en el sistema de referencia del

laboratorio esta dada por la ecuacién (4.1.9), cuyo propagador tiene la forma

Xas(k, ) = [e"“zL“*Wk) ‘] , (4.3.17)

con Log = D2 0a3N,. Esta es la aproximacién de Fick para x.s(k, t), la cual sera utilizada
en las ecuaciones (4.1.15) y (4.1.16). Finalmente, solo queda definir una aproximacion para
el propagador de difusién de trazador xr(k, t), para lo que se utilizara aqui la aproximacion

de tiempos cortos, de acuerdo con la cual,

xr(k, f) ~ e ¥Prt, (4.3.18)

De esta forma, concretamente, al uso de esta aproximacién para xrp(k, t), junto con la
aproximacién de Fick para x,s(k, t) en la expresién aproximada para el desacoplamiento,
expresion (3.3.12), es a lo que se define en este trabajo como aprorimacion de Fick con
desacoplamiento (AFD).

En resiumen, mediante el uso de las aproximaciones que se han especificado en este
capitulo, se muestran enseguida las expresiones generales que deberan evaluarse si se desea

realizar la aplicacién a algiin sistema en particular.
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En la aproximacién de Fick modificada (AFM),

Az;nt(t) GEE / &’k 'af(a“)T(k)[e_kzL'E(k)‘]aﬁ057(k)ﬁ7f(7“)(—k) (4.3.19)
aﬁm

A?izt(t) (’;B;"; / d*k Z faf T (k) Eap (k) [e ¥V E® 5 7 60 (<k).  (4.3.20)
a,B,7,=

con L5 = 6ap Dy Na, en donde Df, = D;, + D7, segiin se ha definido en la seccién 4.2.

-

En la aproximacién de Fick con desacoplamiento (AFD),

AW = o / &k Z RafT (k) e D3 LBOY o (k)i 00 (— k) (4.3.21)
a,3,7,=1
Az;;nt(t (2 )3 /dsk Z n f(n)T(k)EaB(k)e—kzD" [ —k?LE(k) t] 77L~,f(n)( k) (4322)

a,B,7,=

con Lag = 60 Do Na.

En el capitulo siguiente, se presentan los resultados que proporcionan las cuatro expre-
siones anteriores, para la friccién dindmica de electrolito (y sus integrales respectivas), en
su aplicacion al caso de una trazadora esférica, cargada, inmersa en un electrolito, dentro
de la aproximacién de Debye-Hiickel para las propiedades estdticas, las cuales se definiran
en forma precisa en el mismo capitulo. De los resultados mencionados, la versién II de am-
bas aproximaciones AFM y AFD, asi como la friccion estatica de electrolito para la version
II, en AFD, son resultados que se obtienen por vez primera en esta tésis y constituyen por

lo tanto, una de las aportaciones mas relevantes de este trabajo.
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CAPITULO 5. APLICACION A UNA TRAZADORA ESFERICA,
CARGADA, INMERSA EN UN ELECTROLITO

El objetivo de este capitulo es mostrar el conjunto completo de resultados analiticos
que se han generado para la fricciéon dindmica y la friccién estatica de electrolito, al aplicar
la teoria desarrollada en el capitulo 2, al caso de una trazadora esférica, cargada, inmersa
en un electrolito con cualquier mimero de especies i6nicas, particularmente dentro de las
aproximaciones AFM y AFD que se han definido en el capitulo anterior, y dentro del
limite de Debye- Hiickel. Las interacciones entre la trazadora y los iones, en este caso,
son de tipo electrostdtico. Para hacer referencia a este sistema particular de estudio,
se denotardn a la friccion dinamica de electrolito y friccion estatica de electrolito
como A((t) y ACY, repectivamente. En su momento, se indicard también la versién
de que se trate (I 6 II), asi como la aproximacién utilizada (AFM 6 AFD). Como ya
se ha senalado anteriormente, algunos de los resultados analiticos presentados aqui son

originales, y constituyen la principal aportacién de éste trabajo. Dichos resultados se iran

indicando en su oportunidad.

5.1 Propiedades estaticas.

Las ecuaciones (4.3.19)-(4.3.22) requieren para su aplicacién en algiin sistema es-
pecifico, del cdlculo previo de sus propiedades estaticas. Para ésto, se deben definir primero
los potenciales de interaccion, entre la trazadora y las demas particulas a su alrededor, y
entre estas particulas entre si. Puesto que el sistema de interés en este caso, consiste en una
solucién iénica en la que se difunde una particula trazadora esférica cargada, se pueden

describir las interacciones correspondientes (trazadora-ién y i6n-ién), dentro del llamado
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modelo primitivo. Este modelo supone que la trazadora y los iones pequenos pueden
representarse como esferas duras cargadas, inmersas en un medio uniforme de constante
dielectrica € (el solvente). Si ademds se supone que el tamano de los iones pequeiios es
despreciable comparado con el de la trazadora, los potenciales de interaccién trazadora-ion
y i6n-i6n, que se denotaran como ur, (para un ién tipo @), y u.s (para iones tipo a y ),

respectivamente, pueden ser escritos como

Q19 ;
wra(T) ={ o T2 (5.1.1)
o0, r<a
b4
qaq,
Uas(T) = ﬂf’ (5.1.2)

en donde Q1 y ¢, son las cargas de la trazadora y de un ién tipo «, respectivamente, y a
es el radio de la trazadora.

Una vez definidos estos potenciales, se puede recurrir a alguna teoria termodinamico-
estadistica que proporcione de manera aproximada expresiones para ng(r) y o5;(r). Para
el sistema de interés, la mas sencilla de tales aproximaciones es la referida como de Debye-

Hiickel('®) | de acuerdo con la cual, nf(r) y af[,(r) estan dadas por(!?

,BQTQQ e—x(rAa)
e(l+ka) r

nd(r) = ﬂa(l - )@(r —a) (5.1.3)

en donde O(r — a) es la funcién de Heaviside, y por su parte,

7Bs(r) = (Ra) ¥ (7)1 8056(7) + RaTighas(r) (5.1.4)

en donde

,BQQ e—n‘r
has(r) = ==L =—.

1.5
; . (5.1.5)

Estas expresiones para nii(r) y hog(r) han sido utilizadas con anterioridad en este mismo

contexto (ver por ej. la ref. 10), por lo que aqui no se abundard en su derivacién.
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Con las propiedades estaticas proporcionadas por las ecuaciones (5.1.3)-(5.1.5), las
transformadas de Fourier (T.F.) de Vura(r) y Vhre(r), requeridas por las ecuaciones
(4.3.19)-(4.3.22), que se han denotado en las mismas ecuaciones como f(au)(k) y ff,")(k),

respectivamente, estan dadas por

£ (k) = _4”?”" se:§l;a) k (5.1.6)
y
47y N K
£ (k) = 6(;%?:3) D) [cos(ka) + Esen(ka)]k. (5.1.7)

De esta forma, se estd ya en posibilidades de realizar una evaluacion directa. Antes de hacer
ésto, podra verse en la siguiente seccién, que es de gran ayuda utilizar las transformadas de
Laplace de dichas expresiones, las cuales se pueden escribir en forma compacta haciendo

uso de algunas definiciones apropiadas que se exponen a continuacién.

5.2 Fricciéon dinamica de electrolito.

Con el proposito de simplificar los calculos de la friccion dinamica de electrolito, es
necesario ahora introducir algunas definiciones, lo cual facilitara el tratamiento analitico
del problema.

Sean N2 y S(k) las matrices cuyos elementos estan dados por

—

N2, = nlbeg (5.2.1)
y
3 %
Sap(k) = bap + &N hap(k) (5.2.2)
de tal forma que
1 1
Uag(k) = ﬁZ,Saﬁ(k) ‘5 (523)



o bien

o(k) = N2S(k)Nz. (5.2.3)

Si ademds se define a la matriz D* como

1

D' = (%
T

)JN"2L*N "2, (5.2.4)

con

Lt — L* en AFM,;
~ | L en AFD,

en donde es conveniente volver a enfatizar, que L y L* son las matrices que se han definido
en el capitulo 4, como las matrices cuyos elementos estan dados por L,3 = Dodasn, y

L5 = Dg6apNa, respectivamente. De esta forma, se tiene entonces, similarmente, que

x D* en AFM; '
= . 9.2.5
D" —{ D en AFD. (5:2:5)
Se define tambien a x*(t) como
X (f) = [e*k’L‘f‘W] . (5.2.6)

Se puede demostrar (lo cual se hara en el apéndice A) que es posible escribir a x*(t) como

X*(t) = N2 [e D7t (OSN3, (5.2.7)

Al sustituir (5.2.7) en las expresiones (4.3.19)-(4.3.22), teniendo en cuenta la relacién
(5.2.5), y al obtener posteriormente sus transformadas de Laplace (T.L.), las cuales se

denotaran por Agffn(z), y A9 (2), respectivamente, se obtienen las expresiones que se

exponen enseguida.
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Para la aproximacion de Fick modificada (AFM),

AGe) = 5oy [ EHGIEFOT08)o (S +D7) o (50 F)

AGII(Z) = 3(%55 /d3k(%)F(n)To (S+D*) o F(

mientras que dentro de la aproximacién de Fick con desacoplamiento (AFD),

@) = 3 )3/d3k( )(FOT08) 0 (54 D) o (S o F)

A<;$<z>=§(—2%/ K)o (84 D) F o B

en donde
FO (k) = 72 £ (k)
FM(k) = ni £ (k),
. z ¥ 5
DQﬁ - Do 6Qﬁa
y
2z D°

= il
e+ Dy

en las expresiones anteriores, 2, = k?D%.

(5.2.8)

(5.2.9)

(5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)

(5.2.13)

(5.2.14)

El procedimiento de evaluacién de A(®(%) a partir de cualquiera de las expresiones

(5.2.8)-(5.2.11) para A(%(z), es muy similar. A manera de ilustracién, se mostraran ahora

los pasos mds esenciales, al desarrollarlos para el caso de la expresién (5.2.9), para cuyo

proposito es conveniente reescribir dicha expresion, de manera que

47



B

AC;II(Z) = 3(271_)3

/d3k(1)F(">To (S + D) o . (5.2.9)
VA

Para esta expresion, lo primero que se debe calcular es en realidad hr1,(k), ya que la (T.F.)

de Vhp(r), denotada como fc(,") (k), no es otra cosa que

F(k) = —ikhra(k), (5.2.16)

y como hpo(r) = (n (r)/Re) — 1, con ni (r) dado por (5.1.3), se encuentra que hr, (k)

esta dada por

43Q1qa 1

hra(k) = - e(1 + Ka) (k? + K?)

[cos(ka) + %sen(ka)] (5.2.16')

de modo que al sustituir (5.2.16") en (5.2.16), se encuentra la expresién (5.1.7) dada an-

ticipadamente para f{” (k). Del mismo modo, conforme a (5.2.13) y (5.2.16),

F () = —ikiZhra(k). (5.2.17)

Por otro lado, uno de los pasos mas importantes dentro del calculo en cuestion, es la
inversién de la matriz (S + D*). Como se mostrara en el apéndice A, el resultado de dicha

inversion es

P V(k/K) " :
S+D"H'=r +1—7(k/n)<r|1’*(r>“r>< r|I’ (5.2.18)

en donde para este caso, la matriz I'* se define como

bap
™ = —— 5.2.19
(M) = 25 (5.2.19)

o
z D%

y la funcién ~(k/k) esté definida por

1

mientras que |r > es un vector cuyas componentes son
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(M) 1 da
_ 1
(ZZ:I Naqi)?

de modo que < 7|r >=1. Una vez que se tiene a F(" (k) dado por (5.2.16") y (5.2.17), y a

P >a= , (5.2.21)

(S + D*)~! dado por (5.2.18), sustituyendo en (5.2.9), se obtiene la expresion

AGHD) = ot s | F G (o foenthl] [ D

(5.2.22)
en donde A\? =< r|I"™*|r >, de modo que
Ao i s (5.2.23)
- v — 2 on& . s
2ia-1 Mada e D5

Se puede observar que la evaluacién de A(S () resulta en general complicada, debido
a que es necesario conocer a g, 4o y DJ para todo a (puesto que D}, = D; + D7) e invertir
la (T.L.) dada por la expresién (5.2.22). Una forma de simplificar el calculo, consiste en
suponer que D? tiene el mismo valor para todo «, es decir, D; = D° (6 bien, D!, = D*).

De esta forma,

1
M= 5.2.24
1+2k (5.2.24)
con lo que

(\?/2) ] Ko 1
—\% . o 5.2.25
f: T AT e

o

de tal forma que al invertir la transformada de Laplace, resulta que

2Q?

el o
Al (t) = Sl - Ra)p

/dsk —L[ws(ka) + Zsen(ka))? [(5)23‘("2“‘2)0'1
(k% + K2) k k ,
(5.2.26)

y el resultado al evaluar la integral en &, queda finalmente como
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2,2 ,—k2D"t o a? a
Ay~ LR e v st g (2 i
0 = S ra? | ol (5pv7) T8¢ |2(1x*D" 4 +[D*t]%) 1]

en donde @ es la funcién de error. Hasta aqui, se ha cubierto la tarea que se impuso, de
exponer el lineamiento general a seguir en el procedimiento de evaluacién de A¢§4(t). Cabe
senalar que el resultado que se ha obtenido, es una de las contribuciones originales de esta
tésis, de modo que ésta es la primer ocasién en que se reporta dicho resultado. Como se
ha mencionado, en todos los otros casos el procedimiento de evaluacion es semejante, por
lo que no se entrara en los detalles especificos de cada caso. A manera de resiimen, y para
posteriores referencias, se escriben a continuacién, los diferentes resultados que se generan
de esta forma para la friccién dindamica de electrolito, de los cuales la expresion obtenida

para A(J5 (%), es otra de las aportaciones de este trabajo.

En AFM,

A — SG—ZZ{ [1 — ¢([s*D* t]%)]

a

- 3 peomeen) - a0t - ) -ea{inat + i)
(5.2.27)

2,2 KDt (=2 9 . 1
AR (1) = Gre {[ il cosh( 2 )+ke~ P ”2"“[@(['42D’t]5 e )—1]}

3e(1 + Kka)? | [xD* 42 2Dt [D*4)2
(5.2.28)
y en AFD,
2
ecl . Q K pe 5L 1
AG*(1) = 53¢ r‘{[1 — &([x*D t]?)]—i[Zcosh(Zna)
(5.2.29)

B e—2ﬁa¢<[n2D* - [D?t]%)—ez“aé([nzD* t]% 4 [D?t]% )] }

2

2,.2,-x’D°t 7oL a? a
AC(f) = QK% € ~?D'z+2ua[ 2%t RIRY
Gz (1) 3e(1 + ra)? | [xD* 4 COSh(QD*t)+Ke Q([n D' {7 + D t]%) 1]

(5.2.30)
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Como puede observarse, la inica diferencia entre las expresiones de AFM con las de AFD,
radica en el factor e*'P7t. Las formas asintSticas a tiempos largos y tiempos cortos de las
expresiones (5.2.27)-(5.2.30) se reportan en el apéndice B.

Si se define a la constante w como w = @Q?/6ea®, se puede ver, que [A(?(?)]/w en
AFM, es una funcién de D*t/a’ y ka. De esta forma, graficando [A((#)]/w para algiin
valor dado de ka, se puede hacer una comparacién entre los resultados que proporcionan
las dos versiones en AFM para dicho valor. En la figura siguiente se presenta como ejemplo

la grafica para ka = 1.

1.3 5

1.0
A (1) /w

0.5

0.0

LD 1 ]
0 1 2 3
D't/a?

Fig.1 Frigcion Jﬂnamlcq de electrolito para kg=1,escalada
por w=Q"/6ea”, en AFM, como funcion de Dt/a". La linea
contlnua"cormsponde a la version | y la punteada a la
version
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En el caso de AFD, A(®()/w depende de D*/D%. ademés de D*t/a® y ka. Por lo
tanto, en este caso para cada valor de ka, se tendra un conjunto infinito de curvas, y cada
una corresponderd a un valor distinto de D%./D*, que va desde su forma asintdtica en el
1imDoT /Do (D < D°), cuando la trazadora es una particula coloidal muy grande, hasta
1/2 (D° = DY), cuando la trazadora es uno de los iones del electrolito. En la figura 2 se
grafica como ejemplo A% (#)/w en AFD, en la versién I, para ka = 1 y para varios valores
de D%, <« D°. Para la version II sucede algo similar, de manera que no se incluye la gréfica
respectiva. Del mismo modo, la comparacién entre las versiones I y II en este ejemplo,

ara algin valor dado de D°/D?, tiene la misma forma que se observa en la figura 1.
p g T

1.0 -

AR/ 0

0.5

0.0 | | T |
O 1 D‘t/cz 2 3

Fig. 2 Funcion de,f iccipn dinamica de electrolito para xa=1,
escalada por w-Q’fISca » en AFD, para la version |. La curva
inferior corresponde al caso en que la trazadora es una par—
ticula_ muy grande, la cual coincide con la curva respectiva

en AFM, Las otras curvas correspond f d
a D°/D%=10,5,2,1, respectivamente. en en forma ascendente
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5.3 Casos particulares.

Resulta por demads interesante, discutir sobre casos particulares de las expresiones
(5.2.27)-(5.2.30). Concretamente, en esta secciéon se dirigira la atencién a discutir los
resultados que proporcionan tales expresiones, para los casos en que la trazadora es uno de
los iones del electrolito, es decir, en el lim, .o, y cuando la trazadora es de tamano mucho
mayor que el de los iones, para lo cual sucede que D% <« D, (o bien, D} ~ D). Como
podré observarse mas adelante, algunos de los resultados que se obtienen, reproducen
resultados importantes que han sido obtenidos aisladamente por otros autores, con teorias

diversas.

i) En AFM.

Para iniciar la discusion, se tratardn en primer lugar las expresiones de AFM. En el
caso de que la trazadora es uno de los iones, en la referencia (9), ya se habia hecho la
observacién de que la expresién que se obtiene para el lim, .o A('(#) casi reproduce el
resultado que Hess y Klein obtuvieron con su teoria de acoplamiento de modos aplicada a
un plasma browniano de una componente. Sin embargo, debe senalarse que la obtenciéon
de nuestra expresién para AC () (asi como para los otros casos), no esta restringida a un
numero dado de especies i6nicas, lo tinico que se ha supuesto, es que todos los iones tengan
el mismo coeficiente de difusiéon. De manera que aiin con esta condicion, se pueden tener un
numero cualquiera de especies i6nicas, y todas ellas contribuirdn en el valor de k a través de
sus concentraciones y las cargas de sus iones respectivamente. Es conveniente mencionar

tambien, que el lim, 0 AC§ () no es nada trivial de obtener, en cambio, lim, o Af} (1) se

obtiene directamente, y se encuentra que

lim ACf (1) = lim AGf'(¥),

en donde es facil verificar a partir de la expresion (5.2.28), que

2
III%AC;II(t) — Q2K1 6—2N2D°t{_1—1 _+_neZNZDOL{Q([2K/2DOt]%)_1:|} (531)
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ya que en este caso, D* = 2D°. Este resultado es muy parecido al de Hess y Klein, excepto

20
que le sobra un factor e~ 2",

Por su parte, para el caso de una particula coloidal muy grande (D% < D°), se tiene

que
[ACfl(t)]D;<<Do = %g{ [1 — &([*D° t]%)] - %[2 cosh(2ka)
(5.3.2)
- 6"2"“45([&2D°t]% - [D?t]% )—ez"asP([nzDot]% + [D_‘(’lt]—%ﬂ}
. QK2 o~ (RD° t+ 58,) a2
(A (Bloer = 3e(1 + na)z{ [erf’t]—;zr o (apey) (5.3.3)
+ mm[QS([n?D"t}% 4 [—Df—t]%—>—l] }

La expresién (5.3.2), es realmente la que fué originalmente derivada en la referencia (9). En
esa ocasién se hizo la observacion de que, como dicha expresion corresponde a un sistema
de referencia fijo en la trazadora, el coeficiente de difusion libre de los iones respecto de
este sistema de referencia es el mismo que el del sistema de referencia fijo en el laboratorio,
ya que la trazadora es muy grande, y su coeficiente de difusion libre es despreciable en
comparacion con el de los iones, por lo que pricticamente permanece inmévil respecto a
éstos. Si en vez de una particula coloidal, la trazadora es tambien un i6n, el argumento
anterior no es valido, y en este caso, el coeficiente de difusion libre de los iones respecto
del 16n trazador, sera diferente de D° que es el coeficiente de difusién libre de los iones
respecto del laboratorio. Se consideré entonces, que una manera sencilla de tomar en
cuenta el efecto del movimiento difusivo del i6n trazador seria agregando su movilidad
a la de los iones, de manera que el coeficiente de difusiéon de los iones respecto del i6n
trazador serd 2D° en vez de D° y la expresion correspondiente para la fricciéon dindmica de
electrolito, deberia entonces obtenerse aplicando el lim, .o a la expresién (5.3.2), teniendo
en cuenta la modificacién anterior. Fué de esta forma como se llegé a la expresion (5.3.1) y
se observé que era casi idéntica al resultado de Hess y Klein(!%). Nuestro resultado general,

ec. (5.2.28), contiene, por supuesto, a ambos limites mencionados aqui.
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ii) En AFD.
Continuando, toca ahora una discusién similar a la anterior, para las expresiones de

AFD. Aqui nuevamente ocurre que cuando la trazadora es uno de los iones,

lim A (1) = lim AG(%)

en donde

. anz K2 o{ 1 2o 1
lim ACE (1) = L WD (262D 42) 1] ¢, 5.3.4
i AG () = e P oy e (26D )1 (5:3.4)

que resulta ser exactamente el resultado de Hess y Klein ya mencionado antes. Los mismos
comentarios que se hicieron al inicio de esta seccion para el lim, .o ACflI(t), respecto a que
la suposicién de que D = D° para todo a no implica necesariamente que los iones sean
iguales, puesto que ain con esta restriccion, los iones contribuirdn en x a través de sus
cargas y concentraciones, valen tambien aqui. En este sentido, el resultado (5.3.4) tiene
mucha mayor generalidad que el de Hess y Klein, que fué derivado solamente para una
especie idnica.

Por su parte, para una trazadora muy grande, los resultados de AFD coinciden con

los de AFM.

5.4 Friccién estética de electrolito.
En cuanto a la friccion estdtica de electrolito correspondiente a cada una de las ex-
presiones (5.2.8)-(5.2.11), ésta es mds sencilla de calcular, puesto que esta dada por su

transformada de Laplace evaluada en z = 0. Por ejemplo, A(f; = A(fi (2 = 0), ya que

AL z=0)=/0 dtACH (). (5.4.1)

Algo que es muy importante sefialar en este caso, es que en el calculo de la friccion estatica
de electrolito no es necesaria la restriccién de que D, = D° para todo a, que se tuvo que

hacer para llegar a las expresiones (5.2.27)-(5.2.30), de manera que los resultados serén
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mé4s generales en este sentido. Sin entrar en detalles, las expresiones que resultan para la
friccién estatica de electrolito correspondientes a dichas expresiones de la fricciéon dinamica,

se resumen enseguida.

En AFM,
el QZ —2Ka
A 12exa?D* [ c ( = na)] ( )
act = & r 5.4.3
1= 5 (1 + Ka)? D)
y en AFD,
ocl QZ L e—2n‘ac —2Ka
_ — (1 — 4.
Al 6ea2D%n[ ¢ b~ )] (h:s4)
1 1 )
A ecl __ Qzﬁ - (2 o —2Kac 5.4.5
&z 6eD%(1 + Ka)? {(c c) M ¢ °)° (5.4.5)
en donde

c= (1 - DT) (5.4.6)

n*\—1 __ Znan(D;)‘l
(D= S g

como puede verse, en el caso de la friccion estatica de electrolito, las diferencias entre las

(5.4.7)

expresiones de AFM y las de AFD son bastante acentuadas. Del conjunto de expresiones
(5.4.2)-(5.4.5), la expresién (5.4.5) es otra de las aportaciones originales de esta tésis.

En forma similar a lo que se hizo con la funcién de friccién dinamica de electrolito, si
se define ahora a p como p = Q?/12eD*a, la razén A(®/p en el caso de AFM no dependera

de los coeficientes de difusién libre de los iones y de la trazadora, y sera solamente funciéon
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de ka. La figura 3, muestra la gréafica correspondiente a dicha funcion, en la cual se puede
observar como difieren los resultados para las dos versiones en AFM. Cabe mencionar que
esta figura ya ha sido obtenida con anterioridad®, de modo que aqui solamente se hace

una reproducciéon de la misma.

U0 =

0.4 -
AY/p

0.2

0.0 T I i T l I T |

0 2 4 6 8
ka

Fig é riccion estatica de electrolito en AFM, escalada por
12eD°q, en funcion de xa. La linea continua corres—
ponde a la version | y la linea punteada a la version Il.

En AFD, la razén A(%/p depende ademds de ka, de (D*/D%), a través de ¢, definida
en (5.4.6). Se puede hacer una representacién grafica para A(/p, en el caso en que
D] = D° para todo a. En este caso, la dependencia serd en la razén, D°/D%, en forma

semejante al caso dindmico. En la figura 4 se muestra la grafica de A(/p para la versién
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I de este caso particular, para los mismos valores de D°/D%. considerados en la figura 2.
De esta forma, la curva inferior corresponde a una trazadora muy grande (D° > D7), la
cual, es la misma en ambos casos AFM y AFD. En forma ascendente, las otras curvas
corresponden a los casos en que D°/D% = 10, 5,2, 1, respectivamente. Para la versién II

sucede algo similar.

0y =

A /p

0.4

0.0 T Y | T [ I |

|
0 2 4 6 8
KQ

Fig.4 Friccion estatica de electrolito en AFD para g yersion |,
como funcion de xa para diferentes valores de D 70 1. Analo—
gamente a la fig. 2, la curva inferior corresponde al caso de
una trazadora muy grandg y las demas curvas corresponden

en forma ascendente a D'/D+=10,5,2,1, respectivamente.

Por otro lado, similarmente a lo que se hizo en la secciéon anterior para la friccién
dindmica de electrolito, es de suma importancia ahora, analizar a donde conducen las
expresiones (5.4.2)-(5.4.5) para los casos en que la trazadora es mucho més grande que los

iones, y cuando es uno de los iones del electrolito, lo cual se llevara a cabo enseguida.
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i) En AFM.

Cuando la trazadora es uno de los iones, tambien ocurre que

lim ACE = lim AC

en donde

Q2

6D (5.4.8)

lim Alfy =
En la referencia (9), ya se habia obtenido el lim, ,0 A{' (a bajas concentraciones de
modo que ka — 0), encontrandose que la expresién resultante, difiere poco del resultado
de Onsager para la friccion estatica de electrolito sobre uno de los iones, en un electrolito
de multicomponentes.
Por su parte, en el caso de que Dy >» D%, en AFM, la forma de los resultados no
se modifica, ya que solo debe sustituirse D° por D* en las expresiones (5.4.2) y (5.4.3),
denoténdose estos resultados como [A(S] Dy<D3 ¥ [ACS] Ds<D3, €n donde la expresién para
(AL Ds.«D;, 1O es otra cosa que el resultado de Schurr® para la friccién estatica de elec-
trolito de una particula muy grande, pero generalizado en este caso, para un nimero
cualquiera de especies i6nicas. Esto se puede especificar como [A(f il Dy«Dy = e A
Ademds, la expresién para [A(] D3«Dg tambien ya ha sido calculada anteriormente(®1%)
y se definird aqui como resultado de Vizcarra, de modo que [A(f] Ds«D; = = AT
Ambos resultados estan de acuerdo con los resultados experimentales que existen sobre la
friccion estatica de electrolito para una particula coloidal muy grande, pero el resultado de
Vizcarra ademas de ser mas sencillo, es formalmente mas correcto que el de Schurr, como
puede verse claramente por el andlisis que se ha mostrado al final de la seccién 3.2. A
pesar de ello, segiin se puede verificar en la figura 3, ambos resultados no difieren mucho

cuantitativamente.
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ii) En AFD.

En este caso, cuando la trazadora es uno de los iones, nuevamente se satisface que

lim Al = lim A,
a—0 a—0

en donde

2
. ecl qrk _
}‘%AC” = 3eD;, (1-¢) (5.4.9)

con c definida en (5.4.6). La novedad ahora, es que la expresion (5.4.9), es precisamente
el resultado de Onsager para la friccion estatica de electrolito sobre uno de los iones,
en un electrolito de multicomponentes. Esto se puede expresar en la siguiente forma
lim, 0 ACHE = A(_fgmager. En particular si todos los iones tienen el mismo coeficiente de
difusién, de modo que D% = D;, = D° (los iones no son iguales necesariamente), entonces
c=(1/2)2.

Para el caso en que D7, <« Dy, no es dificil probar que los resultados de AFM coinciden
con los de AFD, al igual que sucedi6 en la seccién anterior para la friccién dindmica
de electrolito. Por lo tanto, para este caso particular, no existe diferencia entre ambas

aproximaciones.
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CONCLUSIONES

En sintesis, con las aportaciones que se hacen en esta tésis, se ha completado un
conjunto de resultados analiticos dentro de las aproximaciones AFM y AFD, en el limite de
Debye-Huckel, para la funcién de friccién dindmica de electrolito y el coeficiente de friccion
de electrolito, que resultan de las interacciones entre una trazadora esférica cargada y los

iones en un electrolito.

El conjunto de resultados mencionado, sirve como una pequena prueba del alcance de
la teoria general de Medina-Noyola y Vizcarra-Rendén que se ha descrito en el capitulo 2,
ya que atin cuando en las referidas aproximaciones se ha despreciado el efecto que tiene
la presencia de la trazadora en las distribuciones de iones respecto de cualquiera de ellos
mismos, de los resultados que se obtienen se reproducen como casos particulares, varios
resultados interesantes que han sido obtenidos aisladamente por otras teorias, como son:
el resultado de Schurr para la friccién estética de electrolito de una particula coloidal cuyo
tamano es mucho mayor que el de los iones; el resultado de Onsager para la friccion estatica
de electrolito de un i6n, en un electrolito de multiples especies iénicas; y el resultado de
Hess y Klein para la friccién dindmica de electrolito de un i6n de cualquier tipo, en un
electrolito de una sola componente. Ademads se aportan resultados alternativos originales y
relativamente sencillos. De alguna forma, las similaridades anteriores podrian contribuir a
ratificarle una utilidad satisfactoria a los resultados mas generales contenidos en el capitulo
5, los cuales se aplican en un amplio rango de tamanos posibles para la trazadora, desde
el caso en que la trazadora es uno de los iones puntuales, hasta cuando es una particula
coloidal.

En cuanto a la friccién dinamica de electrolito, para una trazadora con dimensiones,
aln no se tienen resultados experimentales, ni tedricos que proporcionen otras teorias, para
poder hacer comparaciones. De manera que las expresiones que se han obtenido, quedan
a la espera de cualquier tipo de prueba.

Por otro lado, hace falta todavia realizar los cdlculos respectivos dentro de las aproxi-
maciones AFM y AFD considerado el efecto que tiene la presencia de la trazadora (es decir,

sin incluir la aproximaciéon de homogeneidad en la ley de Fick), y verificar si se producen
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cambios radicales en comparaciéon con los resultados presentados en este trabajo.

Seria interesante tambien, completar el cuadro de soluciones correspondientes a las
que se han presentado en este trabajo, dentro de las aproximaciones AFM y AFD, con-
siderando que los iones del electrolito tienen dimensiones. En este caso, solo se han obtenido
resultados® para el coeficiente de friccién de electrolito en AFM para la versién 1. Mas
interesante atn, seria hacer lo anterior sin suponer la aproximacién de homogeneidad.

A pesar de que las aportaciones propias de esta tésis, ocupan un espacio minoritario
de lo que se expone en el trabajo total, el material presentado en esta forma, ha pretendido
ilustrar un tema de investigacion activa y en pleno desarrollo, de una manera breve pero lo
mas completa y organizada posible, exponiendo los conocimientos basicos sobre el tema,
obteniendo los extractos que se han considerado claves dentro de los derivaciones originales
de la teoria en cuestion, y mostrando resultados concretos en su aplicacién al cdlculo de lo
que se ha definido como friccién dindmica de electrolito y su integral en el tiempo, la friccion
estatica de electrolito, para lo cual, se ha participado decididamente en la evaluacion de
los mismos.

Con los comentarios anteriores, se desea dejar claro, tanto los logros, asi como algo de
lo que falta por hacer dentro del tema especifico, que ha justificado el trabajo desarrollado

en la presente tésis.
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APENDICE A. Demostracién de las ecuaciones (5.2.7) y (5.2.18).

En este apéndice, se demostraran las igualdades (5.2.7) y (5.2.18), las cuales son

fundamentales dentro del cdlculo que conduce a las expresiones (5.2.27)-(5.2.30).
i) En primer lugar, se mostrard que x*(t) definido en (5.2.6), satisface la relacién (5.2.7),
la cual esta dada por

' (k, f) = Ni [e'kzD?t D‘S“]N-% (5.2.7)

en donde N2 y S(k) se han definido en las expresiones (5.2.1) y (5.2.2), como las matrices

cuyos elementos estan dados por

N2, = ()60 (5.2.1)

S (k) = 64 + ndndhags(k), (5.2.2)

respectivamente. Por su parte, D* se ha definido en la expresion (5.2.4) como

D* = (D) !N IL*N: (5.2.4)

en donde

«_ [L* en AFM ”
= {L en AFD. {2
Partiendo de la expresién (5.2.6) para x*(t), la cual estd dada por
X' () = [e"‘zL"’_‘(")t], (5.2.6)

y si se utiliza la definicién de la matriz S(k) dada por la expresion (5.2.2), de modo que

o(k) = NISN1,

63



entonces

o Yo~ = _k2tn * A 1 n
g il ‘tzzo(ﬁ)—(Lst IN-2)", (A1)

Por su parte, puede verificarse que

(L'N"#S7IN"#)" = N5 (N IL*N":§7!)"N (A-2)

y de acuerdo a como se ha definido D*| se tiene que

(L*'N"iS™IN"#)" = (D})"N*(D*S™!)"N 2. (A-3)

De esta forma, (A-1) puede escribirse como

_ 9 "(7"1 l — (_kzDO t n +* - n —l
e~ FL* ot _ N} [E__T!T_)_(Dsl) N2, (A-14)
n=0
o bien,
oLt _ N [e_kmf’rt D'S“]N~,‘; (A-35)

y queda asi verificado que la expresion (5.2.7) es correcta.

ii) Queda en segundo término, demostrar que se satisface la expresion (5.2.18), la cual

tiene la forma

-1 _ 7(k) * * =
(S+D") '=r +1—’y(k)<r|F*|r>F|T>< r| . (5.2.18)

Se necesita para tal fin, conocer la forma explicita de S,3(k), para lo cual hace falta obtener

hos(k). Esto puede hacerse, sabiendo que hq3(p) esta dado por

AnBgaqs e " :
hw(p)=——e—%7» (A-6)

su transformada de Fourier viene dada por
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_47quaqg 1

por lo que
47‘[',8 1 1 1
Sap(k) = bap — —e‘(na) (ng) Qa%m, (A-8)
o bien,
o [(ma)iqall(ng)igs] K e
Saﬁ(k> = 6aﬁ l(;:l nﬂqg (ICZ T KQ)‘ (A 8 )
ya que

478 <
2 2
KR = ""6— Zl naqa

Si se define al vector |r > segin se hizo ya en (5.2.21), como el vector cuyas componentes

estan dadas por

1
P >q= —————Sn")zq" : (5.2.21)
(ZQZI an(Z))7
entonces S,s(k) toma la forma
Sep(k) = bap — |7 >a< 1lp7(k/K) (A—28")
en donde
(k/m) = ——
K)= ————,
7 1+ (k/r)?
segun se habia definido en (5.2.20).
Por otro lado, D}; puede ser escrita como
Dyp = dybap (A-9)

en donde

65



zDa en AFM
de =1 ", Tpe (A - 10)
D8, en AFD.
Por lo tanto, la matriz S(k) + D* puede escribirse como
(S(k) + D*)ap = (1 + di)bap — |7 >a [1>5 (k). (A-11)

Si se entiende que S = S(k) y v = ~(k/k) para simplificar los desarrollos que siguen, la
expresién anterior puede escribirse en forma matricial como
(S+D*) =T —~4lr>< 7, (A-11")

en donde se ha definido a la matriz (I'"*)~! como la matriz cuyos elementos son

(I)ap = (1 +d;)8as

la cual lleva implicita la definicién hecha en (5.2.19).

La expresion (A-11’) puede tambien escribirse en la forma

(S+D*) = () [I-~T*r>< 1], (A—11")
de donde
(S+D*) ' = [I—*|r>< ] I, (A—12)
o bien,
S+D*)' = [I+) (W*|r>< )| I (4-12)
n=1

En forma parecida a lo que ocurre en la expresion (A-2), se puede probar que

(C*|r>< 1))" = (< r|T*|r >)" e >< 1), (A - 13)
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y por lo tanto,

>, . . " Wl e ><r
S (e >< )= > (y< i >) —'———l
< r|[™*|r >
n=1 n=1 (A_. 14)
B 1 v 2 7l
1=y < > < r|l*|r>
de tal forma que
C v
r: "= r — 1
;(7 r>< 1)) [1 —<ens| Tir>< (A -14)

y finalmente si se sustituye la expresion (A-14") en (A-12’), se encuentra que

S+D*) ! = 7 Ir*|r >< | I™
SR +1—’7<7‘|F*|’I‘> " A

con lo cual queda verificada implicitamente la expresién (5.2.18).
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APENDICE B. Expresiones asintéticas para A(“(1).

En este apéndice se presentan, sin entrar en los detalles de cédlculo, las formas asintéticas
de las expresiones (5.2.27)-(5.2.30) para la friccién dindmica de electrolito, en los limites
t—=0y t— o0

En la aproximacién de Fick modificada (AFM), las expresiones asintéticas estan dadas

como sigue. Para la version I,

2
A (t—0) = é% (1- e ), (B—-1)
y
—k2D*t
AG(t— o) L (B 2)

6(m)ze (D* )7
Debe mencionarse aqui, que las expresiones asintéticas anteriores, ya fueron reportadas(®)
para el caso en que la trazadora es una particula de tamano mucho mayor que el de los
iones (D%, < D°), en cuyo caso, solo cambia el D* de la expresién (B-2) por D°.

Mientras tanto, para la versién II,

Q*k? 1

el ~
Alare— Qs 6e(l + Ka)? (nD* t)%

(B -3)

AL (t— 00) = ACFH(t — 00). (B — 4)

Por su parte, dentro de la aproximacién de Fick con desacoplamiento (AFD), se tienen

los siguientes resultados. Para la versién I,

AGH(t— 0) = A (t— 0), (B - 5)
y
2 —kID°t
AC(t— ~ Q e B —
(i (t— o0) Sm)ie 09 (B - 6)



y para la version II,

AGH(t— 0) = Alfi(t— 0), (B-T1)

AGH(t— 00) = A (t— o). (B - 8)

Por tltimo, vale la pena mencionar, que en el caso particular en que la trazadora es
uno de los iones (en el lim, .o, para lo cual D* = 2D°), la expresion asintética a tiempos
muy grandes, proporcionada por la expresiéon (B-6), reproduce exactamente un resultado
obtenido por Hess y Klein con su teoria de acoplamiento de modos aplicada a un plasma

browniano de una componente.

69



REFERENCIAS

1. A. Einstein, Investigation on the theory of the Brownian movement (Dover N.Y., 1956).
2. S. Gorti, L. Planck, and B. R. Ware, J. Chem. Phys. 81,909(1984).

3. G. A. Schumacher and Th. G. M. Van de Ven, Faraday Discuss. Chem. Soc.
83:75(1987).

4. F. Booth, J. Chem. Phys. 22,1056(1954).

5. J. M. Schurr, Chem. Phys. 45,119(1980).

6. H. Oshima, T. W. Healy, and L. R. White, J. Chem. Soc. Faraday Trans. 2
79:1613(1983).

7. M. Medina-Noyola and A. Vizcarra-Rendén, Phys. Rev. A 32:3596(1985).

8. A. Vizcarra-Rend6n, H. Ruiz-Estrada, M. Medina-Noyola, and R. Klein, J. Chem.
Phys. 86:2976(1987).

9. H. Ruiz-Estrada, A. Vizcarra-Rendén, M. Medina-Noyola, and R. Klein, Phys. Rev. A
34:3446(1986).

10. A. Vizcarra-Rendén, Tesis Doctoral, CINVESTAV-IPN México D. F., (1989).

11. A. Vizcarra-Rendén, M. Medina-Noyola, H. Ruiz-Estrada, and J. L. Arauz-Lara, Rev.
Mex. Fis. 35:517(1989).

12. H. Ruiz-Estrada, Tesis Doctoral, CINVESTAV-IPN México D. F.,(1991).

)

13. J. Kaiser, Statistical Thermodynamics of Nonequilibrium Processes (Springer-Verlag
N. Y., 1987).

14. M. Medina-Noyola and J. L. del Rio-Correa, Physica 146A:483(1987).

15. D. A. McQuarrie, Statistical Mechanics (Harper and Row N.Y., 1976).

16. W. Hess and R. Klein, Adv. Phys. 32:173(1983).

17. G. Cruz de Leén, M. Medina-Noyola, O. Alarcon-Waess, and H. Ruiz Estrada, Chem.
Phys. Lett. (1993, enviado).

18. I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik, Table of integrals, Series, and Products, (Academic
Press N. Y., 1965).

19. M. Abramowitz and I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions (Dover N. Y.,
1970).

70



	--0001
	--0002
	--0003
	--0004
	--0005
	--0006
	--0007
	--0008
	--0009
	--0010
	--0011
	--0012
	--0013
	--0014
	--0015
	--0016
	--0017
	--0018
	--0019
	--0020
	--0021
	--0022
	--0023
	--0024
	--0025
	--0026
	--0027
	--0028
	--0029
	--0030
	--0031
	--0032
	--0033
	--0034
	--0035
	--0036
	--0037
	--0038
	--0039
	--0040
	--0041
	--0042
	--0043
	--0044
	--0045
	--0046
	--0047
	--0048
	--0049
	--0050
	--0051
	--0052
	--0053
	--0054
	--0055
	--0056
	--0057
	--0058
	--0059
	--0060
	--0061
	--0062
	--0063
	--0064
	--0065
	--0066
	--0067
	--0068
	--0069
	--0070
	--0071
	--0072
	--0073
	--0074

