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Capitulo 1

Generalidades

Al hablar de la mecanica clasica nos referimos a la mecanica
de Newton, esta mecdnica ha resultado con el tiempo grande-
mente enriquecida al formularse mateméticamente en base a un
principio variacional, el que nos conduce a las ecuaciones de
Euler-Lagrange y finalmente arribamos también a las ecuacio-
nes canénicas de Hamilton. Asi han surgido también a través del
tiempo ciertas confusiones y nos acostumbramos luego a pensar
que la mecdnica de Newton es tan arcaica como Newton mis-
mo, que es la mecénica de Hamilton la verdadera mecénica, o
bien que cualquier ecuacién dindmica puede obtenerse a partir
de una cierta funcién Lagrangiana magica, aun cuando la defi-
nicién de una funcién lagrangiana carece de significado fisico, o
bien que la expresién matematica de un principio variacional sea
mucho mas profunda que la aportacién newtoniana; finalmente

terminamos por no entender, ni saber distinguir entre mecdnica

y formalismo, ignorando que existe una séla mecanica, como
una sola fisica, y que los formalismos, en cambio, pueden ser

multiples en la medida que no son plenos; sin embargo, vale la



pena contemplar de qué manera lograr arribar a un formalismo

I para una inica también uni 1.

Aceptamos que existen sistemas incapaces de ser descritos

por la mecénica clasica, por lo que desde un punto de vista or-
todoxo declaramos que la verdadera mecanica es la mecanica
cuantica, la cual, en el limite cldsico coincide con la mecanica
clésica. Sin embargo, sabemos que desde el punto de vista del
formalismo matematico y bajo una cierta prescripcién de cuan-

tizacién, como la senalada por Dirac, nos es posible construir

validas, a partir
de las expresiones cldsicas. Es el objetivo del presente trabajo
mostrar la trascendencia del formalismo de Nambu y de que ma-
nera, su aplicacién a la mecanica nos lleva hacia una descripcion

més generalizada de ésta.

Historicamente, el formalismo de Nambu aparece bajo un ci-
miento de naturaleza matematico y geométrico que también es-
tablecemos como punto de partida; hay que sefialar sin embargo,
que en la fisica matematica media igualmente un principio de
interpretacion, por lo que los primeros esfuerzos en entender este
formalismo no resultaron fructiferos, no es sino con la interpre-
tacién de Yamaleev que obtenemos, de este formalismo, su plena

trascendencia.

La principal caracteristica de este formalismo es la factoriza-

cién, misma que nos es conocida de los formalismos espinoriales



(Pay = pa0y = mama), o bien twistoriales [20], pero la ex-
periencia nos muestra que estos formalismos nos conducen a
desarrollos un tanto més escabrosos y poco transparentes para
su aplicacién e interpretacion fisica. Otro ejemplo de este mis-
mo proceso lo encontramos al definir en el electromagnetismo
al llamado vector de Poynting que representa una densidad de
impulso o bien de flujo de energia P = E x H.

Desarrollaremos primeramente algunos elementos esenciales
de la dindmica relativista de una manera convencional, luego es-
tableceremos con ellos su conexién con el formalismo de Nambu-
Yamaleev.

Dada una particula libre relativista con masa m y velocidad
¥, ubicada en un sitio " = (ct, &) del espacio-tiempo, definimos
el cuadri-impulso relativista P* por las expresiones

P’ = yme= Me,
P = 'ymcﬁ:ﬂ\/leﬁ, (1:1)

con § = /e, donde y = £ = —L representa también la
relacién entre el tiempo propio y el tiempo coordenado df =
~dr, o bien como regla de la cadena

d d P'd y
Loys=2, (1.2)
dr dt — medt

a IM = vy m se le denomina la masa relativista.

La energia de la particula libre relativista esta dada por £ =

ymc?® = cPP.



Teniendo en cuenta la métrica hiperbolica del espacio-tiempo
9w = diag(1, —1,—1,—1), expresamos la invariancia de la nor-

ma como

P = Zg‘wP‘va = PUP, = (P' — P = m?¢3(1 - %)
w
= (me), (13)
la cual admite obviamente la parametrizacién

P’ =meccoshg,  |P|=mesinho. (1.4)

De la invariancia de la norma nos es evidente también la

relacion
P’ _ 5 dP
pod _p b 15
dr dr (19
Entonces se cumple igualmente
dzt P*
& = e = (1.6)

que nos permite escribir la invariancia de la norma directamente

en las coordenadas z# del espacio tiempo
(cdt)? - (dZ)? = (cdr)?. (1.7)

Si derivamos laec. (1.6) ob & —mizy

lo que podemos considerar como la segunda ley de Newton re-

relativista aceptam

lativista. Efecti . en la

esta generaliz

i6n de la segunda ley de Newton, en otras pa-

labras, la mecanica relativista sigue como parte



de la mecénica cldsica. Sin embargo, escribimos més correcta-
mente la segunda ley en términos del impulso, como Newton
originalmente la formulara

%m;m‘ (1.8)

donde K’ es la fuerza relativista; por ejemplo, a esta expre-
sién acostumbramos denominar ecuacién de la fuerza de Lo-
rentz, cuando el origen de la fuerza es el campo electromagnético
{E,B}. Esta ecuacién la escribimos normalmente para una

particula de masa m y carga ¢ como

aP .
—<=q|E+-xB), 1.9
S ( Ox ) (19)
sin embargo, la expresion completa y covariante es (con las com-
ponentes del tensor de campo dadas por F = Ej, F', = ¢' *By)
Lpu_ L pupr, (1.10)
dr me

0 equivalentemente

dpo_ 4.5 Lp_ 4 (gpypap).
dr me dr me
Nos interesa, sin embargo escribir esta ecuacién generalizada

de Lorentz en componentes, de una manera mds explicita.

En la presencia de un potencial espacial V (r), donde la fuerza
convencionalmente no relativista esta definida por la expresién

4P = 4% = ¥V, podemos entonces escribir covariantemente



d = P - =
—P = =—(— V=1 1.11
dTP ’YdtP (mc) v K, 11

y con la ayuda de la ec. (1.5) obtenemos

P-v
dpy _ _AP-YVE_ g (L12)
dr me
o bien condensadamente en términos de la fuerza newtoniana

f=-vv
—Pt=—(P-f, P'f). (L.13)

A estas de Lorentz I tam-

bién ecuaciones de la dindmica relativista. Hay que reconocer
que ellas fueron propuestas previamente a Einstein por Poincaré
[30] y Planck [29]. Sin embargo, hay que reconocer también que
ellas por si mismas no determinan la mecénica. Podemos ha-
blar de una mecanica relativista cuando introducimos el factor
geométrico, esto es, cuando ademas las complementamos con las

relaciones entre el impulso y la velocidad %~ = £°, hablamos
entonces de imi
d =
—P = 114
dr ( )
dp_ (1.15)
dr ’
dr
— =— 1.16
dr m dr  mc (16)

Es importante tener presente que esta realizacion simplificada

de la dinamica relativista, al menos para sistemas estacionarios,



es posible, gracias al tiempo propio, evitando el manejo de po-

tenciales retardados a di ia, cuando la formul se lleva

a cabo en términos del tiempo coordenado.

En este caso, la energia total del sistema estd dada por
E=cP'+ V(7). (1.17)
En general, para una cierta funcién f(7) podremos escribir

d _df df _o. P
T FweE- " w (118)

entonces, para el caso de un movimiento estacionario, esto es,

donde el p ial no depende lici del tiempo escri-
bimos
dV(i) _dv di _P.VV 5
= (1.19)
o bien con la ayuda de la ec. (1.12)
AV () dP°
= (1.20)

Esto significa que ﬂ‘_(’l*—”wl = 0, o sea que la energia £,
ecuacién (1.17), es una constante del movimiento

dE

dr

Es uno de los objetivos del presente trabajo mostrar que el

,  E=cP'+V = const. (1.21)

formalismo de Nambu es un desarrollo matemdtico que repre-
senta toda una gamma de sistemas de composicién siendo uno

de ellos, en particular, equivalente con la dindmica relativista.



Por otro lado hay que sefalar también que si bien Einstein
concibe la dindmica relativista partiendo de tres postulados fun-
damentales, a saber, i) la invariancia de la velocidad de la luz
vista desde cualquier sistema de referencia, ii) la equivalencia
de los sistemas inerciales y iii) la covariancia de las ecuaciones
de las leyes fisicas, el formalismo matematico de Nambu abarca

todos estos principios implicitamente.

Por otro lado, hay que sefialar también que la relatividad
especial de Einstein fue formulada desde un punto de vista ci-
nemdtico al establecer las relaciones de la fisica que deben existir
entre distintos sistemas inerciales de referencia. No es sino mu-
chos afios después, al concebir la Relatividad General, que Eins-

tein acepta que cualquier sistema de referencia, tanto inercial

como no inercial debe ser igual valido para la formulacié

de las leyes de la fisica.

En nuestro formalismo dindmico, nos es posible introducir
una parametrizacién simple en términos de la velocidad del sis-
tema, la cual nos permite apreciar el papel que juega el potencial
en la dindmica y de qué manera la métrica del impulso se con-

serva sin importar que la velocidad del sistema sea variable.

En los capitulos 2 y 3 se desarrolla la formulacién geométrica
del formalismo de Nambu, siendo el principal interés el dar a
conocer un punto de vista generalizado y no pretendiendo de

ninguna manera una presentacién formal de la geometria dife-



rencial. Dicha formulacién permite el estudio de algunos aspec-
tos de la mecénica desde un punto de vista mas sencillo y a su
vez mucho més general. Asi mismo, esta formulacién se lleva
en total analogia con las ecuaciones para la Mecdnica Hamil-
toniana sobre variedades simplécticas y se discuten algunas de
las limitaciones al considerar espacios fase de dimension impar.
Es de importancia el sefialar que a pesar de dichas limitaciones,
es posible obtener de una manera muy sencilla las ecuaciones
de Nambu al considerar coordenadas locales sobre la variedad,
ademas de conservar el teorema de Liouville, el cual fue la base
para el desarrollo de la mecanica de Nambu. A manera de ge-
neralizacion se presenta también la formulacién de la mecanica
a partir de los brackets de Nambu-Poisson sobre variedades n-
dimensionales y se comentan algunas de sus propiedades. Final-
mente, en el capitulo 4 damos una aplicacién amplia del forma-
lismo de Nambu-Yamaleev, incluyendo el caso de particulas sin

masa.



Capitulo 2

Dinamica de Nambu.

En este capitulo se desarrollan los conceptos que sirvieron de
base a Yoichiro Nambu [26] para desarrollar una generalizacion
de la dinamica de Hamilton teniendo como base el Teorema de
Liouville de la mecénica clasica, el cual es de suma importan-
cia en la solucién de sistemas que contienen muchas particulas,
por ejemplo en mecanica estadistica, donde dicho teorema per-
mite hacer predicciones de los promedios de ciertas propieda-
des al examinar el movimiento de un gran nimero de sistemas

idénticos.
El teorema de Liouville en Mecénica Hamiltoniana [16, 21] se
enuncia de la manera siguiente:

Teorema 1 Sea (¢',---,¢",p1,---,pn) el conjunto de coorde-
nadas que definen el espacio fase 2n-dimensional, ademds sea
T = dq'---dq"dp, ---dp, el correspondiente elemento de volu-
men, entonces se cumple

/F = cte. (2.1)

10
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Dicho de otra forma, lo que el teorema de Liouville indica
es el hecho de que el volumen del espacio fase ocupado por un
conjunto de sistemas estadisticos es conservado bajo transfor-
maciones canénicas, es decir, bajo aquellas transformaciones de
coordenadas en el espacio fase que dejan invariantes las ecuacio-
nes de Hamilton.

Desde el punto de vista estadistico, lo que el teorema de Liou-
ville indica es el hecho de que la densidad de sistemas en la
vecindad de un sistema dado en el espacio fase permanece cons-
tante en el tiempo. Sean N el nimero de sistemas estadisticos,
V' el volumen ocupado por dichos sistemas, y D = dN/dV la
densidad de sistemas o estados, entonces se tiene el siguiente
corolario del Teorema de Liouville (dD/dt = 0),

Corolario 1 Si D no depende explicitamente del tiempo, es de-

cir hay equilibrio estadistico para la variable D, entonces
[D,H]=0. (2.2)

Esto es una consecuencia del hecho de que en el formalismo
de Hamilton la evolucién temporal de una variable dindmica, en
este caso la densidad D, esta dada por

% =[D,H]+ Z—?
por lo tanto, si el bracket de Poisson para la densidad y el Ha-
miltoniano es idénticamente cero, entonces para sistemas con-
servativos se puede tener la seguridad de que se esta cumpliendo
el teorema de Liouville. De esta manera D puede ser escogida
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como cualquier funcién de la energia. Las caracteristicas del
ensamble estardn determinadas por la eleccién de la funcién D,
como sucede en el caso de la mecdnica estadistica.

Consid o que la dinamica Hamiltoni; no es el inico

formalismo con el cual es posible describir la mecénica esta-
distica, ya que cualquier conjunto de ecuaciones que cumplan
con el teorema de Liouville en un espacio fase apropiado nos son
de utilidad para describirla, entonces se desarrollard a continua-

ci6n el esquema planteado por Nambu.

Sea (z,y,2z) = 7 un triplete de variables dinamicas que ge-

neran un espacio fase de tres dimensiones. Este espacio es una

generalizacién del espacio fase convencional generado a partir
del par canénico (p,q). Ademés se introducen dos funciones H
y G de (2,y, z), las cuales serviran como un par de Hamiltonia-
nos para determinar el movimiento de los puntos en el espacio
fase. Teniendo esto en cuenta, se postulan el siguiente conjunto

de ecuaciones (ecuaciones de Nambu):

de  H,G) dy OHG) d

A(H,G)

S, S pu S ik R 5 = , (2.3
dt — 9(y,2)’ dt  O(zx)’ dt  O(x,y) @3)
o bien, en notacién vectorial
dr o =
i VH x VG. (2.4)

Por lo tanto, para cualquier funcién F(z,y, z) se cumple

dF _ (F.H.G)

57W:VF«(§HXVG)‘ (2.5)
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Se define un bracket de Poisson generalizado [F, H, G] como
[F,H,G] = - (VH x VG), (2.6)

el cual es antisimétrico ante el intercambio de cualquier par de
sus componentes. Como resultado de esto se tiene si H = F
entonces el bracket de Nambu-Poisson es idénticamente cero,
sucediendo lo mismo en el caso G = F. Dicho esto, se entiende
que tanto H como G son constantes de movimiento.

De la misma manera, para tres operadores arbitrarios A, B,C'
se define el bracket de Nambu-Poisson como

(A, B,C)
Az, y,z)
La ecuacién (2.4) muestra que el campo de velocidades di/dt

[A,B,C) = (2.7)

no tiene divergencia, ya que

V- (VH xVG) =0, (2.8)
lo cual implica que se cumpla el teorema de Liouville en el nuevo
espacio fase (Ver el corolario (2.2)).

En el mismo sentido, se puede extender este tipo de gene-
ralizacién a un espacio fase de cualquier dimensién. Para esto
se introducen un vector z; con n-componentes y n-1 Hamilto-
nianos Hy, y se postulan analogamente, en vista de las ecuacio-

nes (2.4) y (2.5), las siguientes ecuaciones

dz; & OH\0Hy  OH,y .

DIy ey iy o 29
Gk i

ar = O(F,Hy, Ha, ..., Hy 1) _ = (F, Hy, H, ..., Hy 1), (2.10)

dt Az, 22,...,Tn)
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siendo €;jp..; el tensor de Levi-Civita y [F, Hy, Ha, ..., H,_1] se
define como el bracket de Nambu-Poisson n-dimensional. Se
puede checar de manera directa que la ecuacién (2.9) cumple

con
"9 dy . d
ke P
oot~ dt
i=1
por lo cual, cualquier sistema que obedezca la Mecanica de Nam-

bu, automaticamente satisface el Teorema de Liouville [9, 24].

De esta tltima generalizacién es facil ver que el formalismo
de Hamilton estd contenido en el formalismo de Nambu como
un caso especial, es decir, para el caso en que se tiene un espacio

fase de dos dimensiones (p, ¢) y un solo Hamiltoniano H.

Para poder ver la relevancia y aplicabilidad de la generali-

zacién de Nambu, se verd a continuacién algunos ejemplos de

si

temas fisicos reales que pueden ser descritos por el formalis-
mo de Nambu. Asi mismo, en la literatura se pueden encontrar
més casos de sistemas fisicos considerarados bajo el formalismo
de Nambu, ver por ejemplo [7, 10, 18, 26, 27, 28, 31].

Ejemplo 1 Las ecuaciones (2.3) no son mds que la ecuacion
de Euler para el cuerpo rigido en IR®, si se identifica a 7* con el
momento angular E, a Hy y Hy con la energia cinética total y

el cuadrado del angular en el marco

de referencia del cuerpo fijo [16, 26], es decir, si se consideran



como los Hamiltonianos

1(L2
Hy o= 02 (22
A 2(1,
1
Hy = §(L3+L3+Lf)-

entonces se obtiene el sistema de ecuaciones
dL, (1 1

=(+-+)LL,
dt (Iy 1:) v

dr, (1 1
B ( ) Lils;

L. _
dt

donde I, es el correspondiente momento de inercia en la direc-

cion ;.

Ejemplo 2 Si se consideran las dos funciones Hamiltonianas
como
1 2 2
Hy = 5(11‘*12).
1
H = 5t +ad),
siendo k un pardmetro de las ecuaciones que cumple la condicidn

0 < k < 1, se tienen las ecuaciones de movimiento de Nambu

para el sistema {x;} dadas por

2

@) = a3, &y = —a31, &y = —k"z125.

Dadas estas ecuaciones de movimiento para el conjunto {x;},
se puede ver que eziste un isomorfismo entre este triplete y las
funciones elipticas de Jacobi sn(d|k), cn(@|x), dn(d|x), (0 < x <
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1), siendo k un pardmetro de lo deformacion eliptica de las fun-
ciones seno-coseno (1], dicho isomorfismo estd dado por el si-

guiente mapeo
xy > sn(|k), 9 > en(o|k), 23—+ dn(¢|K)
Es decir, se tiene el conjunto de ecuaciones
Sgontoln) = enlolmdn(oln),
Sgenloln) = =dnele)sn(al),
%d"wn‘) = —ksn(¢|k)cn(g|x)

Las funciones elipticas de Jacobi cumplen dos relaciones alge-

braicas entre si, a saber,

sn?(olk) + en®(olk) =1, dn®(6|k) + ksn*(dlk) = 1,
y ademds en el limite k — 0 obedecen
sn(@lr) = sin(@),  cn(@lr) > cos(g),  dn(dl) > 1.

Estas funciones elipticas serdn de utilidad en el Capitulo (4)
para establecer una factorizacion para las ecuaciones de movi-

miento del {-momento en el caso del oscilador arménico [36].

Ejemplo 3 Ahora se considera el caso del oscilador armdnico

bidimensional. El Hamiltoniano cldsico esta dado por '

2
H=3 (0 +4).
=

"En un sistema de coordenadas apropiado.
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Entendiendo al conjunto {p1, p2, q1,¢2} como un espacio fase de

cuatro d i entonces do la formulacion de Nam-

bu se itan tres invart , 0 bien grales de

s

para obtener las

para las coordenadas del

espacio fase. Tomando en cuenta las cantidades
Lij = qip; — g;pi, Aij = pipj + 60, {i,5} = {1,2},

las cuales son integrales del movimiento; L1 = — Ly es el mo-
mento angular del sistema, mientras que los A;; son las energias
de los osciladores unidimensionales por separado, asi mismo se
puede demostrar que los Ajj,i # j son también integrales de
movimiento. Por lo tanto se tienen cuatro integrales de movi-
miento, explicitamente,

Hy = pi+dqi,
Hy = p3+a3,
Hy = qp2—@p,
Hy = pip2+ @12

Esto pareceria contradecir el nimero de invariantes necesarios,
pero se puede comprobar que existe una relacidn funcional entre
ellos, de hecho se cumple la relacion HyHy — Hy — Hy = 0, por
lo cual el nimero de invariantes linealmente independientes se
reduce a tres. Siendo asi se tiene las ecuaciones de movimiento
de la forma (2.9) donde se sustituye el conjunto {xy, x5, x3,24}
con el conjunto {py, p2, q1, 92}, obteniendose las ecuaciones

dp -1 (6H26H36H4 OHy9Hy3 9 H, amamam) ,
- = = =-2q

dt ~ Hy \0p; 0q1 0q2  Oqu Ogs Ops = 0qu Ops O
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dqy -1 (0H,0Hy0Hy OH,0H30Hy OH,0H30Hy\
dt o (5‘12 Op Op  Op1 Op2 Day | Opa Oas 91’1) -
dps | (0H,0H,0H, OH0H,0Hy OH,0Hy0Hy\
dat T H (341 Oq Opy Op Opy Oq | Opr O qu) a
dgp _ 1 (aH. OH\OHy _ 010, 0Hs | 9y 01y 8H3) _
dt Hy \ Op1 Op2 Oq1 Op2 Oq1 Opy ~ Oq1 Opy Op»

donde por comodidad se toman en cuenta los tripletes de funcio-

nes Hamiltonianas {Hy, Hy, Hy} y {Hy, Hy, Hy} para los pares
de coordenadas {p1,q1} y {p2, @2}, respectivamente. Esta elec-
cidn en los tripletes es permitida debido a la relacion existente
entre los cuatro invariantes. Ademds los factores 1/Hy y 1/H,
se consideran en ambos casos por normalizacion.

Por otro lado, si se definen las funciones
S1= (A + Ax)/2, Sy = (An — An)/2, S3 = L12/2,
entoces se puede ver que se cumple la relacion
[Si, 8j] = e Sk,
que son las relaciones de conmutacion que obedece el dlgebra
de Lie SU(2). De esta forma queda manifiesta la relacion entre
los invariantes integrales de un problema fisico y un cierto grupo

de simetria. Generalizando este resultado se puede examinar en

el mismo sentido el caso del oscilador arménico n-dimensional,

donde se deran las les de dadas por
Lij = qip; — ¢;pis Aij = pipj + 4i4j, {i,5} = {1,....n},
los cuales generan, anal las relaciones de id

para el dlgebra con 2n-1 generadores SU(n) [7].

+2p1,

+2p2,
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Dados estos ejemplos se justifica el considerar la Mecanica
de Nambu como un terreno abierto para explorar los problemas
fisicos desde este punto de vista, asi como una posible direccion

en la ciial las Mecnicas, ya sea Clésica o Cudntica [3, 8, 11,

podrian ser desarrolladas.

Por otro lado, para incluir sistemas de muchas particulas en
este formalismo, se puede considerar de manera mas general un
conjunto de tripletes canénicos 7, (n = 1,...,N), que formen
un espacio fase 3N-dimensional, para el cual se escribiran las
ecuaciones de movimiento

ar Vaw 4.6) (2.11)
dt ~ 0(n, Yus 2n)

2.1 Transformaciones Canoénicas y de Norma.

Se entiende por transformaciones canénicas todo aquel mapeo
entre coordenadas (z,y,z) — (z',y,2) tal que se preserve la
estructura de las ecuaciones de Nambu. Dicha invarianza cons-
tituye un restriccién sobre los posibles mapeos entre coordena-

das, por lo cual tomaremos la siguiente definicién.

D icién 1 de Tr: i6n Canoni Al mapeo (z,y.
= (2,9, 2') se le llama Transformacién Candnica si

'y, )
d(z.y,2)

Por lo tanto, bajo transformaciones canénicas, las ecuacio-

(2.12)

nes de Nambu permanecen invariantes (covariantes) si se usa el
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nuevo sistema de variables, dado que se tiene
dF _3(F,H,G) _9(F.H,G)
[

&t~ Ay o
En el mismo sentido, se puede ver que una transformacién

candnica debe dejar invariante también el bracket de Nambu-
Poisson (2.7). Si examinamos ahora el caso para varios tripletes
de Nambu y se define

9(A, B,C)

[A,B,C) = Az:d(l‘k»w. ) (2.13)

como la generalizacién de (2.7), entonces se cumplen para las
variables candnicas las siguientes propiedades
1 sil=m=n

(@, Ym, 2] = { B disorenss (2.14)

[zt @my 2] = (21, Ty Ta) = 0

Por otro lado, existen otro tipo de transformaciones que dejan
las ecuaciones de Nambu invariantes, las cuales se definen de la

siguiente manera

Definicién 2 de Tr: i6n de Norma. Sean (H,G) y
(H',G') dos conjuntos de funciones. Si eziste una relacién fun-
cional entre estos dos conjuntos, es decir, H' = h(H,G), G' =
g(H,G), se dice que eiste una transformacién de Norma si se
cumple

AH,G)

(H,G) (219)
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De esta manera, el hecho de que en una transformacién de Nor-
ma se cumpla para cada par

d(H'.G") _ 9(H,G)

0(ziz5) 0w zj)’

garantiza que las ecuaciones de Nambu se conservan.

Ejemplo 4 Como un ejemplo de los tipos de transformaciones
que hemos visto en este seccidn, se consideran las transforma-
ciones lineales, o bien en notacién matricial v = AF. Bl he-
cho de considerar una transformacién candnica entre {r,} y
{r.}. implica que la matriz A debe de ser unimodular, es de-
air, det A = 1. Por esta razén, se dice que las transformaciones
lineales candnicas forman el grupo SL(3,R). Para generar di-
chas transformaciones podemos tomar H y G como funciones

lineal y cuadrdtica en 7 respectivamente
1
H:Za,r,. G:;ET;B,,TJ.

donde By; es una matriz simétrica de 3 x 3. Siguiendo las ecua-

ciones de Nambu, se tiene

o bien

7 ijkla;Bleh
Skl

con lo cual se tiene

A= Z €3j10; By
it
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Ademds el nimero de paramétros independientes es 3 para H y
6 para G, pero dado que existe una redundancia si consideramos
la transformacién de norma H — AH, G — G/, entonces el
nimero de paramétros se reduce a 8, que es el mismo nimero

que para el grupo SL(3, IR).

2.2 Particula libre relativista.

En esta seccién se desarrollardn, a manera de ejemplo, las ecua-

ciones de movimiento para una particula libre relativista, mo-
viéndose en el espacio de Minkowski. Se encontrard, ademds,
una relacion explicita entre los formalismos de Hamilton y de
Nambu [19]. En dicha relacién, se vera que al considerar las
ecuaciones de movimiento de Nambu se obtienen las ecuaciones
candnicas asi como las ecuaciones de ligadura para la particula
libre.

Sean z#(u = 0,---,3) las coordenadas del espacio de Min-
kowski con métrica g, = diag(l,—1,—1,—1). Si se considera
la densidad Lagrangiana para la particula libre como

da"

3 (I "
L = omi,d", & =

5 (2.16)
en donde 7 es el tiempo propio de la particula y se toma la
convencién de Einstein para la sumatoria, entonces dentro del
formalismo de Hamilton se obtienen el momento conjugado a &/

y la funcién Hamiltoniana de la forma

Po= mit, (2.17)
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1 m
H = 5-t'p (218)

Por otro lado, al considerar el esquema de Nambu, se define
el triplete de coordenadas canénicas (g1, g2,q3) en funcién de
las coordenadas del espacio de Hamilton (z#, p) de la siguiente

manera
1 1 "
Q= ip,,p‘, o= 5t g3 = zp" (2.19)
Dado este mapeo ¢; = ¢;(z*,p") se puede considerar al Hamil-
toniano H como funcién de g;, por lo cual se cumple la relacion
OH
= (g, Hlp = gl (2:20)
¢

en donde [, ]p es el bracket de Poisson. Dentro del formalismo
de Nambu se tienen las ecuaciones de movimiento (2.9)

dgi _ OHy0H,

o 2.
ar €ijk B; Oai’ (2.21)

por lo cual, si se toma Hy = H, se obtiene al comparar estas dos
tltimas ecuaciones, el resultado

OH,
lai kP = €ijp—— aq (2.22)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.19) se encuentran las rela-
ciones

lar a2lp = —gs. (a1, 9s]p = —aq1. 2. asP = a2,
lo cual, al sustituir en (2.22), nos lleva a

Hi(q) = 2(13 20102,
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por lo tanto, si se consideran el par de Hamiltonianos Hy, Hy

como
1, 1 -
H = 8B~ 2q1q2 = —XM M, (2.23)
1, 1
H = o—p'pu= a1, (2.24)

en donde M, = x,p, — ,py,, se obtienen las ecuaciones de
Nambu

o

dr 7 dr

dgy _ 2
il (2.25)

las cuales pueden ser escritas en términos de las coordenadas
(, pu) como

d (1 )
+ (30) = =0, (226)
l;if (%I,‘z“) = (2.27)
d .
@) = (2.28)
De la ecuacién (2.26) se tiene
pup' =C, (2.29)

en donde C es una constante de integracién. Por otra parte, si

se reescribe la ecuacion (2.27) como
(P = mit)z, =0 (2.30)
y se considera que se cumple la relacién

P —mit =0, (2.31)
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entonces la ecuacién (2.29) se transforma en m?i, i = C. Da-
do que se cumple #,i" = 1(c = 1), se obtiene la ecuacién de
ligadura

' = m?. (2:32)

De la misma manera, al considerar la ecuacién (2.31) en (2.28)

se tiene
Pou=0, (2.33)

por lo cual las ecuaciones de Nambu llevan directamente a las

ecuaciones de movimiento para la particula relativista libre
p'=0. (2.34)

De esta forma se concluye que al considerar la formulacion
de la Mecanica de Nambu para la particula libre se obtienen
tanto las ecuaciones de ligadura (2.32), asi como las ecuaciones
candnicas (2.31) y (2.34), siendo evidente la importancia de con-
siderar el formalismo de Nambu en la resolucién de problemas

fisicos.



Capitulo 3

Formalismo Geométrico de la
Dinamica de Nambu.

En este capitulo se desarrolla la formulacién intrinseca geométrica
de la Mecanica de Nambu en un espacio fase de tres dimensiones
con coordenadas 7 = (z,y,z), y se verd, que esta formulacién
sobre el Triplete de Nambu nos permite estudiar desde un punto
de vista més simple algunos tépicos de importancia para el de-
sarrollo de dicha mecanica. Especialmente se pone énfasis en el
desarrollo de los llamados invariantes integrales. Para llevar a
cabo esto, primero se desarrollaran a manera de resumen, algu-
nos conceptos de geometria diferencial que nos serdn de utilidad.
Se incluye ademds, a manera de generalizacion la formulacién
de la dindmica de Nambu en un espacio fase n-dimesional en
términos de los brackets de Nambu-Poisson sobre una variedad.

A dicha variedad se le llamara variedad de Nambu-Poisson.

Asi mismo cabe notar que todos estos desarrollos se llevan a

cabo en completa analogia con la mecanica Hamiltoniana sobre

26



estructuras simplécticas en dimension par [15]. Como es sabido,
la versién geométrica de las ecuaciones de Hamilton construidas
sobre una variedad M?" estd dada por la ecuacion

ixws = —dH

en donde X es un campo vectorial dinamico llamado Estruc-
tura Hamiltoniana, wy es la Biforma Simpléctica, i es el produc-
to interno entre X y w, y H es la funcién Hamiltoniana. Esta
ecuacién implica que para una vecindad U de un punto con coor-
denadas locales (¢',...,¢", 1, ..., pn) se cumplan las ecuaciones

de Hamilton

dg' _OH  dpi_ OH

dt ~ op; dt ~  og’

Ademds, debido a los teoremas de Darboux y Pfaff se tie-
ne que la variedad simpléctica puede ser escrita de la forma
canénica wy = Yy, dpi A dg*, 1o cual tiene como consecuencia
que se tenga dw, = 0, en total acuedo con el Lema de Poincaré,

& =0.

Comentarios sobre las limitaciones de dicha analogia se pue-
den ver en la literatura [12, 13, 28].

Sea M" una variedad diferenciable de dimensién n. Para todo
punto y € M" se tienen dos espacios duales indistinguibles entre
si, a saber,

V = Espacio Tangente; A = Espacio cotangente,
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cuyas expresiones locales, dada una base de una vecindad abierta

U al punto y = y(x1, 23, ...2y), son
V =d'0y,, (vectores); A=0bd,, (1- formas).

Ademas, si tomamos en cuenta el producto de Clifford sobre es-
tos espacios es posible generar nuevas estructuras como A(V) =
Espacio de los Multivectores (o bien g-vectores) y A’(A) =
Espacio de las Multiformas (o p-formas), quedando implicito
de esta forma la riqueza que se tiene en el tratamiento ge-
ométrico [15, 23].

Definicién 3 de Estructura Simpléctica. Sea M*" una va-
riedad de dimension 3n. Una Estructura Simpléctica sobre M*"
se define como aquella variedad en la cual es posible encontrar
una forma diferencial w € A*(M), de grado 3 y de clase cons-
tante 3n.

Definicién 4 A la estructura (M*",w) se le llama Variedad

Simpléctica y a w se le llama Forma Simpléctica.

Si U es un abierto de M%", entonces (U, w |¢) es una variedad
simpléctica. Ademds se cumple para todo punto y € M3 que

(T,(M),wy) es un espacio vectorial simpléctico.

Proposicién 1 Sea w una forma diferencial de grado 3 sobre
M?". Para que w sea una forma simpléctica es suficiente y ne-

cesario que w" sea una forma volumen T sobre M™".



Sea (M®",w) una variedad simpléctica, entonces para todo
a € A*(M) se designara como X, al campo vectorial sobre M®"
tal que o = ix,w siendo 7 el producto interno entre X, y w.

Definicién 5 Un Si iltoni sobre (M, w) es
un campo vectorial X sobre M*", tal que iyw sea una biforma
de Pfaff.

Definicién 6 Siiyw es una forma ezacta, los Hamiltonianos
de X son dquellas funciones diferenciables sobre M*", Hy y H,
tales que ixw = dHy A dH,.

Para que un campo de vectores X sobre (M*",w) sea un siste-

ma Hami es oy i que £yw =0, donde

se entiende por £ la derivada de Lie de w con respecto al campo
vectorial X.

Considerando lo desarrollado hasta aqui, ahora se busca una
3-forma que nos sirva de candidata como la forma simpléctica
w, que es necesaria para tener una variedad simpléctica y se

propone como primer intento, en analogia al caso Hamiltoniano
ixw=dHy AdH, (3.1)

como la version geométrica de las ecuaciones de Nambu.
A continuacién se veran algunas razones por las cuales la

ecuacién (3.1) no es una buena candidata para representar la

versién geométrica de las ecuaciones de Nambu. Sean {z;}, {y,}
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¥ {2} una base para el espacio vectorial V y sean {dz;}, {dy;} y
{d=i} la correspondiente base para el espacio vectorial A. Al con-
junto {xi, yi, i} se le llamard sistema de coordenadas candnico.

Una 3-forma w en un punto P € M*" puede ser interpretada
como el mapeo lineal

wp: Ve N(Ap). v igwp (3.2)

(Vp es el espacio Tangente en P, /\2(Ap) es el espacio de 2-
formas en P). Como en general dimVp < dim A*(Ap) para
n > 1, entonces el campo de 2-formas ix,wp 10 es general y no
puede por lo tanto ser igualado con dH; A dH, sin imponer al-
gunas restricciones tanto en Hy como en Hy. Sin embargo no se
tiene ninguna restriccién sobre Hy, o Hs, por lo cual se muestra
que esta eleccién de w es inconsistente para Hy y Hy arbitrarios.
También se puede ver que ix,wp no contiene productos de la
forma dz), A dzj,a # b mientras que dH; A dH, en general los
contiene.

Por otro lado, si escogemos en analogfa con la versién Hamil-

toniana, la 3-forma w € A® como
W= dz; Ady Adz, (3.3)

Es fécil ver que debido al lema de Poincaré se cumple dw = 0,
siendo esto una caracteristica importante de w pues nos ase-
gura que w es cerrada y tiene rango maximo. A pesar de es-

to (3.3) no es de utilidad en nuestro caso, ya que la 3n-forma
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w A -+ Aw, quién serfa la tnica candidata para la forma vo-
lumen T =dzy A--- Adey Adyy A - Adyy Adzy A -+ ANz,
es idénticamente cero debido a las propiedades del producto A.
Esto esta en contradiccén con el Teorema de Liouville, dado que
no existe forma volumen invariante. Por esta razén (3.1), (3.3)
no pueden representar la version geométrica de las ecuaciones
de Nambu (2.4) y por lo tanto se propondré a continuacién una

nueva version.

Para esto, primero definamos la derivada exterior parcial (k-
ésimo triplete) di, k = 1,...,n, que opera de la siguiente mane-
ra: Si

0 =0j,.,dx" A Adat = 0 yda’

es cualquier p-forma, entonces se tiene

do =" 40 nde? (i = {ap,2) =

> !, 2, 2%}). (3.4)

De esta manera se tiene d = dy +- - - +d,, y ademas did) = —d;dy,
por lo cual d} = 0.
Si ahora se definen n 3-formas como
= dal A da? 3 35
wy = day A day A day, (3.5)
entonces es facil demostrar que

ixwg = diHy A dipHo, k=

(3.6)
es equivalente a (2.4) y por lo tanto representa la formulacion

geométrica de las ecuaciones de Nambu para el k-ésimo triplete.
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Considerando (3.6) se puede ver que hemos separado nuestro es-
pacio M*" en tripletes individuales. Ademds esta definicién para
nuestra 3-forma wy no contradice en nada la Proposicién (1), por
lo cual podemos tener una forma volumen I' diferente de cero,
a saber,

T=w A Awp A Awp. (3.7)

Consideremos un sistema coordenado sobre un conjunto abier-
to U € M, por ejemplo (T1,...,Zn, Y1, Yny 21, - - Za), tal
que se cumpla @ = ix,wi con wy dada por la ecuacién (3.5),
entonces considerando que localmente se tiene o = )~ (a;dz; A
dy; + bidy; A dz; + cidz; Adx;), se puede ver que la expresion para
el campo vectorial X, esta dada por

Xo= b,l%' + c15%, +a,

Ademas, para el caso especial en el que o = d HAd). H, es decir,

(3.8)

a cumple la ecuacién de Nambu (3.6), entonces la expresion local
del sistema hamiltoniano X asociado a a es
X - (HH] 9H, 0H, BHz) d

Oy 0z Oz Oy ) Oy

oH\0Hy oMM 0
Dz, Oz, Oxx, 0z ) O :
[, 2o

Oxy dyx  Oyx Oy

9z
De esto se puede ver, que las curvas integrales de X son las
soluciones a las ecuaciones de Nambu

dz; _OH\0H, OH\0H, _O(Hy, H))

At T Gy 0n O oy gk )|



dyi _ OH\OH, OH\0H, _O(Hy H>)

@t " Bnom Oz om - Bz’ M0
ds _ OH 0H, 0H,0H _ (Hy, Ha)
dt — Oz dyr Oy Oz Ok yr)
o bien, en notacién vectorial
- =
?; =VH, x VHy, (3.11)

en total acuerdo con las ecuaciones (2.4). Este resultado nos
muestra el poder y lo fundamental de la formulacién geométrica,
va que las ecuaciones (2.3), que fueron postuladas por Nambu,
aqui se obtienen al considerar la expresién local de nuestro cam-
po vectorial.

Como se ha visto, a diferencia del caso Hamiltoniano, las
ecuaciones de Nambu en forma geométrica sélo pueden ser es-
tablecidas, como tales, para el k-ésimo triplete, pero esto no es
una gran limitacién dado que nos es posible seguir estudiando

los invariantes integrales, que se a continuacion.

3.1 Invariantes Integrales.

En esta seccién se desarrollan los invariantes integrales a partir
de la formulacién geométrica de la dindmica de Nambu (3.6).
En especial se verd que contrario al caso Hamiltoniano, no se
tiene la serie de invariantes integrales absolutos de Poincaré-
Cartan [14, 15], siendo en este caso la forma volumen I' el tinico

invariante integral de importancia, dado que nos permite esta-
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blecer el Teorema de Liouville en el espacio fase correspondien-
te [12].

En el caso de las ecuaciones de Hamilton se tiene la siguiente
serie para w, = Y, dp; A dg;

Lxws, =0
; (3.12)

Ex@ A Aw) = £xalt =0,

que resulta en los invariantes integrales de Poincaré-Cartan [14],
definidos sobre una variedad M2 en el espacio fase de la siguien-

te manera
ngE/ Wk 1 T . (3.13)
M

Consideremos ahora el caso de la dindmica de Nambu, en

donde se tiene
£xwy = ix(dwy) + d(ixwy) = d(dHy AdpH) # 0, (3.14)
en general, ya que ddj # 0, y similarmente para w = Y, wy
(ver (3.3)) se cumple
Lxw= id(dkHl AdG) #0, (3.15)
k=1

lo cual significa que ninguna de las siguientes integrales es inva-

riante con respecto a la evolucién temporal en el espacio fase

(13)‘,;:/ w 13;=/ w
M3 M3
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De la misma forma se verifica que ninguno de los productos cuna
entre 3-formas, es decir wi A wy, wi A wi A wj, ..., es invariante,
excepto por el dltimo de la serie, o sea T':

Lx(@i A Awp A

CAwy) = =0. (3.16)

de esta manera se tiene el equivalente al Teorema de Liouvi-
lle (2.1)

Isn

T = cte. (3.17)
i

La conclusién es, por lo tanto, que no existen invariantes in-
tegrales para el espacio fase 3n-dimensional, excepto por el ele-
mento de volumen en dicho espacio, lo cual esta en pleno acuerdo
con el Teorema de Liouville. Asi mismo, es importante recalcar
que para un triplete de Nambu dado, digamos el k-ésimo, es
posible tener toda la serie de invariantes integrales de Poincaré-
Cartan si se considera el subespacio formado por dicho triplete
(subconjunto de M®") como un espacio por derecho propio. En
especial, para el caso n = 1 se tiene un solo triplete, por lo cual
la derivada exterior y su andloga parcial coinciden, por lo cual
se tiene dicha serie de invariantes, exactamente como en el caso
Hamiltoniano.

3.2 Variedades de Nambu-Poisson.

Como es conocido para el caso de la Mecanica Hamiltoniana
el desarrollo dindmico de una funcién se lleva a cabo por me-
dio de su bracket de Poisson. Andlogamente para el caso de
la Mecanica de Nambu, se tiene el bracket de Nambu-Poisson



36. i6 étrica de la dindmica de Nambu

n-dimensional (2.10), el cual es el responsable de la dindmica de
una funcién arbitraria. En esta seccién se desarrollard la for-
mulacién geométrica del bracket de Nambu-Poisson sobre una
variedad a la cual se denominara Variedad de Nambu-Poisson [2,
7, 8,11, 34].

En Mecénica Hamiltoniana se les llama Variedad de Pois-
son a una variedad diferenciable X y Algebra de observables al
junto A de 2 infini 5 iables definid
sobre la variedad X, es decir A € C*(X), si existe un mapeo

[,]: A® A A tal que se cumplan las siguientes condiciones

1. Antisimetria
[fi, o) = =[f, £i)-
2. Regla de Leibniz (propiedad de derivacién)
(fifa, f3) = Hilf2. fs] + [, flfo
3. Identidad de Jacobi
[fi, (2. Sl + [ [fs Al + s, [, fol] = 0.

para toda funcién fi, fa, f3 € A. A esta operacién binaria se le

llama Bracket de Poisson. El bracket de Poisson juega un papel

en la

ya que si se tiene
un Hamiltoniano H, tal que cumpla la ecuacién iyw, = —dH,
entonces se cumplen la ecuaciones de movimiento de Hamilton

con respecto al pardmetro ¢

df
Ef[H,f], feA



3.2 Variedades de Nambu-Poisson

El ejemplo tipico de una variedad de Poisson esta dado por el es-

pacio fase bidimensional X = IR*" con coordenadas (py, . .., pu,q', . .-
y el bracket de Poisson dado por

o= 35 (a2 260 5200
i=1

Jp; d¢'  9q' Ip; Apig)’

i=1

en donde se tiene fi, fo € C™(X).

Para el caso de la Mecanica de Nambu es necesario sustituir
el bracket de Poisson por una operacién n-aria en el algebra de
observables A, y se requiere de n-1 hamiltonianos (Hy, ..., H, 1)
para describir la evolucién de cualquier funcién en A, con res-
pecto a cierto pardmetro . Para esto se considera la siguiente
definicion
Definicién 7 de Variedad de Nambu-Poisson. Una varie-
dad X es llamada Variedad de Nambu-Poisson de orden n (o
n-dimensional), si existe un mapeo [ ,..., ] : A”" v A tal que
obedezca las siguientes propiedades (¥ fi, -1 € A)

~

. Antisimetria

[fiseos fal = (DU fom)s

siendo o € Symm(n) y € es la paridad de la permutacion

Ul,

te

Regla de Leibniz (propiedad de derivacion)

fife fa,- s Sl = filfa fo, - Sl + U1 foe

' Symm(n) es el grupo de simetria de n elementos.
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3. Identidad Fundamental
(frsees fats fuls foers - foni]
+  [falfrseor famty Favls Fanzre ooy fonmil
+oot [fareeos fonez [f1eeo o famt, fancal]
= [fieeos faots (e o)

Es importante sefialar que el bracket de Nambu-Poisson de
orden n en un espacio fase X induce, debido a la Identidad Fun-
damental, una familia de estructuras subordinadas de Nambu de
orden n-1 y menores, incluyendo la familia de las estructuras de
Poisson. Por ejemplo, si se considera el caso n=3 y para H € A
se define el bracket [ , ]y en la variedad tridimensional X como

[¥,élu = [H,¥,¢] Y, 0 €A, (3.18)

se puede ver que al considerar f; = f3 = H en la Identidad

Fund; 1, se recupera la identidad de Jacobi para la familia

de brackets [ , ]y parametrizados por la funcién H. Es en es-
te sentido como se entiende la subordinacion de las estructuras
de Nambu de menor orden. Asi mismo, es posible reproducir
estructuras de Nambu de orden n a partir del bracket de Pois-
son [34]. En el caso mds general se tiene VHy, ..., H, € A la
relacién

[fioeoos Sl = [Hy oo Hooty 1o ] (3.19)

entre el Bracket de Nambu-Poisson de orden n y la estructu-
ra de Nambu de orden n-k. Con esto se define una jerarquia
de estructuras subordinadas de Nambu de dimensionalidades

k =2,...,n—1, parametrizadas por los elementos H, ..., H, .
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Obviamente, todas estas nuevas estructuras satisfacen la Iden-
tidad Fundametal, puesto que fueron justificadas a partir de ella.

Por otra parte, de la misma manera que para el caso del brac-
ket de Poisson, la dindmica en la variedad de Nambu-Poisson
estd determinada por n-1 funciones Hy, ..., H,_; (con respecto

al parametro t)
4
d%: [Huveo Honfl, V€A (3.20)

Considerando esto se tiene la siguiente definicién en términos
del bracket de Nambu-Poisson

Definicién 8 de Integral de Movimiento. Un observable
F € A es llamado integral de movimiento en la variedad de

Nambu-Poisson de orden n con hamiltonianos Hy,....H, | €
A, si
[Hy, ..., Hyet, F] = 0. (3.21)
Consid do esta definicion, se tiene como Itado de la
1d, lad Fund 1 el sigui corolario

Corolario 2 El bracket de Nambu-Poisson de n integrales de

movimiento es una integral de movimiento.

La Identidad Fundamental impone fuertes restricciones so-
bre las posibles formas del bracket de Nambu-Poisson. Por esta
razon la estructura de Nambu es mds rigida que su contraparte
de Poisson. Esto se puede ver por simple comparacién de la
Identidad Fundamental con la Identidad de Jacobi (el caso de
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la Identidad Fundamental con n=2). La identidad de Jacobi es
una derivacién con respecto a todos sus argumentos, imponien-
doles una especie de simetrfa; la Identidad Fundamental es una

derivacion solamente para los argumentos fy,..., fa,—1, mien-

tras que no lo es para los argumentos fi, fa-1, de aqui que

dad Fund

en la Identi F 1 se haga una distincién entre los

dos conjuntos de funciones.

En particular, si se toma X = JR" como el espacio fase, cuyas
coordenadas locales estan dadas por xy,...,z,, el bracket de
Nambu-Poisson, esta dado por

A
3z,

[fo fal = (3.22)

donde el lado derecho de la igualdad es el mapeo Jacobiano f =
(f1,--. fu) : R" > IR". Este bracket de Nambu-Poisson coin-
cide con las ecuaciones de movimiento generalizadas de Nam-
bu (2.10).
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Nambu Relativista.

4.1 Modelo e Interpretacién Fisica de Yama-
leev.

Consideremos simplificadamente el sistema de Nambu en el es-
pacio fase tridimensional dado por el triplete {z,p.q} bajo la
siguiente interpretacién: consideraremos que el sistema fisico
formado por una particula real corporal de masa m ubicada en el

= e denad

sitio dado por la &, correspon-

de a un sistema de composicién formado por dos sub-particulas

con impulsos p y ¢, y masas my, m,, respectivamente; la
lizabl

tuacién es dir al espacio trid

Entonces, tendremos dos hamiltonianos de Nambu que postula-

mos dados por las mismas expresiones clasicas
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por lo que al desarrollar las ecuaciones de Nambu

dg; 9H, 0H, .
— = €k R=12
ar - ik 34; g’ 43 12,3,
b el sistema de i que d: i ecua-

ciones de Yamaleev

b g

&= dmme

dg_ dV p

dr ~ dzmye @D
d. 1

d_ pa 1

dr mymy ¢’
y afirmamos que este sistema de ecuaciones es equivalente a
las ecuaciones de movimiento relativistas. La constante ¢ con
dimensiones de velocidad es introducida para homologar la di-

mensionalidad de las otras variables.

Relacionamos el impulso P de la particula corporal con su
velocidad, de la manera habitual

P=m%, (4.2)

o bien, al comparar con el sistema de Yamaleev

pq
P= T m = \/mym,/2. (4.3)
Es facil nos que con dos cons s del

movimiento, a saber

Ey=H,y E=H, (4.4)
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por ejemplo

d d
o= «T(mﬁv(r))
p dp pg 1 dx
= —— V* -V ———] =045
m,,dr dr t(m,,ch dr (4.5)

La energia total la definimos como el promedio aritmético
1
3B+ E) = E, (4.6)

y obviamente la diferencia de energias es también otra constante
del movimiento que identificamos como la masa en reposo

%(E; B =M, @7
o sea
Ey=E- M2,
=E+Md,
es importante no confundir esta del imiento M ni

con la masa relativista IM, ni con el pardmetro m de las ecua-

ciones dindmicas.

Entonces tenemos

E\Ey = (E—M&)(E+Mc) =E* — (Mc)?

(£ ve) (£ +vin)

P22+ 2(E-V)V 4+ V2, (4.8)

[

o sea

(E-V)?= P2+ M*¢ (4.9)
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o bien

E = VP2 + M +V(z), (4.10)

que es la famosa férmula de la energia relativista. Por tanto
dos subparticulas en el formalismo de Nambu son equivalentes
con una particula inercial (corporal) relativista. Mas atin, el
formalismo es generalizable a particulas de masa cero, concepto
que, estrictamente, en la mecénica clasica no existe[4]. De hecho
una particula de masa cero, como el fotén o el neutrino es de
naturaleza relativista.

Hay que mencionar también que este sistema relativista de
Nambu simultdneamente satisface una pareja de ecuaciones canénicas.

Del conjunto de ecuaciones de Yamaleev tenemos

cdir(pq) = —2V( L +i)

2m,
= —0,(2EV - V?), (4.11)
o bien
d 3 ow
wP= 2M20(2EV V=—o (4.12)
0 sea
de oA
o= @ (4.13)
dP H
5 e (4.14)

conH = 7W+W W = (2EV -V?)/2Mc? = (E— Mc*)(E+
Me2) [2MEE.
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El conjunto de ecuaciones de Yamaleev lo podriamos expresar
para el espacio tridimensional como

. . =
Lo vkt
dr mye
P
M- gy 4.15
dr o {418)
dz pxql
i _ pxdl
dr mymy ¢

Posteri it istemati otras diversas

situaciones posibles.

4.2 La Particula de Masa Cero.

Lo que es importante entender es que las ecuaciones dindmicas
son vilidas tanto para particulas masivas como para particulas
sin masa. El caso de particulas masivas corresponde a la situa-
cién M = m # 0, para particulas sin masa tenemos M = 0. En

1 de las i lindmicas m # 0.

Obsérvese que M es una constante del movimiento, no asi m

caso, el

que es un parametro dindmico.

Historicamente es Schrodinger [33] quien encuentra esta du-
plicidad en el valor de la masa, como constante del movimiento.
Dada la ecuacién de la geodésica

Pt dr’da
—= Tl
ds ds
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se encuentra como primera integral

datda”
Ings ds ~
por lo que €y = 0 para particulas sin masa y C; = 1 para

particulas con masa.

De igual manera, en un campo gravitacional ¢(r), las ecua-
ciones dindmicas relativistas se transforman en las ecuaciones
para la cuadri-velocidad

i

con la primera integral
w-i=0C

donde se tiene Cy = 0 para las particulas sin masa y C; = 1
para las particulas masivas.

Ortodoxamente escribimos entonces la ecuacién de la métrica
del espacio como

(cdt)? —di? = /::—:(cdr)‘). (4.16)
Luego, si se toma M = m, la ecuacién (4.16) coincide con la
definicién del cuadrado del intervalo ds? en el espacio de Min-
kowski para particulas masivas. Si se toma M = 0 se obtiene el
cuadrado del intervalo para particulas sin masa (luminosas). En

cualquier caso m # 0. De la relacién Mc? = }(E, — E,) vemos



4.3 Oscilador A i ivi a7

que la nulidad de la masa se describe también por la condicion

- 2 — g2
m, =m,, p°=q".

4.3 El Oscilador Arménico Relativista.

Durante mucho tiempo no se pudo resolver la ecuacién del os-
cilador como un sistema relativista. Con el formalismo de Ya-
maleev, esta solucién es inmediata. Consideremos el oscilador
unidimensional. La primera expresion que escribimos es la del
impulso

dr P
—_=— 4.1
dr — m’ (@17

cuya factorizacién es de la forma P = apg, por lo que arri-

bamos a la siguiente integral (ver [36])
() r
TATO:/ me de (4.18)
i) V(& = MC - V(@) + M - V(z))

Para el caso del potencial oscilatorio V(z) = mw?a?/2, la

integral (4.18) se reduce a la integral eliptica
() d
¢- %Z/ el (1.19)
wieo) V(1= 39)(1 = ky?)
donde ¢ = w(T—1)\/(€ + M) /2mc y k = (E—Mc?)/(E+
2). De esta integral eliptica se encuentran las soluciones en

términos de las funciones elipticas de Jacobi para (4.17) dadas
por
2(€ — M¢
z = g n(o | k)

mw

V2ET = (M)en(¢ | k)dn(¢ | ¥).  (4.20)

o
]
(]
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Estas soluciones se reducen a las soluciones no-relativistas del
oscilador en el limite ¢ — co. En este limite se cumple M = m y
£ = mc*+E,r, donde &, es la energfa en el limite no-relativista.
De cualquier forma, el limite ¢ — oo corresponde a & = 0 en las
funciones elipticas de Jacobi, las cuales a su vez se reducen en
este limite a las funciones seno-coseno. Por lo tanto se obtienen

las soluciones

z= sin(¢), p=2Enmcos(d), &= uw(t—ty).
Como ya habi: ionado, las i elipticas de Jacobi

satisfacen, de manera andloga a las funciones trigonométricas,
las identidades

cn®(olk) +sn?(olk) =1,  dn®(¢lk) + k sn®(o|k) = 1(4.21)

s

ademds, las i d ales, que

equivalen al conjunto de ecuaciones de Yamaleev para V =
mw?z?/2, por lo que, gracias al formalismo, la solucién se obtie-

ne en este caso también por inspeccién

d

%cn(olk) = —sn(d[k) dn(olk),

d

;—an(om = dn(glk) cn(@lk), (4.22)

d
2 (0lR) = —ksn(6lk) en(alh).
4.4 Otras Perspectivas en la Factorizacién del
Impulso Relativista.

En la seccién anterior se restringi6 el movimiento para el caso

unidimensional. En esta seccién se desarrollaran las ecuaciones
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de movimiento para el espacio tridimensional, asi como las co-

rrespondientes nuevas factorizaciones para el relativis-

ta. Para poder llevar a cabo este desarrollo sera necesario incluir

una extensién del par de variables unidimensionales {p, ¢}.

Ademas, se demandard que las ecuaciones para el nuevo sis-
tema de variables extendido {p, ¢} tengan una forma tal que las
ecuaciones que cumpla el cuadri-vector de momento P° corres-
pondan a las ecuaciones del movimiento relativista (1.14, 1.15,
1.16). También es deseable que la transicion de las ecuaciones
para {p,q} a las ecuaciones para P® se cumplan sin ningiina
restriccién adicional.

Teniendo esto en cuenta se considerard al par {p, ¢} como dos
espacios vectoriales euclidianos de dimension D, y D, respecti-
vamente. Se analizarén tres casos: (1) D, = 3,D, = 1 (vector-
escalar); (2) D, =3, D, = 3 (vector-vector); (3) D, =4,D, =4
(cuaternién-cuaternién). De estas tres factorizaciones se verd
que solamente la tltima es posible formularla sin traer como

restricei dicionales (ver [35, 37]).

Por conveniencia se tomard wna mieva.escala p > k=g =

A de tal forma

\/+_ ysetomardnc=1y U = -VV(r) = —

que las ecuaciones del impulso resultan ser
1 =
R= E(T.:2 +¢%), P2 =p’* +cte. (4.23)

Es de notarse que en esta ecuacioén tanto p> como ¢* deben de ser
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entendidos como los cuadrados de las longitudes de los vectores
definidos en los espacios euclidianos D, y D, respectivamente,
y asi mismo se considerara la constante en la segunda ecuacion
de (4.23) como una constante de integracion conveniente.

4.4.1 Factorizacién vector-escalar.

Comenzemos con el caso D, = 3,D, = 1, al cual llamaremos
factorizacion escalar-vector. En este caso se tiene el par {p,q}
y se postulan las siguientes ecuaciones de Yamaleev

 _ 54

& = "V

dg _ 5 P

& = 05 (4.24)
d&r g

ar — m

De esta manera el cuadri-momento queda factorizado como
1 5 i
=50 +d),  Pi=pi, (4.25)

con lo que se tiene P = jg. La correspondencia entre las ecua-
ciones de Yamaleev (4.24) y las ecuaciones de movimiento rela-

tivista (1.14-1.16) esté sujeta a la condicién auxiliar

Uxp=0, (4.26)
0 sea, un movimiento paralelo a la direccién de la fuerza, con lo
cual se limita la clase de trayectorias posibles para la particula
relativista, ya que se tiene

av(r)
ar

xP=-UxP=—(Uxp)q=0
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4.5 Las Ecuaciones de Maxwell como Ecua-

ciones de Movimiento.

Lo poderoso del formalismo de Nambu-Yamaleev es que con él
podemos representar la dindmica tanto de particulas como de
campos (relativistas).

Consideremos ahora el caso D), = 3, D, = 3, o bien la facto-
rizacion vector-vector del momento. Para este caso se considera
el par {§,¢} y de la misma manera se postulan las ecuaciones
de Yamaleev

1
dr ~ (U ﬂ2m’

a7 5 )
o= x5 (4.27)
dr < 1

el s

De estas ecuaciones es posible encontrar cuatro constantes de

movimiento
G o= 3077 G=Fa
& = PE+V(r), E,=q+V(r). (4.28)
Por otro lado las ecuaciones (4.23) nos llevan a
Pu:%(ﬁ’?-#q"), Pr=p% - (7 @%  (429)

La eleccién de la constante en esta ecuacion se hace de acuerdo
con la ecuacién (4.28) y dado que esta eleccién nos permite uti-

lizar la identidad vectorial @ %5 2 = (i - #)* + (ii x #)?, entonces
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se puede definir P = j x ¢ Ademds, para obtener las ecua-
ciones relativistas (1.14-1.16) es necesario utilizar las siguientes

condiciones adicionales
U-p=0, U-g=0. (4.30)
Estas condiciones limitan las trayectorias que puede seguir la
particula relativista, ya que
dV( r) T
xP=-UxP= U-pg—U-gHp=0.

Concretamente, podemos identificar el conjunto de ecuacio-
nes de Yamaleev (4.27) como las ecuaciones del fotén; para con-
vencernos de ello escribimos a continuacion las ecuaciones de
Maxwell y establecemos la transformacién bajo la cual ambos
sistemas de ecuaciones son equivalentes, asi como los valores de
Py, P y las expresiones para la densidad de energia y de mo-
mento (vector de Poynting) del campo electromagnetico. Dicha
correspondencia queda manifiesta

oH o IE -
S = ~(VxB), Wfs x H),
V-E =0 V-H=0,
P = %(éuﬁz), P=Exd,
_ Ype_ge
L= 3(E2-H?,

(4.31)
si, en especial, los campos electromégneticos se factorizan de la

signiente forma

=f0)Y),  H=f)q), (4.32)
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donde f(r) = exp(V(r)/2m), entonces las ecuaciones de Max-
well (en el caso 7 = t) se reducen a las ecuaciones de Nambu
y reciprocamente, asi como a las integrales de movimiento de

dichas ecuaciones.

4.6 Las Ecuaciones del Neutrino como Exten-
sién de las Ecuaciones de Maxwell.

A continuacién haremos una extensién de los mapeos ya reali-
zados con el objeto de construir nuestras ecuaciones sobre una
base cuaterniénica. Introducimos entonces las siguientes dimen-
sionalidades D, = 4,D, = 4, o bien el conjunto {.ps;q.qs}
y postulamos que nuestro conjunto de variables obedece las si-

guientes ecuaciones de Yamaleev

b AT 7T S L g
O WA~ Uy %: P (433
@ dry 1
oy = Pxd+pa- m)f o =Tt pa)
Estas i las identi como las del
Neutrino.

Los vectores construidos (4, 7), (s, P), (¢4, 7) pertenecen ob-
viamente a IR'. Como en el caso anterior se tienen cuatro inte-

grales de movimiento, a saber

1. 9 i
G o= 3@ +d - -p),  G=id+na
& = P4k + V), &= +g+V(r). (434)
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Luego construimos también por factorizacién nuestras variables

relativistas como
1. 5
Po= 5@ +p+T7 4 ),
P = (4P +ad) — (5-d+ma),  (4.35)

al introducir a continuacién la base cuaterniénica nos ques

claro por qué tenemos congruencia en la siguiente definicion
P P X ¢+ Pgs — qps. En este caso se puede ver que diferen-
ciando Py y P con respecto al tiempo propio 7 y utilizando las

(4.33) se las fones relativistas (1.14-
1.16) sin ninguna condicién adicional.

El usar una base cuaterniénica para nuestras variables no
es un hecho fortuito, sino que sabemos el papel que juegan los
cuaterniones dentro del dlgebra geométrica de Clifford y cémo

inmersas en esta dlgebra se las dlgebras cuanticas
de Pauli y de Dirac (Ver apéndices A y B, asi como tesis de
licenciatura [23]). Tradicional y modernamente fundamentamos
estas algebras en principios de la mecénica cudntica, olvidando

su conexién con los principios geométricos.

No nos sorprenderemos entonces que el resultado que obten-
dremos sea un resultado de la mecénica cuantica. De hecho
la mecanica cudntica posee un profundo significado geométrico.

De Iquier forma, i d

de la prescripcion de

cuantiz:

6n que tomemos, nuestro formalismo adquiere carac-
teristicas de universalidad.
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@

Sean entonces {Q,, Q,} nuestras variables cuaterniénicas, que
se definen de la siguiente manera !

Q=p+id-P), Q=q+id-q), (4.36)
utilizando la formula (A43)(B5) = A- B +i(d - [A x B]), el

sistema (4.33) queda reescrito en la base cuaterniénica como

d P 1 . d P 1 )
i Q= ~(0 g, i Q= (T 3)Qy. (437)
Introducimos adicionalmente los cuaterniones

_— a (. 9 4
Qr=ry+i(@-7), Quv=<s—+ild =] V() (4.38)
Iy or

el sistema de ecuaciones toma la forma *

d 1
cf:-rQq = ’%QVQ,»
= 1 & =
EQ” = fﬁQqu, (4.39)
d 1.5
7O = Q0

Por otro lado, si se definen las derivadas parciales cuater-

55 B o

donde z € {r,p,q}, y se consideran las dos integrales de movi-

niénicas como

miento &, &, como las funciones H,, H,, respectivamente, enton-
ces las ecuaciones de Yamaleev en esta forma cuaterniGnica to-

Matrices de Pauli
conjugacién cuaterniénica.
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man nuevamente la estructura ciclica de las ecuaciones de Nam-
bu, a saber,
dQ, 0H,0H, 0H,0H,
dr T 9Q:9Q,  9Q.0Q,
9. _ 0H,0H, _ 9H, oM, (@.41)
dr - 0Q,0Q, 9Q,00Q,
dQ, _0H,0H, 0H,0H,

dr  9Q,0Q,  9Q,0Q;
Es importante sefialar que a diferencia de las ecuaciones de Nam-

bu, estas ecuaciones estén escritas en términos de derivadas par-
ciales que no conmutan debido a las propiedades de los cuater-
niones.

Asi como en el caso del fotén, las ecuaciones de Yamaleev,
ecs. (4.27), corresponden a las de Maxwell, ecs. (4.31), aho-
ra nos preguntamos, a qué ecuaciones generalizadas de Maxwell
corresponden las ecs. de Yamaleev (4.33)? Efectuando la trans-

formacién correspondiente obtenemos

ol = & = oOF 5 a a
S = “xE-VE), o=+ xH)-VH,
= = OH, = = O

V-E =5 V-l ="

B = %(52+Ef+1~72+H}), P=ExH+EH, - HE,,
L= %(EZ+E§—H2—H§), (4.42)

Estas ecuaciones también podemos escribirlas en formulacion

cuaterniénica de la siguiente manera

0 Hy+ig-H} = i¢-V{E;+i5-E
ot
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3 = = »
E{Eﬁ»ii-E} = —i¢-V{Hi+i5-H}. (4.43)
0 mds concisamente como
a g
&QE =1i7-VQpy.
a i o
=Qu=-i6-VQg (4.44)
at
pero esta estructura nos es conocida, es una generalizacién de
las ecuaciones de Weyl que proceden de la ecuacién separable
de Dirac, {9,7" + m}¥ = 0, cuando la masa de la particula es

nula. Usando la representacion matricial de Dirac

I 0 0 -0y
- . = ; 445
Y ( 3l ) Yk (a» 0 ) (4.45)

escribimos entonces {8,7"}V = (709 — 5-V)¥ =0, que corres-

( ‘9‘_25'6)\[/:0, (4.46)

0 bien como ecuacién de Weyl

ponde a

Vo2 =

5 - Vg, (4.47)

para espinores de Pauli de dos componentes.

Por la naturaleza de la ecuacién de Dirac, sabemos que la

descripcién corresponde a particulas sin masa de espin s =

tales como el neutrino. A la luz de las ecuaciones generaliza-
das de Maxwell, ecs. (4.41), nos damos cuenta que formalmente
y desde un punto de vista matemadtico, una particula de espin
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s = % en R es equivalente a una pareja de monopolos, uno
eléctrico y otro magnético en un espacio superior, a saber en

R'.

Finalmente establecemos la transformacién bajo la cual las
ecuaciones generalizadas de Maxwell ecs. (4.41) y el conjunto

de ecuaciones de Yamaleev, ecs. (4.33), son equivalentes, a saber

Ha#iG - B) = [ +i5 lesp (@) :

Ey+i(G - E) = [ps+i(& - p))exp (V(”) L (448)
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Conclusiones
o Se establ las bases étricas y aticas bajo las
cuales el fc i de Nambu es equival al formalismo

de Hamilton.

Dada esta equivalencia formal matematica, se introduce co-
mo caso especial la interpretacion fisica, modelo y forma-

lismo de Yamaleev para sistemas de composicién.

Se muestra que una particula relativista es equivalente a
dos subparticulas, de manera semejante a la concepeién

particula-antiparticula de Dirac.

El formalismo permite también desarrollarse tanto de ma-
nera clasica como cuéntica, donde la prescripcién de cuan-
tizacion se introduce de manera natural mediante la apli-
cacién de las dlgebras geométricas.

Ademds, el modelo nos permite también un tratamiento
para el caso de particulas sin masa, lo cual nos permite

vislumbrar una universalidad del formalismo, como la uni-

59
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versalidad misma de la mecanica, esto es, de la fisica.

o Se obtienen en formulacién cuaterniénica como generaliza-
ciones de las ecuaciones de Maxwell las ecuaciones para los
campos del neutrino, las que coinciden en su estructura con
la ecuacién de Dirac sin masa y para espin s = 5.

3

e Este desarrollo nos permite también entender formal y ma-

temdticamente el significado fisico andlogo del espfn s




Apéndice A
Construccién intuitiva de C/(2)

A cada espacio vectorial IR" es posible asociarle un dlgebra de
Clifford C£(n), es por ello que partiremos del espacio real de dos
dimensiones IR, con una construccién algebraica intuitiva que
nos permitira definir una de las dlgebras mas simples, el algebra
C(2); teniendo al teorema de Pitégoras como idea fundamental
de la geometria Buclideana: para u = (z,y) € IR?,
w=2"+y’c R (A.1)
Aplicando el concepto de algebra, esperarfamos que, dado
cualquier par de elementos u,ve€ R, podriamos implementar un
producto interno, que llamaremos de Clifford, que defina el
4lgebra
[uv] € Ce(2). (A2)
A continuacién introducimos una base {e;, e;} en IR, supues-
ta ortonormal, y exigimos la validez de la geometria euclideana
Ec. (A.1), tenemos
2 4y = u’ = [(zer + yer)(ver + yer))
= 2’erer] + y’[eren] + zy([ere] + [ezen]), (A3)
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la que se satisface idénticamente, demandando

[erer] = [eses] = 1,
pero
[ere2] = —[ezen]. (A4)

Daremos argumentos para mostrar que [ej€s] no es un esca-
lar, por lo cual, la eleccién trivial acostumbrada, que llamaremos
“de Gibbs”, [e1e2] = 0, la que de lo contrario serfa la tinica acep-
table, no es justificable.

Puesto que se cumple la asociatividad en el producto de Clif-
ford, tenemos
eieres] = [erei]e; = e, (A.5)
por otro lado
[eiez]er = [—ezei]e; = —esfee)] = —ey, (A.6)

lo que muestra que [eje;] 1o es un escalar. Si [eje] fuese un

vector u€ IR?, entonces u® > 0, pero

(e1e2)” = [erea][erea] = —[ereq][erer] = —1.

(A7)

Por tanto, [ejes] no es un vector. Es un bivector. Se inter-

pretard eje; como un segmento orientado de area, lo cual

da muy 1

con la anti
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La estructura del dlgebra C£(2) es entonces la suma directa
de tres subespacios lineales

ct) =" Pr @ (A8)
a saber, los escalares, los vectores y los bivectores.
La estructura del producto de Clifford podemos apreciarla

desarrollando los pasos anteriores para el caso de dos vectores

cualesquiera

[uv] = [(wier + uzes)(vier + vaez)]

wviferer] + uzvaleses] + urvaferes] + uzvi[eer]

= (urv1 +uava) + (w102 — ugvy)[eres], (A.9)
vemos que el producto de Clifford consta de una parte escalar,
que coincide con el producto escalar acostumbrado, y una parte
bi-vectorial, a la que llamaremos producto cufia; o mejor dicho

producto exterior, o bien d de G habiendo
sido Grassmann [17] un precursor del trabajo de Clifford.

Simbolizamos, por tanto, todo el producto de Clifford, de la
siguiente manera

[uv]=u-v+uAv. (A.10)

De haber desarrollado el producto en el orden inverso, ha-
briamos tenido

[vu] = (o1 +uvs) + (viuz — vaus)[eres)
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= u-v-uAv, (A.11)

lo que de inmediato nos muestra que el producto escalar es
simétrico y el producto cufia, antisimétrico

u-v=v-u, uAv=-vAu

a su vez, somos capaces de expresar ambos productos escalar y
cuna en términos del producto de Clifford:

wv = (vl + vl
anv = %([uv]—[vu]), (A12)

En su momento daremos una generalizacién de estos produc-
tos para dlgebras y nimeros de Clifford de graduacién mayor y

veremos c6mo la simetrfa par (impar) se sucede alternantemente.

En seguida mostramos una tabla que simboliza la cerradura
del producto de Clifford en C£(2), a nivel de los subespacios in-
volucrados

BAJAT A [N
A° A° Al A2
Al Al A° @ A2 Al
A2 A2 Al A°

Supongamos que consideramos los elementos pares

cet2) = A PN, (A.13)
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de la tabla anterior nos es manifiesto que estos elementos consti-

tuyen una subalgebra; un el 1 a de esta subalgebra
es de la forma

Ct*(2) 3 A=a+bep. (A.14)
El bivector e, satisface la relacién ejze12 = —1. Esta algebra es

entonces isomorfa a la del campo de los mimeros complejos €.
Sin embargo, es importante observar que se trata de un dlgebra
geométrica, construida plénamente a partir de los reales, pero
con una estructura compleja. Este ejemplo sencillo muestra un
comportamiento genérico, a saber, la gran riqueza en su estruc-
tura, caracteristica de todas las dlgebras de Clifford.

En el siguiente apéndice se desarrolla el dlgebra de Clifford del
espacio real tridimensional y descubriremos que esta algebra es
una y la misma que el dlgebra de Pauli de la mecanica cuantica.



Apéndice B

El Algebra C{(3) equivalente al
Algebra de Pauli

Procediendo en forma analoga al capitulo anterior, llevaremos
a cabo la construccién, un tanto pedestre, de C¢(3), usando los
mismos ingredientes ya desarrollados. El material que presenta-
mos estd ampliamente documentado en el cldsico texto sobre el
algebra de Clifford de Gaston Casanova [6].

Partimos del espacio R® = {x|x = z1€; + z2€; + 133, 7; €
RR,i = 1,2,3}, exigiendo que el producto de Clifford se satisfaga
de la siguiente forma

(B.1)

A estas relaciones podemos llamarlas regla de oro del producto

de Clifford, las que podemos compactarlas en una sola, a saber
ee; +eje; = 20;;. (B.2)

Entonces, llegamos a un dlgebra con la siguiente estructura
Ci3) = AN PA PP’ (B.3)
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contando cada uno de estos subespacios con los siguientes gene-
radores

A > 1 escalares
A > ey, e, e; vectore.
1, €2, €3 5, (B.4)

A% > ejes,ejes ee;  bivectores
AS > ejese; trivectores

Es de observarse que la dimensionalidad del dlgebra es de 8
elementos. En general se cumple que dim C/(n) = 2".
Un elemento, en general, del dlgebra tendra la forma

Cl(3) 2 ap + aje; + ases + azes + apeys + aizers + azess

+ anseins, (B.5)
donde empleamos por conveniencia la notacién

€ €, =

iy

Nuevamente presentamos la cerradura del dlgebra esquematicamente
de a cuerdo a la siguiente tabla.

LA A AT NS
AU Aﬂ AI AZ AZ\
Al Al A° @/\2 Al ®A3 A?
A2 A2 Al @/\3 AG ®A2 Al
AS A3 AZ Al An

De la tltima linea de esta tabla, es revelador observar cémo

el elemento ejp3 € A® transforma cada uno de los subespacios
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A entre si. Llamaremos a cada pareja de subespacios A relacio-
S "

nados por ejz3 sub duales. Este
también recibe el nombre de la unidad pseudoescalar. puesto

que e}y, = —1, también lo denotaremos por ey = I.

Las siguientes relaciones se determinan de manera directa

Ie; = eses
Tey = ege; (B.6)
Tey = ejey,
o bien
eej = Iéi*ey, (B.7)

o bien, combinando con la ecuacién (B.2) se traduce en

eie; = 0;; + Iejjrep. (B.8)

Esta es no otra que el dlgebra bien conocida con el nombre
de dlgebra de Pauli, en la que los vectores base {e;}, dados en
la representacién matricial introducida, se simbolizan mas bien

por {o;}, de manera que la relacién anterior se escribe mas

popularmente como

oo =0 +ie; (B.9)

Toda dlgebra de Clifford resulta poseer una estructura muy
rica debido al conj de end, de tipo involutivo. En-

tre los principales destacan la Involucidn graduada, la Reversion

y la Conjujacién.



69

Por conveniencia definiremos el siguiente proyector

< > A — AF (B.10)

de manera que un elemento cualquiera de C4(3) puede escribirse

como
Cl3)3 A=A+ A1+ A+ A3 (B.11)
con A € A
Ent definimos la involucién graduada de la siguiente ma-
nera
Cl3)3 A= Ag— A+ Ay — A3, (B.12)

estoes Ay = (—)"'AA.

La Reversidn se define como aquella operacion ; tal que para

Ce(3) > A=Ag+ A —Ay— A3, (B.13)

con Ay = (—)kk-Di2g,

osea, para Ap = e;e;,- "€,
A = ee;,, e
La C 6n puede i como la comb: i6n de la

reversién y la graduacion, escribimos entonces

Ct(3) 3 A= Ag— A — As + As. (B.14)



70 Algebra de Pauli y C/(3)

La involuci6 {uada permite i

ir el concepto de pa-
ridad, de manera que toda dlgebra es la suma directa de una
parte par y de otra impar
Cl(n) = Ct*(n) & CL (n), (B.15)
con Ct*(n) = {A € Cl(n)|A = £A}.

La tabla de multiplicacién siguiente nos muestra que la parte

par de toda dlgebra de Clifford es siempre una subalgebra
Prod | Ct*(n) | Cl™(n)
Ct*(n) | Ct*(n) | CL(n)
Cl(n) | Ct~(n) | Cl*(n)

Definicién 9 de médulo o valor absoluto de un elemento de
Clifford. El médulo de todo elemento A de Clifford se define de

la siguiente manera
AP = AAd =< AA > . (B.16)

Es de observarse que (A A) = A A, por tanto AA € A" ® A!,
estas componentes vectoriales aparecen sin embargo como pro-
ductos antisimétricos, por lo que también se cancelan, subsis-
tiendo en el producto solamente la parte escalar.

Con la definicién anterior, de inmediato podemos tambien
definir un inverso

Definicién 10 de inverso de un elemento de Clifford. El in-
verso de un elemento A de Clifford se define de la siguiente

manera

A7V = A/|A2R (B.17)
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Definicién 11 de Dualidad. La relacién de dualidad se define
entonces mds propiamente a través de un operador * llamado de

Hodge, de la siguiente manera

*Ap = AL (B.18)
En particular, por ejemplo, tenemos
*{eier} = ese; I = ese1e1€003 = €3, (B.19)

esto es, e es el vector dual al bivector ejes que le define su

plano perpendicular, y asi sucesivamente

*{eses} = e

*{eser} = e,

El gran error del dlgebra de Gibbs, definida a través de un
llamado producto cruz

(B.20)

es precisamente el confundir vectores con bivectores, ambos es-
tan relacionados en IR® por una operacion de dualidad, pero

geométricamente son objetos bien diferentes. Este error se refle-

jap en lai ién de denadas {e;} — {—e;},
y todo vector tiene esta propiedad, parau = —u,y v — —v, el
producto cruz de Gibbs no obedece dicha regla

uxv— +uxv!
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Clifford permite una verdadera definicién del producto cruz,
sin las contradicciones del producto de Gibbs, como sigue

uxv=xuAv)=—IuAv), (B.21)
el cual s satisface el principio de inversién

(-u) X (-v) = —(uxv), (B.22)
puesto que

(@xv)=—f(uAv)=—x(AV)=—uxv. (B23)

Puesto que el elemento I = ej3 conmuta con todos los ele-

mentos de la base en C/3, al igual que lo hacen los escal
Por lo tanto, la subélgebra de escalares y 3-vectores

3
R+ \ R ={a+bja,be R} (B.24)

forman el centro de C'¢5. Dado que I = —1, el centro de Cl3
es isomorfo al campo de los complejos €.

Igualmente, como ya dijimos, la parte par de toda dlgebra de

Clifford es siempre una subdlgebra, en particular, la subdlgebra

CUE) = A"+ A% = {r+Isv}, (B.25)
en virtud de la ec. (B.7), con r,s € IR, no es otra cosa que el
algebra de los cuaterniones de Hamilton

ce3)*
H = {(Luv,w)?=v?=w?=-1, ww= -1},

(B.26)

R
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Las dos relaciones anteriores

con egey = u, eje3 = v, exe; = w.
son equivalentes a las ciclicas uv = w, vw = u, wu = v, que

guardan entre si las unidades imaginarias.

Es importante notar que los cuaterniones no son piezas de
museo, son los verdaderos generadores de las rotaciones en el
espacio real tridimensional. Sea a un vector unitario, a®> = 1 y
sea B = xa = al = al = Ja el correspondiente bivector dual.
Tenemos B = Jala = I*a® = —1 luego tenemos

B = (<1)
B = (-1)"B,

luego se cumple que
exp Bf = cosf+ Bsinf € A°® A* = C0*(3)  (B.27)

es un cuaternién. En particular, ||exp B6|| = exp B exp Bf =
exp Bfexp (—Bf) = 1.

Sea v un vector perpendicular a a, estoes a-v =0, av = —va

yav=aAv.

Efectuemos entonces la operacién

v = exp(—Iaf)v = (cosf — Iasinf)v

= vcosf — JaAvsing (B.28)
= vcosf +ax vsind
= Ra(f)v,
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vemos que el vector v corresponde a la rotacién del vector v
por el angulo 6 tomando como eje de rotacion el vector a. Hay
que notar que se cumple la relacion

cap(~Tad)v = v eap(lab). (B.29)

Por otro lado, sea u un vector paralelo a a, esto es, au = ua
y aAu =0, entonces se cumple

exp(—Iaf)u = uexp(—Iaf). (B.30)
Sea x = v+ u un vector arbitrario, y efectuemos la transfor-
macién
x' = exp(—Iaf/2)xexp(laf/2) = exp(—Iab)v +u
= exp(—Taf)x, +x| (B.31)
por tanto, X' es el vector que proviene de rotar el vector x por

el 4ngulo @ sobre el eje a

x' =TRalf)

= exp(—Iaf/2) xezp(laf/2).  (B.32)
Desarrollando explicitamente, tenemos
x' = Ra(6)x = cep(~Tad)x) + x.
= (cosf — Tasin6)(x — (a-x)a) + (a-x)  (B.33)
= xcosf+ (a-x)a(l —cosf) + (a x x)sinb,

o bien desarrollando matricialmente, con a = 7 = (a, 3, 7)

aB(l—cosf) +ysinf cosf+ (1 —cosb) [By(1—cosb) — a

cos(8) + (1 — cosf) af(1 - cosB) — ysind ay(1 - cosb) + Fsinf
Ri(0) =

n o

ay(1—cosf) — fsin® fy(1 - cosh) +asin® cost+7(1 — cos)

)

(B.34)



que describe una rotacion en IR® por el angulo 6 en torno a un
eje arbitrario f.

Regresando a la expresion para las rotaciones (B.32) vemos
que tanto R como —R describen la misma rotacién, dado que R
aparece tanto a la derecha como a la izquierda de A. Entonces
decimos que el grupo Spin(3) es una doble cobertura del grupo
de rotaciones SO(3), por lo tanto, cada elemento del grupo de
rotaciones SO(3) se puede representar en esta forma por dos
elementos +R € Spin(3) y se tiene Spin(3)/{£1} ~ SO(3). El

grupo de rotaciones SO(3) se obtiene cuando representamos una

rotacién v + v/ = RuR = R(v) a través de una transformacién
lineal R(v), s decir, R(e;) = Rije;. Si definimos Ryje; = Re; R,
a partir de la ec. (B.32), que generalizamos para una rotacion
con los paradmetros de Euler (¢,6,¢), que corresponde a rotar
activa y secuencialmente por el dngulo ¢ con respecto al eje
= original, luego girar por el ngulo 6 sobre el nuevo eje = y
finalmente, rotar nuevamente por el dngulo ¢ sobre el nuevo cje
z resultante; lo cual es enteramente equivalente a rotar sobre los

cjes fijos en el orden inverso, como

R=

10€5/2,-16€,/2,~Iv€3/2 (B.35)

obtenemos la matriz {R;;} (ver Goldstein [16]) de la forma

R=

Singcosg+cosfeospsing  sinpsing +cosfeospcosd  —sinfosy

cosposé — cosfsingsing — cospsing - cosfsingeosd  sinfsing
sinfsind sinfcoso cosh

representando la transformacién de un sistema cartesiano en
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otro, medi tres i ivas realizadas de modo de-

terminado, donde los dngulos de Euler corresponden precisa-

mente a esas rotaciones.

B.1 Realizacién Matricial de C{(3)

Si utilizamos la representacion patrén de las matrices de Pauli
en el Algebra C((3)

N 01 . 0 —i o 10
—o = =m= =o3=
=01 10 2 =02 i b 3 =03 o <i

obtendremos cliramente un isomorfismo con un lgebra de ma-

trices
CU(3) = M2,@). (B.36)

Puesto que{1, 01,02, 03} es una base de esta dlgebra, un elemen-
to general A, ecuacién (B.5), toma la forma
2 Za

ClB)5A e (“ :3) (B.37)
2

donde los i lejos z; se relaci con los coefi-

cientes del dlgebra,ec. B.5, por las relaciones

(a+ag) +i(arz + a1zs),
22 = (a1 + a13) +i(az + ax), (B.38)

21

7= (a1 — ar) — i(az — azs),
21 = (a — a3) — i(a12 — a123).
(B.39)



B.1 i6n Matricial 7

Las invloluciones definidas previamente toman la forma

o3 s Ae ( i ) . (B.40)
3%
cu3) 9.2\4:( ZZ' '2 ) (B.41)
—Z 3
"
Ccl@3)s3Ae ( el ) . (B.42)
2 2

v por otro lado, si A es un elemento del algebra par, entonces
se cumple

Ccr3)s A, = ( i =g ) . (B.43)

wy  wy
con wy = a + a2, we = a3+ 1as;.
El centro de Cl3 ~@ 'y la subalgebra par Cfy ~ IH son su-

ficientes para generar toda el dlgebra M(2,@), o sea, se cumple

Cly~ M(2,0) ~ CFf, (B.44)

pero este isomorfismo se cumple tnicamente dentro del dlgebra
de matrices.
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El conjunto de los elementos de la forma exp B con B €
A’ R® forma un grupo al cual se le denomina Spin(3), el cual
esta dado por

Spin(3) = {Re Cl; |R=R"}. (B.45)
Usando la condicién R = R™' y dado que en general, det{AB} =
det{A}det{B}, tenemos para M(2,d")

(825 oo
wy  wj —wy wy 01

lo que nos lleva a

Jwi P+ | w, (B.47)

con lo cual establecemos el isomorfismo Spin(3) ~ SU(2), donde
SU(2) es el grupo de matrices unitarias y unimodulares

SU(2) = {U € M(2,€) | U'U = I,detU = I} (B.48)

B.2 Construccién intuitiva del Espacio Espi-
norial de Pauli

Con el desarrollo de la seccién anterior vemos que con el dlgebra
CU(3) = M(2,&) obtenemos los endomorfismos de @
M(2,0) @ — . (B.49)

A este espacio

¢l={\p=(g>=(‘;:;;)} (B.50)



B.2 Espacio Espinorial de Pauli S}

se le denomina en mecanica cudntica espacio de espinores de
Pauli, y la teorfa de Pauli fue desarrollada para describir el mo-
mento angular intrinseco del electrén §, llamado también espin.
De esta manera, se establece la relacion

Sz
R | s, ¢w=<;)ew2 (B.51)
Sz
a través de la ecuacién de autovalor
(%E%)\Ilf = i%\p;, (B.52)

donde § = & = |3]A, con |5] = V/3/2. El espin se llama espin
1/2, porque su proyeccion sobre cualquier eje de medicién (eje
de cuantizacidn) resulta tener siempre este valor, y son por tan-
to inicamente dos estados posibles.

Sin embargo, a través de esta descripcién conocida de espa-
cio vectorial, no es posible desarrollar un anélisis mas profundo,
ni siquiera precisar el sistema de coordenadas en el cual se estd
trabajando. Es por ello significativo establecer la estructura de
Clifford de un espacio espinorial.

Hay que tener presente, que la concepcién del momento angu-
lar como un ente de naturaleza vectorial, proviene de la mecénica

clasica, pero ind: di del formali: clésico o cudntico,

se trata de una confusién histérica que siempre ha pers

dadas las malas bases iticas en que se ha fi

Por tanto, siendo breves y dado el formalismo que ya hemos

desarrollado, vamos a precisar lo que es correcto. Dado un par
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de vectores r y p del espacio real tridimensional IR®, podemos
construir con ellos un bivector de momento angular

L=rAp, (B.53)

a este bivector le podemos asociar, a través de la operacion de
dualidad, un vector de momento angular

=+, (B.54)

esto, sin embargo, no es posible realizar en cualquier espacio; en
particular, encontraremos que en el espacio tiempo IR"* no es
posible construir un cuadrivector de momento angular.

B.3 Espinores de Pauli en el Algebra del Es-
pacio Real.

La forma natural como aparecen los espinores en el dlgebra de
Clifford es la de un ideal minimal de izquierda, idea propuesta
originalmente por Riesz en 1947 [32]. Entonces dados dos ele-
mentos a € Ay b € B C A, ysecumple ab € B, entonces
hablamos de un ideal de izquierda, el que representa de alguna
forma todos los multiplos de un cierto elemento del ideal B, que

también pertenecen al mismo ideal Ab € B.

La forma practica de construir un ideal es a través de un
id Consid CY(3) y consid s los idempo-
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tentes
h 1
=-(ltey), (B.55)
( fa 2
los cuales satisfacen, fi + f;

miituamente excluyentes

1, f}, = fi2. y ademés son

(dirfamos que ambos facto-
res son divisores del cero, situacion tipica de las dlgebras y ex-
cluyente en el caso de los campos).

Todo elemento de Clifford ¥ € CZ(3) es separable en términos
de ambos ideales ¥ = W, + V_ = Vf; + Ufy, tal que V.e; =
+W,, y ademds ¥, ¥_ = 0; a su vez y de inmediato, esta estruc-
tura de espacio nos brinda una representacién matricial para los
elementos de Clifford

Yy = < fil¥lf; >
con < filfi> = &;, 4,j=12, (B.56)

en particular, obtenemos la representacién de Pauli para los vec-
tores e; = 03, con lo cual recobramos nuevamente el isomorfismo
de ambas algebras, ec. (B.36). Haciendo uso de la ec. (B.43)
vemos cldramente el isomorfismo C(3) f; ~ C¢*(3), pero ya
demostramos que C¢*(3) ~ JH, o sea, un espinor de Pauli no
es otra cosa que un cuaternién de Hamilton, pero prec

te, el trabajo de Hamilton consistié en mostrar el significado
geométrico de estos objetos, a saber el de ser generadores de
rotaciones y dilataciones.

Es importante mencionar que si bien cualquier direccién de
IR® puede especificarse por una pareja de dngulos 2t = (6, ¢), en
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cambio, para especificar una rotacién en IR® requerimos de tres
parametros (¢, 0, p) los que se denominan édngulos de Euler.
Tomemos pues el siguiente espinor de Pauli

Cl*(3) 3 ¥ = a+ aperz + aizer + agsess, (B.57)

con médulo

ww=a2+af2+a‘f3+a§3=

pero ésta es la ecuacién de la esfera S® de IR?, lo que nos permite
una parametrizacién en términos de los angulos de Euler

a = peos(Peos(239),
o pcas(g)sm(“’ 19, (B59)
g psm(g)sm("’; #,
ag = ﬂSin(g)605(¢ -; %),

en otras palabras, a los elementos unitarios C¢*(3) 3 R = v/|p|,
tales que RR = 1 llamaremos rotaciones, las que, escritas de
manera exponencial y en términos de los parametros de Euler,

como ya vimos ec. (B.35), toman la forma

R = cap(~Teys/2)exp(~Teid/Dexp(~Texp/2)
R = eap(—Tesp/2)exp(—Ie0/2)exp(—Tesp/2).

La operacién

v = p’RvR (B.60)
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queda entonces asociada a la combinacién de una rotacién y
una dilatacion sobre el vector v. La rotacién que se indica es
plénamente equivalente a la expresién de la ec. (B.32), en la
que necesitamos dos parametros para especificar la direccién del
eje n, mas el pardmetro 6 de la rotacion. O sea, en total, tres
pardmetros. La conveniencia de usar los angulos de Euler es que
podemos referir dichas rotaciones a los ejes fijos de coordenadas,
en la secuencia ¢ con respecto al eje z, # con respecto al eje z o
y, ¥ ¢ con respecto nuevamente al eje z.

Por otro lado, yendo a M(2,&'), las rotaciones toman la for-

ma'!

cos(§)expli(452

2)]  isen(§)eapli(%52))
isen(8)eap(—i(%52)] cos(8)eap|—i

2)]
(B.61)

R(¢,6,¢) =

1
por lo que si partimos del autoespinor . en la direccion

del eje z, al aplicar la rotacién dada por los dngulos de Euler
(0,6, ¢) obtenemos de inmediato

0,i8
cos 3€?

Y= ( N ) 3. (B.62)
i singe it

{formula dada sinicamente como resultado en algunos libros de texto. Messiah 22,
ec. C.74 nos presenta esta expresion, como un caso especial de una lla
Wigner, pero vemos que en Clifford, el resultado es directo.

a formula de
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