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ÓPTICO DE ESTRUCTURAS

SEMICONDUCTORAS

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE
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Resumen

En el presente trabajo de tesis se describe a detalle el principio de medición

de un sistema de elipsometría, partiendo de los elementos más básicos como lo

son las ecuaciones de Maxwell y ondas electromagnéticas. Para esto, se conside-

ra todo el fenómeno físico involucrado en la medición de la función dieléctrica

compleja y de esta manera estudiar las propiedades ópticas de estructuras se-

miconductoras. Con los elementos ópticos básicos que conforman un sistema de

elipsometría (polarizador, analizador y compensador), se logró la implementa-

ción de un arreglo óptico capaz de realizar espectroscopía elipsométrica en el

rango de luz visible-ultravioleta. Se requirieron numerosas pruebas, así como su

calibración correspondiente para poder establecer el sistema de manera óptima

y reproducible. Los espectros obtenidos en el sistema implementado fueron com-

parados con los que se obtienen con equipos comerciales de las mismas muestras

y bajo las mismas condiciones de medición; esto con la finalidad de validar el

presente trabajo y poder asegurar así que las mediciones rutinarias sean de bue-

na calidad y reproducibles para futuros trabajos.

Se midieron un número de muestras semiconductoras: cristales de silico,

GaAs, GaSb, películas delgadas de MoS2 crecidas sobre substratos de zafiro, así

como rejillas de difracción basadas en InP.
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Introducción

La elipsometría espectroscópica es una técnica óptica que se utiliza desde

el siglo XIX para estudiar (entre otras cosas) el espesor de capas epitaxiales, la

función dieléctrica y el índice de refracción de los materiales. Es una técnica no

invasiva que únicamente aprovecha las variaciones en la polarización de la luz

al momento de ser reflejada por la muestra.

Debido a la naturaleza del fenómeno, se requiere un equipo especializado

para lograr tener un espectro confiable. Los equipos comerciales cuestan cientos

de miles de dólares por lo que comprar un equipo puede no ser una opción

atractiva, así que resulta conveniente buscar soluciones alternas, siendo una de

ellas la implementación de un sistema utilizando los elementos básicos que lo

conforman; para ello se requiere entendimiento fundamental del fenómeno físico

que involucra la elipsometría.

Por otro lado, un sistema de medición (de cualquier índole) requiere cierta

calibración para poder validar que todas las mediciones realizadas en éste sean

fiables y con fundamentos. Dicha validación puede ser simplemente comparar

los espectros obtenidos con aquellos que entregan un sistema comercial, el cual

el fabricante nos asegura que son de buena calidad y reproducibilidad; así como

comparar la función dieléctrica o el índice de refracción con lo que se encuentra

reportado en la literatura. Los materiales que se desean estudiar en este trabajo



son semiconductores, que pueden ir de materiales en bulto, a películas delgadas

e inclusive estructuras más complejas como rejillas de difracción. Su aplicación

tecnológica es impresionante, cada año se van dando nuevos descubrimientos

que pueden llegar a tener una aplicación importante, por eso el interés para

estudiar este tipo de materiales.[14][15]
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Capítulo 1

Generalidades de la
Elipsometría

1.1 Ondas electromagnéticas

Una onda electromagnética se puede entender como un campo eléctrico y un

campo magnético oscilantes en el tiempo como se esquematiza en la siguiente

figura:

Figura 1.1: Esquema de una onda electromagnética plana tratada como una on-
da viajera en la dirección ẑ compuesta de un campo eléctrico ( ~E) y un campo
magnético ( ~B) dependientes ambos de la posición y el tiempo.

En la Figura 1.1 se puede apreciar un diagrama de una onda electromagné-

tica, en donde ~E y ~B representan los campos eléctrico y magnético respectiva-



Generalidades de la Elipsometría

mente, siendo su amplitud máxima E0 y B0. Tanto los dos campos y la dirección

de propagación son ortogonales entre sí y tienen una velocidad en el vacío de

c = 3× 108m/s.

La onda electromagnética mostrada en la Figura 1.1 se rige por las ecuacio-

nes de Maxwell mostradas en las Ecs. (1.1), haciendo una combinación de las

mismas se recupera la ecuación de onda como se observa en las Ecs. (1.2) y

(1.3).

∇ · ~E =
ρenc
ε0

, (1.1a)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (1.1b)

∇ · ~B = 0, (1.1c)

∇× ~B = µ0(ε0
∂ ~E

∂t
+ ~Jtot). (1.1d)

∇2 ~E =
1

c2
∂2 ~E

∂t2
, (1.2)

∇2 ~B =
1

c2
∂2 ~B

∂t2
, (1.3)

donde c2 = µ0ε0.

Por convención al momento de expresar un haz de luz únicamente se toma

en cuenta el campo eléctrico ~E, debido a que es posible obtener éste a partir del

campo magnético ~B y viceversa.

1.2 Polarización de la luz

La polarización de la luz se refiere al comportamiento del vector de campo

eléctrico de la onda electromagnética viajera oscilante en el tiempo.

2



Generalidades de la Elipsometría

Un haz de luz monocromático (una sola longitud de onda) polarizado se pue-

de expresar como la suma de dos componentes de campo eléctrico oscilatorias,

una en la dirección x̂ y otra en la dirección ŷ. De esta manera se puede tener

tres configuraciones principales tomando en cuenta la diferencia entre las fases

de cada componente, donde

δy − δx = ∆. (1.4)

(a) Polarización lineal.

(b) Polarización circular hacía la

derecha.

(c) Polarización elíptica.

Figura 1.2: Esquemas de ondas electromagnéticas con distinas polarizaciones. Ex

y Ey son las amplitudes máximas para los campos eléctricos en las direcciones x̂

y ŷ de la onda que viaja en la dirección ẑ. ∆ es la fase relativa.

3
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Si las dos componentes la misma amplitud máxima, la polarización está dada

únicamente por ∆. Así, de manera general se pueden clasificar en:

(a) P. Lineal a

45◦(∆ = 0◦).

(b) P. Circular hacia la

derecha (∆ = 90◦).

(c) P. Elítpica hacia la

derecha (0◦ < ∆ < 90◦).

(d) P. Lineal a −45◦

(∆ = 180◦).

(e) P. Circular hacia la

izq. (∆ = −90◦).

(f) P. Elíptica hacia la izq.

(−90◦ < ∆ < 0◦).

Figura 1.3: Representaciones gráficas de polarizaciones de la luz.[1]

Polarización lineal. Ocurre cuando las dos componentes se encuentran

en fase, como se observa en la Figura 1.2a. Los máximos y mínimos

coinciden en ambas ondas.

Polarización circular. Ocurre cuando las dos componentes se encuen-

tran con una diferencia de fases de 90◦, como se observa en la Figura

1.2b. El máximo de una componente coincide con el mínimo de la otra

4
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componente.

Polarización elíptica. Ocurre cuando la diferencia de fases entre las dos

componentes es diferente a 0◦ y 90◦, como se observa en la Figura 1.2c.

En la Figura 1.3 se muestran representaciones gráficas de algunas polariza-

ciones; en donde tanto la Figura 1.3a como la Figura 1.3d representan la luz con

una polarización lineal orientados ±45◦ respecto a la horizontal del sistema; las

Figuras 1.3b y 1.3e representan una polarización circular con cierta orientación

y las Figuras 1.3c y 1.3f representan algunas configuraciones de polarización

elíptica que pueden obtenerse.

1.3 Polarizaciones s y p

El plano que se conforma por el haz incidente y la normal a la que se incide

se le conoce como Plano de Incidencia, se puede visualizar en la Figura 1.4.

Una forma de representar con mayor facilidad la polarización de la luz es con

esta notación, en donde las polarizaciones s y p representan las componentes que

se encuentran perpendicular y paralela al plano de incidencia (esta notación está

dada por las palabras en alemán senkrecht y parallel).

En la Figura 1.4 se puede observar como el haz incidente presenta dos com-

ponentes de campo eléctrico (la componente perpendicular al plano de inciden-

cia Ei
s y la componente paralela al plano de incidencia Ei

p), las cuales son orto-

gonales entre sí y entre la dirección de propagación.

Por convención, la componente paralela se tomará como la dirección ŷ y la

componente perpendicular como la x̂, por ende la dirección de propagación se

encontrará en la dirección ẑ.
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Plano de incidencia

Muestra

Figura 1.4: Representación de las polarizaciones s y p de la luz tras ser reflejada

por una muestra. Las componentes del campo eléctrico ~Ei
s y ~Er

s representan la

polarización perpendicular para el haz incidente y el reflejado respectivamente;

mientras que ~Ei
p y ~Er

p representa la componente paralela. ~ki y ~kr son los vectores

de onda.

1.4 Ángulos Ψ y ∆

La polarización elíptica puede ser descrita mediante dos cantidades distintas:

los ángulos ∆ y Ψ, la primera fue definida anteriormente en la Ec. (1.4) y es la

diferencia de fases (fase relativa) entre las dos componentes del campo eléctrico,

mientras que Ψ representa una amplitud relativa.

Escribiendo el campo eléctrico de la polarización elíptica de la manera más

general posible:

~E(t) =

Ex(t)
Ey(t)

 = Re


Ex exp{i∆}

Ey

 exp{−iω(t− t0)}

. (1.5)

En el tercer término de la Ec. (1.5) se puede observar que el valor inicial de
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ŷ (t = t0) será el máximo, mientras que para llegar al valor máximo en x̂ tendrá

que pasar un lapso de tiempo (t = t0 +
∆

ω
) tal como se puede visualizar en la

Figura 1.5.

Figura 1.5: Descripción de los ángulos Ψ y ∆ de la polarización elíptica, la direc-

ción de propagación es ẑ la cual está en dirección al lector, las polarizaciones p

y s son paralelas a los ejes x̂ y ŷ respectivamente. Ex y Ey representan el campo

eléctrico máximo para cada polarización;
∆

ω
es el tiempo necesario para que la

polarización p sea Ex después de que s haya sido Ey.[2]

Para fines prácticos, en este trabajo de tesis se tomará la convención en que:

−π < ∆ < π. Si ∆ > 0 las flechas de la elipse se dibujan en sentido horario y se

le conoce como "mano-derecha", mientras que para valores en donde ∆ < 0 la

orientación es en contra de las manecillas del reloj y se llama "mano-izquierda".
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La llamada amplitud relativa se define como
Ex
Ey

. Este cociente puede ser

expresado con el ángulo Ψ mostrado en la Figura 1.5, dando así:

tan Ψ =
Ex
Ey

, (1.6)

donde por convención se toma 0 < Ψ <
π

2
.

De esta manera, la polarización elíptica mostrada en la Ec. (1.5) se puede

expresar con las cantidades reales Ψ y ∆ tomando como base las Ecs. (1.4) y

(1.6), dando así:

~E =

sin Ψ exp{i∆}

cos Ψ

. (1.7)

1.5 Índice de refracción complejo

Si definimos el índice de refracción de un material (n) de manera clásica e

isotrópica:

n =
c

vm
=
√
µε, (1.8)

donde c es la velocidad de la luz en el vacío, vp la velocidad de la luz en

el medio, µ la permeabilidad magnética y ε las permitividad eléctrica, todas del

medio en cuestión.

Esta aproximación es válida únicamente en un medio transparente (no hay

absorción) y se muestra en la Figura 1.6a. En el caso en donde no se puede

despreciar la absorción de la radiación incidente se necesita utilizar el índice

de refracción complejo, cuyo comportamiento se observa en la Figura 1.6 y se

define:
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(a) Medio transparente (k = 0).

(b) Medio absorbente de luz (k > 0).

Figura 1.6: Esquema del comportamiento físico de una onda electromagnética

monocromática que pasa a través de un material con índice de refracción com-

plejo. Para un material con índice de refracción n y coeficiente de extinción k,

λ y λ/n representan la longitud de onda en el vacío y en el medio respectiva-

mente; 2E0 y 2E0t son la amplitud máxima y el término E0te
−2π

kx

λ es la caida

exponencial de la amplitud.[1]

N = n− ik, (1.9)

donde n es el índice de refracción real que se definió en la Ec. (1.8), mientras

que a k se le conoce como el coeficiente de extinción.

Aproximando la onda electromagnética como una onda plana y tomando el
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caso unidimensional (por simplicidad) se tiene que:

E(x, t) = E0 exp{i(ωt− kx)}. (1.10)

No se debe confundir k en (1.10) con el coeficiente de extinción, en este

caso es la magnitud del vector de propagación (
∣∣∣~k∣∣∣ = k), y se puede expresar en

función del índice de refracción y la longitud de onda si se toma el caso en que

el medio en el que viaja la onda no es absorbente:

k =
ωn

c
=

2πn

λ
. (1.11)

Así, reemplazando la Ec. (1.11) en la Ec. (1.10) se obtiene:

E(x, t) = E0t exp

{
i(ωt− 2πnx

λ
)

}
. (1.12)

La Ec. (1.12) describe el comportamiento de una onda electromagnética que

se transmite en un medio transparente (se esquematiza en la Figura 1.6a), mien-

tras que si reemplazamos el índice de refracción complejo definido en la Ec. (1.9)

en la Ec. (1.13) se obtiene:

E(x, t) = E0t exp

{
−2πx

λ

}
exp

{
i(ωt− 2πnx

λ
)

}
. (1.13)

La Ec. (1.13) se esquematiza en la Figura 1.9.b y representa el comporta-

miento de una onda monocromática en un medio absorbente.

Experimentalmente sólo es posible medir la intensidad del campo eléctrico

de la luz:

I = |E|2 = E∗E. (1.14)

Así, combinando las Ecs. (1.13) y (1.14) obtenemos una expresión que po-

demos obtener empíricamente:
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I = I0 exp{−αd}. (1.15)

Históricamente, a la Ec. (1.15) se le conoció como la Ley de Beer-Lambert y

fue definida empíricamente en un inicio; en donde d es el grosor del material en

donde pasa la luz, mientras que a α se le conoce como Coeficiente de Absorción

al cual podemos definir como:

α =
4πk

λ
. (1.16)

Podemos observar que tanto el índice de refracción como el coeficiente de

extinción dependen de la longitud de onda de la luz incidente.

1.6 Función dieléctrica compleja

Definiendo el desplazamiento eléctrico clásico ( ~D):

~D = ε ~E = ε0 ~E + ~P = ε0(1 + χe) ~E, (1.17)

donde a la constante ε se le conoce como permitividad eléctrica, χe es la

susceptibilidad eléctrica y ε0 es la permitividad en el vacío. De tal manera que

podemos definir:

ε = ε0(1 + χe), (1.18)

εr = 1 + χe =
ε

ε0
. (1.19)

La cantidad adimensional introducida en la Ec. (1.19) se le conoce como

Permitividad Relativa.

Para poder entender el significado de estas cantidades, podemos hacer uso de

un capacitor de placas paralelas con un material dieléctrico en medio, en donde
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al momento de entrar en contacto con el campo eléctrico externo, el material

’ordena’ sus dipolos, de tal manera que las cargas positivas quedan orientadas

a la placa con carga negativa mientras que las cargas negativas se orientan a la

placa positiva. El vector de polarización ~P sería la descripción macroscópica de

este movimiento de dipolos, los cuales generan un campo eléctrico interno en

sentido contrario a la polarización.[3]

Cabe destacar que tanto la permitividad como la susceptibilidad son variables

que académicamente se toman como constantes; sin embargo, existen ciertos

materiales que presentan anisotropías, por lo que existe la necesidad de definir

las cantidad tensoriales en su lugar:

Di = εijEj, (1.20)

Pi = χijEj. (1.21)

La diferencia entre un material en el que se requiera usar las Ecs.(1.17) y

(1.20) se muestra en las Figuras 1.7a y 1.7b respectivamente.

Ahora bien, otro factor a considerar es que el vector de polarización (~P )

mostrado en la Ec. (1.17), el cual se definió como si dependiera linealmente con

respecto al campo eléctrico:

P = ε0χeE = χE, (1.22)

lo cual es cierto hasta cierto punto. Pero viéndolo de una manera más general

la polarización se define:

P = χ(1)E + χ(2)E2 + χ(3)E3 + ..., (1.23)
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(a) Un material con comportamiento

de ε como constante.

(b) Un material con comportamiento

tensorial.

Figura 1.7: Esquema de dos materiales con diferentes simetrías al cual se les

hace incidir un campo eléctrico externo según la Ec. (1.17). En ambos casos se

observa la suma vectorial del campo eléctrico ε0 ~E y la polarización ~P que da

como resultado el Desplazamiento ~D

.

en donde se puede apreciar que el vector de polarización realmente es no-

lineal. De manera general, las magnitudes de χ(n) obedecen a la relación:

χ(n+1) ∼
χn

Eatm
, (1.24)

donde Eatm es el campo eléctrico del átomo; el cual es Eatm ∼
e

a20
, donde

e es la carga elemental y a0 el radio de Bohr, por lo que Eatm ∼ 5 × 109V/cm.

Esta diferencia de órdenes de magnitud es la razón por la cual los fenómenos

de la óptica no-lineal son muy difíciles de observar y porque históricamente se

tuvo que esperar hasta la invención del láser para que se empezaran a estudiar a

detalle;[4] es por esta razón por la que para fenómenos clásicos, la aproximación

mostrada en la Ec. (1.22) de que la polarización es un fenómeno que depende
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linealmente del campo eléctrico es válida.

Todo esto es en caso de que el material no presente absorción alguna, por lo

que se define la función dieléctrica compleja para el caso contrario:

ε = ε1 + iε2, (1.25)

ε = N2, (1.26)

en donde N es el índice de refracción complejo definido en la Ec. (1.9).

Combinando las Ecs. (1.9), (1.25) y (1.26) obtenemos las relaciones:

ε1 = n2 − k2, (1.27)

ε2 = 2nk, (1.28)

n =

√√
ε21 + ε22 + ε1

2
, (1.29)

k =

√√
ε21 + ε22 − ε1

2
, (1.30)

en donde n y ε1 representan el comportamiento dipolar dentro del material,

mientras que k y ε2 representan la absorción que ocurre dentro del mismo. Todas

estas variables dependen de la longitud de onda de la radiación electromagnética

incidente.

1.6.1 Materiales birrefringentes

Como se vio en la sección pasada existen materiales en donde la función

dieléctrica puede ser tratada como una constante (materiales isotrópicos) así
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como materiales en donde se da el caso contrario (materiales anisotrópicos) y se

debe de definir una cantidad tensorial en su lugar.

Existen siete simetrías distintas para un arreglo cristalino tridimensional; co-

mo se puede ver en la Tabla 1.1, sólo la simetría cúbica genera las propiedades

isotrópicas de los materiales (como la función dieléctrica y el índice de refrac-

ción).

Al fenómeno en que un cristal presenta dos índices de refracción distintos

se le conoce como birrefringencia uniaxial, si presenta tres índices de refracción

presentará birrefringencia biaxial. La cantidad de índices de refracción que tie-

ne un material depende de la simetría de la celda unitaria que posee, como se

aprecia en la Tabla 1.1.

Cuadro 1.1: Simetrías cristalinas y su birrefringencia.[10]

Simetría Birrefringencia Celda unitaria Susceptibilidad

Cúbica No presenta a = b = c χij =

χo χo
χo


Trigonal

Tetragonal
Hexagonal

Uniaxial a = b 6= c χij =

χo χo
χe


Triclínica

Monoclínica
Ortorrómbica

Biaxial a 6= b 6= c χij =

χa χb
χc



En la birrefringencia uniaxial el eje que tiene diferente distancia interató-

mica se le conoce como extraordinario (χe) y a los otros dos ejes se le llaman

ordinarios (χo). Un cristal uniaxial puede tener orientación positiva o negativa

dependiendo de los índices de refracción:
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Birrefringencia uniaxial positiva (+): ne > no

Birrefringencia uniaxial negativa (-): ne < no.

El hecho que un cristal posea birrefringencia uniaxial positiva o negativa

depende de las particularidades del grupo de simetría al que pertenezca. El eje

que tenga el menor índice de refracción se le conoce como eje lento mientras que

el otro eje será el eje rápido. Así, en el primer caso el eje lento será el ordinario y

el rápido el extraordinario; para la orientación negativa será el caso opuesto.

Un retardador es un cristal birrefringente cortado de tal manera que su eje

extraordinario se encuentre en el plano de una de las caras (las caras opuestas

deben de ser paralelas). Como el eje ordinario y extraordinario presentan dife-

rentes índices de refracción n, también lo son el número de onda k y velocidad

de fase vp:

no =
c

vpo
=

c( ω
ko

) , (1.32a)

ne =
c

vpe
=

c( ω
ke

) . (1.32b)

De esta manera, cuando un rayo de luz incide de manera normal por una

cara del cristal y viaja a través del mismo, la componente del campo eléctrico

que viaje en dirección paralela al eje extraordinario del cristal tendrá diferente

velocidad de fase que la que viaje en dirección paralela al eje ordinario. Todo

este mecanismo se puede apreciar en la Figura 1.8.
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Figura 1.8: Esquema de un cristal con birrefringencia uniaxial negativa (no > ne)

en donde un rayo de luz con polarización lineal incide de manera normal de un

extremo del mismo. λ/no y λ/ne es la longitud de onda para la polarización que

pasa a través del eje ordinario y extraordinario respectivamente, χe y χo son las

direcciones de los ejes.[4]

La principal aplicación de este fenómeno es desfasar las dos componentes del

campo eléctrico del haz incidente, con la finalidad de generar una polarización

distinta cuando salga del cristal.

Los principales materiales que poseen esta propiedad y se utilizan para la

elaboración de distintos elementos ópticos son la calcita (orientación negativa)

y el cuarzo (orientación positiva).
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1.7 Vector y matriz de Jones

Para expresar el estado de la polarización de la luz se utiliza el vector de

Jones, el cual se define como:

~E(z, t) =

Ex(t)
Ey(t)

. (1.33)

Se puede notar que la Ec. (1.33) es justo la Ec. (1.5).

Ahora se pueden definir las matrices de Jones para las distintas polarizacio-

nes:

Elx =

(
1

0

)
, (1.34a)

Ely =

(
0

1

)
, (1.34b)

El+45◦ =
1√
2

(
1

1

)
, (1.34c)

Eder =
1√
2

(
1

i

)
, (1.34d)

Eizq =
1√
2

(
1

−i

)
. (1.34e)

Para las definiciones dadas por las Ecs. (1.34) los vectores fueron normaliza-

dos debido a que para los cálculos sólo los cambios relativos en fase y amplitud

son considerados. El vector de Jones general de la polarización elíptica ya fue

definido en la Ec. (1.7).

Una matriz de Jones es la representación matemática de mediciones ópticas.

Aplicando las matrices de Jones se pueden expresar los cambios en la polariza-
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ción de la luz aunque exista cualquier número elementos ópticos en el arreglo.

En la Tabla 1.2 se muestran los distintos elementos ópticos de un arreglo de

espectroscopía de elipsometría con su respectiva matriz de Jones.

Cuadro 1.2: Matrices de Jones para diferentes elementos ópticos.[1]

Elemento óptico Función Matriz de Jones

Polarizador (P)
(Analizador A)

Pasar de luz no polarizada
a polarización lineal.

[
1 0
0 0

]

Compensador (C)
Pasar de polarización lineal

a polarización elíptica

[
1 0
0 exp{−iδ}

]

Muestra (S) Muestra que se desea medir
[
sinψ exp{i∆} 0

0 cosψ

]

Matriz de rotación
(R(α)) Rotación de los ejes coordenados

[
cosα sinα
− sinα cosα

]
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Capítulo 2

Montaje experimental de
la elipsometría

2.1 Principio de medición de la elipsometría

En la elipsometría, la variación de las polarizaciones s y p de la luz reflejada

por la muestra es medida como un cambio en el estado de polarización. Así,

obteniendo la amplitud y fase relativas (Ψ, ∆) es posible, obtener mediante las

ecuaciones de Fresnel, el índice de refracción y coeficiente de extinción de la

muestra en cuestión (n, k) y por ende, su función dieléctrica (ε1, ε2).

Básicamente, un haz de luz polarizado linealmente incide con cierto ángulo

θ sobre la muestra, la cual, por sus anisotropías puede modificar la polarización

del haz reflejado, de lineal a elíptica.

Recordando la definición de reflectividad:

rs =
Ers
Eis

, (2.1a)

rp =
Erp
Eip

, (2.1b)

en donde los subíndices p y s indican la componente del campo eléctrico para

dicha polarización.
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El conjunto (Ψ, ∆) se mide con el cociente de las reflectividades complejas

mostradas en las Ecs. (2.1a) y (2.1b) como:

ρ =
rp
rs

= tan Ψ exp{i∆} =
(Erp
Eip

)
/
(Ers
Eis

)
. (2.2)

Al ser éstos números complejos, las reflectividades pueden ser expresadas

como:

rs = |rs| exp{iδs} =
√
Rs exp{iδs}, (2.3a)

rs = |rp| exp{iδp} =
√
Rp exp{iδp}, (2.3b)

donde las R representan las reflectancias que tienen la característica de ser

reales y positivas. Considerando las Ecs. (2.2), (2.3a) y (2.3b) se puede obtener:

tan Ψ =
|rp|
|rs|

, (2.4a)

∆ = δrp − δrs. (2.4b)

Se puede observar que las Ecs. (2.4a) y (2.4b) son expresiones que se obtu-

vieron en la sección anterior: las Ecs. (1.6) y (1.4), sin la consideración de tener

un sistema donde ocurre reflexión.

2.2 Arreglo óptico de elipsometría con compensador rotante

Existen varias configuraciones para un espectrómetro de elipsometría, la que

se usará en el presente trabajo de Tesis es la basada en compensador rotante,

que se observa esquemáticamente en la Figura 2.1. Un espectrómetro de este

tipo debe de tener distintos componentes principales: una fuente de luz blanca,

polarizador, compensador rotante, analizador y fotodetector.
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Lámpara
Xe-W

Polarizador

Muestra

Compensador 
Rotante

70°

Analizador

Normal

Espectrómetro 
CCD

Figura 2.1: Arreglo óptico del sistema de elipsometría espectroscópica con com-

pensador rotante y espectrómetro multicanal con detección de carga acoplada

(CCD).

Como se puede apreciar en la Figura 2.1, la fuente de luz blanca (con lám-

paras de Xe o W, según el rango espectral en el cual se desea medir) es colimada

por dos espejos y después pasa a través de un cristal Rochón el cual se encarga

de polarizar la luz a 45◦ con respecto a la horizontal (la mesa óptica o la po-

larización s) para después incidir con un ángulo θ a la muestra (generalmente

θ ≈ 70◦). El haz reflejado pasa a través del compensador rotante, el cual en un

principio tiene el eje rápido paralelo a la horizontal, para después pasar por el

analizador (el cual es simplemente un Rochón orientado a 45◦ de manera inver-

sa), finalmente la luz pasa por un espejo y llega al fotodetector. Al momento de
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comenzar la medición el compensador rota 180◦ en sentido antihorario.

2.2.1 Polarizador/Analizador: Prisma Rochón

Un polarizador es un elemento óptico el cual se encarga de extraer luz con

polarización lineal de una fuente de luz no polarizada; por otro lado, el anali-

zador se coloca detrás del fotodetector y el estado de polarización se determina

con la intensidad de la luz que pasa a través de él. Pese a tener diferente función,

el polarizador y el analizador son el mismo elemento óptico.

Existen distintos tipos de polarizadores, el que se tratará en el presente tra-

bajo de tesis será un prisma Rochón, el cual se compone de dos cristales birre-

fringentes cuyos ejes extraordinarios están en dirección ortogonal tal y como se

aprecia en la Figura 2.2.

A
B

u

v

Figura 2.2: Estructura de un prisma Rochón. χo y χe son las direcciones del eje

ordinario y extraordinario. La luz no polarizada entra al prisma A, al momento

de salir del prisma B las dos polarizaciones (u y v) se encuentran separadas.[4]
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El primer prisma (A) tiene el eje extraordinario paralelo a la dirección de

propagación de la onda, en este medio no ocurre birrefringencia y ambas pola-

rizaciones (p y s) viajan a la misma velocidad. Por otro lado, cuando el haz de

luz llega al segundo prisma (B), el cual tiene el eje extraordinario perpendicular

a la dirección de propagación y por ende paralela a una polarización, es cuando

ocurre la birrefringencia; como una polarización no experimentará cambios en

el índice de refracción, éste no cambiará su dirección (p) mientras que la otra lo

hará al pasar de no a ne (s).

2.2.2 Compensador

Un compensador tiene la función de cambiar el estado de polarización lineal

a otro. Se coloca ya sea tras el polarizador o enfrente del analizador. Se com-

pone de un cristal birrefringente con un espesor d conocido. En la Figura 2.3 se

muestra un diagrama del funcionamiento de un compensador que convierte una

polarización lineal a una polarización circular hacía la izquierda.

El desfase que experimentan los campos eléctricos dependen de la distancia

recorrida dentro del compensador, los índices de refracción del mismo así como

la longitud de onda:

δ =
2π

λ
|no − ne|d. (2.5)

En el caso mostrado en la Figura 2.3 se puede apreciar que el desfase es de

δ =
π

2
.

Generalmente el elemento mostrado en la Figura 2.3 (polarización lineal a

circular) recibe el nombre de retardador; mientras que el compensador es el que

permite el controlar δ. Sin embargo, si el retardador de la Figura 2.3 se rota en el

plano xy la diferencia de fases relativa varía permitiendo controlar la fase; este
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caso se le conoce como compensador rotante.

Figura 2.3: Cambio en la polarización producido por un compensador, donde d

es el espesor del cristal y δ el desfase entre las dos polarizaciones al salir del

compensador.[4]

2.2.3 Notación con matriz de Jones

Utilizando la notación definida en la Tabla 1.2 tenemos la siguiente operación

matricial:

Eout = AR(A)R(−C)CR(C)SR(−P )PEin, (2.6)

donde Ein y Eout son el campo eléctrico de la luz incidente y saliente del

arreglo respectivamente, el primero es la luz procedente de la fuente y el segundo

lo que capta el fotodetector; cabe destacar que la operación en la Ec. (2.6) se hace

de derecha a izquierda.

Se hace la consideración de que el polarizador está a un ángulo de 45◦ con

respecto al analizador (P = 45◦, A = 0◦) y el desfase del compensador es de
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90◦ (δ = 90◦). Únicamente se puede medir la intensidad del campo eléctrico, de

acuerdo a la Ec. (1.14). Para el caso del arreglo representado por la Ec. (2.6) se

tiene:

I = I0(2 + S1 + S3 sin 2C + S1 cos 4C + S2 sin 4C), (2.7)

donde

S1 = − cos 2Ψ, (2.7a)

S2 = sin 2Ψ cos ∆, (2.7b)

S3 = 2 sin 2Ψ sin ∆. (2.7c)

El desarrollo algebraico que se llevó a cabo para llegar de la Ec. (2.6) a la Ec.

(2.7) se detalla en el Apéndice A.

2.3 Cálculo de los ángulos Ψ y ∆

2.3.1 Parámetros de Stokes

Debido a que la luz no polarizada saliente del analizador no puede ser des-

crita con las matrices de Jones es necesario definir variables que describan la

polarización parcial (que es la que llega al detector). Así, se definen los paráme-

tros de Stokes que se muestran en la Ec. (2.7):

S0 = Ix + Iy, (2.8a)

S1 = Ix − Iy, (2.8b)

S2 = I+45◦ − I−45◦, (2.8c)

S3 = Ider − Iizq. (2.8d)

Los parámetros de Stokes nos permiten describir cualquier tipo de polariza-
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ción utilizando y tienen la ventaja de que podemos medirlos utilizando espec-

troscopía elipsométrica.

2.3.2 Análisis de Fourier

En la elipsometría los parametros de Stokes se obtienen con los coeficientes

de Fourier normalizados. Para la configuración utilizada (compensador rotante)

se necesitan un mínimo de 5 integrales debido a la cantidad de elementos ópticos

necesitados:

Aj =

∫ jTC/5

(j−1)TC/5
I(t)dt. (2.9)

Una vez que se obtiene el valor de los datos en bruto con la Ec. (2.9). Se

puede reescribir la Ec. (2.7) de tal manera que C = ωct. Cabe destacar que los

coeficientes de Fourier primados (α′m, β
′
m) corresponde a la información obtenida

antes de realizar cualquier calibración:

I(t) = I0(1 + α′2 cos 2ωct+ β′2 sin 2ωct+ α′4 cos 4ωct+ β′4 sin 4ωct), (2.10)

donde

α′2 = 0,534480 +
1,195133(A1 − A2 − A4 + A5)

πI0
, (2.10a)

β′2 =
1,256637(A1 − A5) + 2,033282(A2 − A4)

πI0
, (2.10b)

α′4 =
0,816612(A1 + A5)− 2,137919(A2 + A4) + 2,642613A3

πI0
, (2.10c)

β′4 =
2,513274(A1 − A5)− 1,553289(A2 + A4)

πI0
, (2.10d)

πI0 = A1 + A2 + A3 + A4 + A5. (2.10e)
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2.3.3 Calibración de los elementos ópticos

Debido a la existencia del error humano a la hora de calibrar los elementos

ópticos del sistema, los primeros espectros que fueron obtenidos tenían cierto

grado de error (en ocasiones de hasta 5◦ o 10◦ en Ψ o ∆). En primera instancia,

se debe de considerar que el primer acomodo se hace a ojo, por lo que existe una

incertidumbre de hasta ±5◦ entre el ángulo real y el que se cree que es el real tal

y como se aprecia en la Figura 2.4. Por otro lado, cada longitud de onda tiene

su propia inclinación al momento de cambiar de medio, en este caso al atravesar

uno de los elementos ópticos utilizados.

Figura 2.4: Diagrama de la primera corrección realizada, en donde P es el ángulo

que se cree que es el real, P ′ el ángulo real y Ps la diferencia entre éstos.
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Figura 2.5: Gráficas de Ps con: a) el método de Collins para 2.36 eV, b) el método

de An para 2,46eV .

Para solventar estos problemas, se tomó como base la técnica que Collins et.

al.,[17] en donde se define la función del residuo R2(P ) para cada longitud de

onda:

R2(P ) = I20 (α′2 + β′2). (2.11)

Considerando que el eje rápido se encuentra paralelo a la mesa óptica, el

analizador se colocó a A = 28,12◦ y el polarizador a P = 0◦. Con esta configura-

ción, se varió el ángulo P desde −2◦ a +2◦ en pasos de 0,5◦. Así, se gráfico la Ec.

(2.11) contra P , los datos se ajustaron a una parábola y se encontró el mínimo.

Se hizo todo esto para cada longitud de onda y se le calculó el promedio a todos

los datos viables. El análisis para la longitud de onda de 2,46eV se muestra en la
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Figura 2.5.a, mientras que el valor de Ps para cada longitud de onda se muestra

en la Figura 2.6.

An, et. al., proponen en [18] un método alterno, primero se define Θ4(P ):

Θ4(P ) =
1

2
arctan

β′4
α′4

. (2.12)

Ahora se realizan dos barridos, uno cerca de P = 0◦ y otro cerca de P =

90◦), a ambas gráficas (Θ4 contra P ) se le hace un ajuste lineal y se le busca la

intersección, siendo esta Ps; en la Figura (2.5).b se muestra este análisis para

2,46eV y en la Ec. (2.6) el valor de Ps para cada longitud de onda.

1 . 5 2 . 0 2 . 5 3 . 0 3 . 5 4 . 0 4 . 5

8 2 6 . 3 6 1 9 . 7 4 9 5 . 8 4 1 3 . 1 3 5 4 . 1 3 0 9 . 9 2 7 5 . 4
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0 . 0 2

0 . 0 3
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P s 
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E n e r g í a  d e l  f o t ó n  ( e V )

 R e s i d u o s
 I n t e r s e c c i o n e s

Figura 2.6: Comparación de Ps con ambos métodos de calibración para todas las

longitudes de onda.

Existe una diferencia entre ambos métodos, por lo que se discute en [18] el
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segundo método es más fiable, así que se tomaron como base dichos resultados,

además que como se puede apreciar en la Figura 2.5.a, el mínimo de la parábola

se encuentra alejado de el rango en que se comenzó a medir, por lo que existe

una incertidumbre aún mayor. De esta manera se hizo un promedio de los Ps

mostrados en la Figura 2.6, dando como resultado que Ps = 3,28◦. Por lo tanto,

el polarizador se movió esa cantidad, se volvió a medir y el valor de todos los Ps

resultó ser alrededor de 0◦ en el área de interés.

2 . 0 2 . 2 2 . 4 2 . 6 2 . 8

6 1 9 . 7 5 6 3 . 4 5 1 6 . 4 4 7 6 . 7 4 4 2 . 6

- 5

0

5

1 0

1 5

- 0 . 0 9
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0 . 1 7
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(ra
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L o n g i t u d  d e  o n d a  ( n m )

A s 
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E n e r g í a  d e l  f o t ó n  ( e V )

Figura 2.7: As para todas las longitudes de onda en un rango deseado.

Para el cálculo de As (sucede algo similar a lo mostrado en la Figura 2.4), se

tomó la expresión de: [17]

A′ = A− As = 2Θ2 −Θ4(Ps) + π/2, (2.13)

donde Θ4(Ps) es el ajuste lineal de la Ec. (2.12) evaluado en el Ps obtenido

32



Montaje experimental de la elipsometría

para esa longitud de onda (ver Figura 2.6), mientras que el otro término se define

como Θ2 = 1
2

arctan
β′2
α′2

. De esta manera, se hizo el análisis para cada longitud

de onda, cabe destacar que a la gráfica resultante de la Ec. (2.13) se le tuvo

que restar 180◦ debido que los 28,12◦ están dados con respecto al analizador (el

cual es un Rochón trabajando de manera inversa), por lo que el ángulo real del

analizador con respecto a nuestros ejes coordenados sería: 30◦ − 180◦ = 150◦,

que es lo que entregaba en un principio la Ec. (2.13). Finalmente, se obtuvo un

promedio de todos los As en la región deseada (∼ 4◦) y se movió el analizador

hasta llegar al cero real.

Para calibrar el compensador se necesitan dos valores: la diferencia Cs y el

retardo δ. El primero se define igual que los anteriores (Ps y As), mientras que el

segundo se refiere a que tanto se desfasa el eje rápido del eje lento (ver Figura

2.3). El compensador con el que se trabajó tiene un retardo de
1

4
λ (90◦ de retar-

do), sin embargo esto sólo es en el caso ideal, existe una variación dependiente

de la longitud de onda, y eso es lo que se desea encontrar.

Dicho esto, el fabricante del compensador comercial de la marca B.Halle Su-

perachromatic Retarder 310-1100 nm λ/4[19] entrega la curva de calibración

para el retardo δ que se muestra en la Figura 2.8.

El análisis de estos dos datos se obtuvo mediante lo que sugiere Collins y As-

pens en [17] y [20], en donde se coloca el compensador en modo de transmisión

y se hace rotar el analizador como si fuera un arreglo de elipsometría por anali-

zador rotante; con una función del residuo similar a la Ec. (2.11) se encontró el

ángulo Cs del compensador (Cs = 2◦), así como el retardo del mismo, el cual se

compara en la Figura 2.8 con el valor reportado por el fabricante.

33



Montaje experimental de la elipsometría

3 0 0 4 0 0 5 0 0 6 0 0 7 0 0 8 0 0 9 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0

4 . 1 3 1 3 . 0 9 9 2 . 4 7 9 2 . 0 6 6 1 . 7 7 1 1 . 5 4 9 1 . 3 7 7 1 . 2 3 9 1 . 1 2 7

0 . 2 3 5

0 . 2 4 0

0 . 2 4 5

0 . 2 5 0

0 . 2 5 5

0 . 2 6 0

8 4 . 6

8 6 . 4

8 8 . 2

9 0 . 0

9 1 . 8

9 3 . 6

δ (
°)

E n e r g í a  ( e V )

δ

L o n g i t u d  d e  o n d a  ( n m )

 D a t o s  d e l  f a b r i c a n t e
 A j u s t e  d e  l o s  d a t o s  d e l  f a b r i c a n t e
 R e s u l t a d o s  e x p e r i m e n t a l e s

C a s o  i d e a l

Figura 2.8: Retardo δ obtenido para todas las longitudes de onda en un rango

deseado comparado con los datos del fabricante.[19]

Con todas estas correcciones se lograron mejorar los espectros como se pue-

de apreciar en la Figura 5.3, en donde se consiguió una correlación bastante

aceptable en el rango deseado, cabe destacar que en esta primera medición se

hicieron movimientos grandes (de hasta 4◦), este proceso se debe realizar con

cada muestra que se desee medir, aunque ya no debería de existir una diferencia

tan grande.

2.3.4 Reducción de datos

Conociendo tanto los coeficientes de Fourier mostrados en la Ec. (2.10) como

los ángulos reales y sus correcciones, es posible definir dos nuevos valores de la

elipse de polarización: el ángulo de inclinación azimutal Q y la excentricidad de

la elipse χ:
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Q =
1

2
arctan

β4
α4

− A′, (2.13a)

χ =
1

2

arctanα2 cos 2(A′ +Q) tan
δ

2
2α4 sinA′

. (2.13b)

El ángulo azimutal definido en la Ec. (2.13a) indica la inclinación de la elipse,

siendo su rango −90◦ < Q 6 90◦. Por otro lado la excentricidad χ representa

que tan ’ovalada’ está la elipse, teniendo un rango de −45◦ 6 Q 6 45◦. Una

vez teniendo estás dos cantidades (para cada longitud de onda) con todas las

correcciones necesarias, es posible aplicar las Ecs. (2.14) y (2.15) para obtener

Ψ y ∆.

cos 2Ψ =
cos 2P ′ − cos 2Q cos 2χ

1− cos 2Q cos 2χ cos 2P ′
, (2.14a)

tan ∆ = −tan 2χ

sin 2Q
. (2.14b)
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Capítulo 3

Sincronización de los
elementos electrónicos

Para poder medir con el arreglo mostrado en la Figura 2.1 era necesario

tener una buena sincronización entre los elementos electrónicos, siendo estos el

espectrómetro CCD y el motor que haría rotar el compensador.

3.1 Descripción del sistema

El motor utilizado para hacer rotar el compensador fue un motor comer-

cial de la compañía Oriental Motor de la serie AZSeries con ayuda de su driver

MEXE02.[38]

En la Figura 3.1 se esquematiza como fue colocado el compensador sobre el

motor, en donde el eje lento se colocó vertical a la mesa. El primer espectro se

tomó en θ = 0◦, después de ello se rotó 2◦ en dirección contraria a las manecillas

para tomar un segundo espectro y así sucesivamente hasta llegar a rotar 180◦.

Como se escogió ∆θ = 2◦ se tomaron 90 espectros en total, los cuales fueron

procesados por las ecuaciones de elipsometría y así obtener los ángulos Ψ y ∆.

Por otro lado, se utilizó un espectrómetro comercial Flame de la compañía

Ocean Optics[37] para la adquisición de los espectros. La problemática se pre-
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sentó al momento de sincronizar el motor como el espectrómetro, puesto que se

requería tener un barrido completo para poder obtener una medición aceptable.

Eje rápido

Eje Lento

Compensador

Figura 3.1: Esquema del compensador colocado sobre el motor. Los espectros se

toman cada recorrido de ∆θ = 2◦.

La comunicación que se dio se esquematiza en la Figura 3.2, en donde se

puede observar como la computadora manda una señal a una tarjeta de adqui-

sición externa, por simplicidad se utilizó una tarjeta Arduino[39], la cual manda

la señal de disparo tanto al espectrómetro como al driver que controla el motor.

Una de las configuraciones propuestas fue mover el motor por medio de pul-
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sos, donde el espectrómetro va a adquirir un espectro al momento de iniciar su

recorrido de 2◦ mostrado en la Figura 3.1. La sincronización de las señales se

muestran en la Figura 3.4. En donde al momento de dar un pulso de 2ms segui-

do de un retraso de 100ms se activa tanto la adquisición como el comando para

que el motor se mueva (el cual tiene una rampa de aceleración); éste proceso se

repite las 90 veces necesarias para que el motor recorra los 180◦.

+24V

10 KΩ

10 KΩ

1 KΩ

1 KΩ

47 Ω

47 Ω

220 Ω

220 Ω

Inversor
DM74L05

MOSFET
IRF774

MOSFET
IRF774

Espectrómetro
GND

Arduino

Motor
PC

12

3

Vcc

GND

Trigger

4
5

13

+5
GND

Figura 3.2: Diagrama de la electrónica utilizada para sincronizar el motor y el

espectrómetro CCD.

3.2 Electrónica utilizada

La electrónica utilizada se muestra en la Figura 3.2; como el driver del motor

funciona con 24V y la tarjeta de adquisición arroja 5V fue necesaria la imple-
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mentación de un transistor de potencia MOSFET IRF774. Ahora bien, debido a

que el driver del motor tomaba el 1 lógico que entregaba el Arduino como esta-

do de OFF, se utilizó un circuito inversor DM74L0 para convertir el 1 lógico en

ON para el trigger del espectrómetro y así utilizar la misma señal para ambos

dispositivos. El motor puede guardar hasta 256 comandos, sólo eran necesarios

tres de ellos: +2◦, +4◦ y regresar a 0◦, por lo que sólo era necesario un número

de dos bits, que son las dos entradas al motor.

Figura 3.3: Panel frontal de y diagrama de bloques de la interfaz de LabVIEW

para controlar el motor y el espectrómetro.
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3.3 Software y comunicación

Una interfaz en LabVIEW sirvió como comunicación al arduino, en donde los

comandos son mandados al monitor serial de éste para poder mandar los pulsos

necesarios a un delay dado; como se puede ver en la Figura 3.3 se tiene la opción

de hacer dos distancias de pasos diferentes: 2◦ y 4◦, para cuestión de este trabajo

de tesis únicamente se usó el primero.

En la Figura 3.4 se puede apreciar como el motor tiene una rampa de veloci-

dad, puesto que el fabricante asegura una gran precisión en posición, velocidad

y aceleración. Se escogió una velocidad y una aceleración relativamente bajas

(300◦/s y 103◦/s2) para evitar un esfuerzo innecesario al compensador, de esta

manera el recorrido total, ergo, la medición se realiza en doce segundos aproxi-

madamente, pudiendo reducir ese tiempo a un segundo.

Figura 3.4: Diagrama de la sincronización entre los distintos elementos electró-

nicos utilizados en el sistema.[37][38][39][35][36]
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Capítulo 4

Fundamentos de algunos
semiconductores

Un material en ’estado sólido’ se puede comportar de dos maneras princi-

pales: amorfo y cristalinamente, en el primer caso no existe ningún orden en

las moléculas mientras que en el segundo (que es el que nos vamos a enfocar)

los átomos tienen cierto orden. Anteriormente en la sección 1.61 se empezó a

discutir al respecto, concretamente podemos decir que un cristal es un arreglo

periódico de átomos con su respectiva celda unitaria, en la Figura 4.2 se mues-

tran las celdas unitarias de los semiconductores estudiados.

A una red cristalina se le puede asociar una red recíproca en el espacio de

momentos (ver referencias [11] y [12]), para la red hexagonal se pueden definir

varios puntos de interés: Γ, K y M , siendo éstos las direcciones (000),
(1

3

1

3
0
)

y
(1

2
00
)

respectivamente; para la fcc, diamante y zincblenda las regiones de

interés son: Γ, X y L, las cuales son (000),
(1

2
0

1

2

)
y
(1

2

1

2

1

2

)
.[31]

Un material semiconductor se puede definir como aquella sustancia cristalina

en que a T = 0K tiene una estructura de bandas en donde una banda electrónica

está completamente llena y otra totalmente vacía, separadas por una región de

energías prohibidas.[11] La región en la que coexisten los electrones se le conoce
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como banda de conducción, a la región en donde habitan los huecos electrónicos

es llamada banda de valencia, y al conjunto de energías prohibidas simplemente

se le dice banda prohibida.

Banda de valencia

Banda de conducción

Banda prohíbida

Huecos

Electrones

(a) Transición directa.

kfonón

Banda de valencia

Banda de conducción

Banda prohíbida

Huecos

Electrones

(b) Transición indirecta.

Figura 4.1: Diagramas de de la recombinación de un electrón-hueco.

Al momento de realizarse la recombinación entre un electrón y un hueco

ubicados cerca del borde de la banda de conducción y la banda de valencia res-

pectivamente, se produce un fotón con energía del ancho de la banda prohibida.

Si el mínimo de energía de ambas bandas se encuentran en el mismo punto en

el espacio recíproco de k, sucederá lo que se conoce como transición directa, que

se puede observar en la Figura 4.1a. Por otro lado, si el mínimo de la banda de

conducción no se encuentra en el mismo punto que el máximo de la banda de

valencia entonces se necesitará la generación o absorción un un fonón para que

la conservación del momento se cumpla (ver Figura 4.1b), a este suceso se le

conoce como transición indirecta.
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(a) Diamante (Si). (b) Zincblenda (GaAs).

(c) Hexagonal (MoS2).[28]

Figura 4.2: Celda unitaria de los semiconductores medidos. â, b̂ y ĉ son los vec-

tores primitivos de las celdas.

En el presente trabajo de tesis se va a trabajar con distintas muestras de se-

miconductores de diferente tipo: materiales en bulto (Si, GaAs y GaSb), películas

delgadas de dicalcogenuros (MoS2) y rejillas de difracción (InP muy dopado).

4.1 Semiconductores en bulto

Los materiales en bulto son aquellas sustancias cristalinas en las que ideal-

mente no se componen de capas de distintos materiales, pueden tener cierta

concentración de portadores o ser intrínsecos.
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4.1.1 Silicio (Si)

El silicio (Si) es el material semiconductor más estudiado y abundante en

la Tierra. Presenta celda unitaria de diamante como se ve en la Figura 4.3a

(simetría cúbica) con parámetro de red del silicio es a = 0,543nm.[23] Es un

semiconductor indirecto con un ancho de banda prohíbida de Eg = 1,12eV .

Se utilizó una muestra de silicio para calibrar el sistema, puesto que se tenían

mediciones de esa muestra de un elipsómetro comercial.

4.1.2 Semiconductores III-V

Los semiconductores III-V son aquellos compuestos formados por un elemen-

to del grupo III de la tabla periódica (Bo, Al, Ga, In) con uno del grupo V (N, P,

S, Sb).

Los semiconductores III-V tienen la característica de que presentan celda uni-

taria de zincblenda como la que se muestra en la Figura 4.3a (simetría cúbica),

las muestras con las que se trabajaron en el presente trabajo son cristales en bul-

to de GaAs, GaSb y InP, siendo todos semiconductores directos; en la Tabla 4.1 se

muestran tanto el parámetro de red como el ancho de banda prohibida de esos

materiales.

Cuadro 4.1: Parámetros de red y ancho de banda prohibida de los semiconduc-
tores III-V estudiados.[32]

a(Å) Eg(eV )

GaAs 5.530 1.008

GaSb 5.981 0.547

InP 5.729 1.232

Para el caso del InP se van a considerar cuando está dopada con Fe, Si y S. El

Si es un elemento que en los III-V se comporta como un dopante tipo n;[25] el S
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al estar en el grupo VI de la tabla periódica se comporta como donador, hacién-

dolo así un dopante tipo n; para el caso del InP:Fe, se le denomina semiaislante,

y puede ser tipo n y tipo p.[26][27]

4.1.3 Modelo de dos fases

Una vez obtenidos los espectros de Ψ y ∆, el siguiente paso es obtener la

permitividad compleja ε según la naturaleza de la muestra.

El modelo de dos fases es el más sencillo, utilizado para una interfaz entre

dos medios isotrópicos y homogéneos. Se puede obtener a partir de las ecua-

ciones de Fresnel,[6] obteniendo una expresión que depende de la reflectividad

compleja ρ definido en (2.2) y el ángulo de incidencia φ:

〈ε〉 = εa

[
sin2 φ+ sin2 φ tan2 φ

(1− ρ
1 + ρ

)2]
, (4.1)

donde a 〈ε〉 se le conoce como la pseudo función dieléctrica y εa es la función

dielétrica del medio incidente (1 en el aire).[16][8]

Cabe destacar que la Ec. (4.1) es válida únicamente en un caso muy ideal

(una muestra perfecta sin óxidos en la superficie), pero sirve para tener una

buena aproximación para los casos reales.

4.2 Películas delgadas de dicalcogenuros

Los calcogenuros son compuestos formados por al menos un anión calcógeno

(elemento ubicado en la columna 6 de la tabla periódica: O, S, Se, Te, Po) y un

metal. Generalmente presentan celda unitaria hexagonal.
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4.2.1 Disulfuro de molibdeno (MoS2)

El material de éstas características que se va a estudiar es el disulfuro de

molibdeno (MoS2), material que lleva estudiándose durante varias décadas; su

estructura cristalina es hexagonal como se muestra en la Figura 4.3c, sus para-

metros de red reportados en la literatura se muestran en el Cuadro 4.2, donde la

coordenada interna z determina la distancia entre cada monocapa del dicalcoge-

nuro.

Cuadro 4.2: Parámetros de red y coordenada interna z del MoS2.[22]

a(Å) c(Å) zbulto z2L z1L
MoS2 3.160 12.296 1.565 1.572 1.572

El MoS2 tiene la característica de que en forma de cristal en bulto y bicapa

es un semiconductor indirecto mientras que en monocapa se comporta como

semiconductor directo, ver la Figura 4.3.

(a) Cristal en bulto. (b) Monocapa. (c) Bicapa.

Figura 4.3: Estructura de banda para distintas formas del MoS2.[22]
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4.3 Rejillas de difracción

Una rejilla de difracción se puede entender como una estructura periódica

que se encarga de difractar la luz incidente a una dirección diferente a la inci-

dente, depende de la longitud de onda.[6][29]

La intensidad de la luz que sale de la rejilla está dada por

Im = 4 sin2
(φ

2

)sin2
(mπ

2

)
m2π2

, (4.2)

donde φ es el ángulo de incidencia y m el orden de difracción.[29]

Se puede ver en (4.2) que existen órdenes de difracción en donde la intensi-

dad se convierte en cero, para este caso es cuando m es par.

4.3.1 Rejillas de InP

Para el presente trabajo se utilizaron rejillas de difracción, básicamente son

una capa de InP:Si crecidas en un sustrato de InP:S, a la capa epitaxial se le hizo

fotolitografía para generar el patrón periódico mostrado en la Figura 4.4, las con-

centraciones del sustrato y de la rejilla son de 1018 y 1019cm−1 respectivamente

con periodo de 50µm (el ancho de la parte superior e inferior mide 25µm).[30]

Figura 4.4: Imagen SEM de la rejilla de difracción de InP, en el recuadro se
muestra la simulación del mapa del campo eléctrico simulado para θ = 32◦.[30]
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Capítulo 5

Mediciones
experimentales

En el presente Capítulo se muestran los espectros que se obtuvieron con el

espectrómetro de elipsometría desarrollado. Se tomaron comparaciones de dos

espectrómetros comerciales que se muestran en la Figura 5.1: uno de la marca

HORIBA[40] y otro de la marca Woollam.[41] Ambos elipsómetros están en el

rango deseado para nuestra aplicación (190 − 2100nm y 193 − 1690nm respecti-

vamente).

(a) UVISEL Plus de la marca
HORIBA.[40]

(b) M-2000 de la marca J. A.
Woollam.[41]

Figura 5.1: Espectrómetros de elipsometría utilizados para comparar las medi-
ciones obtenidas.



Mediciones experimentales

5.1 Criterios de corrección

Debido a la forma en la que algunas fórmulas fueron definidas (ver las Ecs.

(2.14) y (2.14)), existen problemas al momento de acercarse a los valores ex-

tremos (0◦, 45◦ y 90◦ para el caso de Ψ, y −180◦, 90◦ y 180◦ para ∆), cuando el

espectro de Ψ se acerca a 0◦ ocurre el problema que se muestra en la Figura 5.2,

se puede resolver con una simple condición:

ΨCorregida = 180−ΨBruto si y sólo si ΨBruto > 45. (5.1)
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Figura 5.2: Espectros de Ψ, ∆ y cos 2∆ de una rejilla de InP en orientación vertical

en donde se hacen las comparaciones de los datos en bruto y con su respectiva

corrección.
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Para ∆ no hay forma de tener una condición similar a la Eq. (5.1) puesto que

todo el espectro se concentra en una sola región como se aprecia en la Figura 5.2

donde los datos en bruto se encuentran en el rango de 90◦ < ∆ < 270◦. Por lo

que se propuso evaluar la función cos 2∆ en lugar de ∆.

5.2 Cristales en bulto

Lo primero que se realizó fue la calibración de los distintos elementos ópticos,

la cual se detalla en la sección 2.3.3. En la Figura 5.3 se muestran los espectros

antes y después de la calibración de una muestra de prueba de silicio con un

ángulo de incidencia de 70◦ con lámpara de Xe comparada con la señal obtenida

en uno de los dos espectrómetros comerciales (Woollam).

En las Figuras 5.4 y 5.5 se muestran los espectros de elipsometría de una

muestra de GaAs y GaSb en bulto a φ = 70◦ con lámpara de Xe comparadas con

el otro elipsómetro comercial (HORIBA).

En la Figuras 5.14 y 5.13 se muestran los espectros de Ψ y ∆ de dos muestras

de InP a φ = 70◦ con lámpara de Xe, una dopada con Si y otra dopada con Fe

comparadas con una medición reportada en la literatura.[33]

Ahora bien, teniendo los espectros de Ψ y ∆ fue posible sacar la parte real y

la parte imaginaria de la pseudo función dieléctrica con la Eq. (4.1), y así obtener

n y k, dichos espectros se comparan con lo reportado por Aspnes[16][24] y se

muestran en las Figuras 5.6, 5.7, 5.8 y 5.9.
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Figura 5.6: Espectros de n, k, ε1 y ε2 de Si a un ángulo de incidencia de 70
◦

comparadas con lo reportado con Aspnes.[16]
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Figura 5.7: Espectros de n, k, ε1 y ε2 de GaAs a un ángulo de incidencia de 70
◦

comparadas con lo reportado por Aspnes.[24]
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Figura 5.8: Espectros de n, k, ε1 y ε2 de GaSb a un ángulo de incidencia de 70
◦

comparadas con lo reportado por Aspnes.[16]

59



Mediciones experimentales

05101520 23482
6.5

61
9.9

49
5.9

41
3.3

35
4.2

30
9.9

27
5.5 05101520

1.5
2.0

2.5
3.0

3.5
4.0

4.5
012

ε1

 ε 1
 In

P:S
i e

xp
erm

ien
tal

 
 ε 1

 In
P:F

e e
xp

erm
ien

tal
 

 ε 1
 As

pn
es

n

 n 
InP

:Si
 ex

pe
rim

en
tal

 n 
InP

:Fe
 ex

pe
rim

en
tal

 n 
As

pn
es

ε2

Lo
ng

itu
d d

e o
nd

a (
nm

)

 ε 2
 In

P:S
i e

xp
eri

me
nta

l
 ε 2

 In
P:F

e e
xp

eri
me

nta
l

 ε 2
 As

pn
es

En
erg

ía 
de

l fo
tón

 (e
V)

k

 k 
InP

:Si
 ex

pe
rim

en
tal

 k 
InP

:Fe
 ex

pe
rim

en
tal

 k 
As

pn
es

Figura 5.9: Espectros de n, k, ε1 y ε2 de InP:Si y InP:Fe a un ángulo de incidencia

de 70
◦ comparadas con lo reportado por Aspnes.[16]
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5.3 Película delgada de MoS2

La muestra que se midió fue una monocapa de MoS2 crecida en un sustrato

de zafiro.

En la Figura 5.10 se observan los espectros de elipsometría de la muestra

con φ = 70◦ con lámpara de Xe comparados con los obtenidos en un elipsómetro

comercial.
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Figura 5.10: Espectros de Ψ y cos 2∆ una monocapa de MoS2 en un sustrato de

zafiro comparados con un espectrómetro comercial.
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5.4 Rejillas de difracción (InP)

Se utilizaron tres rejillas distintas de InP (cada una con una concentración

similar): R1, R2 y R3. En la figura 5.12 se muestran las imágenes en microscopía

óptica con el objetivo de 10x de las rejillas en las dos orientaciones en que fueron

medidas.

La orientación horizontal y vertical se refieren a que la componente ~Es se

encuentra ortogonal y paralela a las ’aberturas’ respectivamente, tal y como se

aprecia en la Figura 5.11.

(a) Orientación horizontal. (b) Orientación vertical.

Figura 5.11: Espectrómetros de elipsometría utilizados para comparar las medi-

ciones obtenidas.

Los espectros de elipsometría (con sus respectivas comparaciones y en las dos

orientaciones) de las tres rejillas se tomaron a φ = 70◦, las cuales se muestran en

las Figuras 5.13 y 5.14.

Se decidió estudiar a detalle la Rejilla 3; en las Figuras 5.15 y 5.16 se mues-

tran los espectros de elipsometría con φ = 70◦ y utilizando dos lámparas: Xe y

W; en las Figuras 5.17 y 5.18 se muestran los espectros con φ = 75◦ utilizando la
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lámpara de W.

100 μm

(a) R1 en orientación horizontal.

100 μm

(b) R1 en orientación vertical.

100 μm

(c) R2 en orientación horizontal.

100 μm

(d) R2 en orientación vertical.

100 μm

(e) R3 en orientación horizontal.

100 μm

(f) R3 en orientación vertical.

Figura 5.12: Imágenes en microscopía óptica de las rejillas de difracción de InP.
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Figura 5.13: Espectros de Ψ y ∆ de tres rejillas de InP en orientación horizontal

comparadas con InP dopado con Si y Fe, así como una medición reportada.[33]
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Figura 5.14: Espectros de Ψ y ∆ de tres rejillas de InP en orientación vertical

comparadas con InP dopado con Si y Fe, así como una medición reportada.[33]
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Figura 5.15: Espectros de Ψ y cos 2∆ de la rejilla 3 de InP en orientación hori-

zontal a φ = 70
◦ comparados con un espectrómetro comercial.
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Figura 5.16: Espectros de Ψ y cos 2∆ de la rejilla 3 de InP en orientación vertical

a φ = 70
◦ comparados con los dos espectrómetros comerciales.
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Figura 5.17: Espectros de Ψ y cos 2∆ de la rejilla 3 de InP en orientación hori-

zontal a φ = 75
◦.
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Figura 5.18: Espectros de Ψ y cos 2∆ de la rejilla 3 de InP en orientación vertical

a φ = 75
◦ comparados con un espectrómetro comercial.
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Capítulo 6

Conclusiones y
resultados

El principal objetivo de el presente trabajo de Tesis y que es también parte

medular de una Tesis de Doctorado en proceso, fue la implementación un sistema

óptico para medir espectroscopía elipsométrica en el rango visible-ultravioleta.

La principal ventaja del sistema realizado radica en un menor costo que éste su-

pone frente a equipos comerciales capaces de realizar la misma función, en los

que el fabricante asegura fiabilidad y reproducibilidad. De esta manera, teniendo

un entendimiento del fenómeno físico y utilizando elementos los ópticos básicos

(polarizador, analizador y compensador), se logró establecer un espectrómetro

de elipsometría, cuyos espectros reproducibles fueron comparados con los ob-

tenidos en ciertos equipos comerciales con las mismas condiciones de medición

para corroborar su desempeño. El sistema se controla mediante una tarjeta de

adquisición Arduino, con el driver comercial del motor y su software MEXE02.

Todo se automatizó y se creó una interfaz en LabView para mayor comodidad

al usuario. Los materiales semiconductores que se midieron y cuyos espectros

se compraron con los obtenidos en equipos comerciales así como información

reportada en la literatura fueron: Si, GaAs, GaSb, monocapa de MoS2, InP:Si,
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InP:Fe, rejillas de difracción de InP dopado.

Así, se logró tener un equipo capaz de medir elipsometría espectroscópica a

un costo mucho menor que los equipos comerciales (que rondan los cientos de

miles de dólares) con seguridad de que lo que obtenga en el mismo será repro-

ducible y fiable para los trabajos de investigación que se vayan presentando en

un futuro cercano. Aún así se tiene la posibilidad de hacer todavía más eficiente

el sistema y de optimizar ciertas cosas para hacer mediciones más favorables.

6.1 Resultados principales

En este apartado se van a resumir los resultados más relevantes que se logra-

ron en el presente trabajo de Tesis.

La primer parte del trabajo correspondió a la implementación y sincroniza-

ción del sistema:

Como el motor comercial no es amigable con la interfaz de LabView

con la que se estaba trabajando, se tuvo que programar el motor AZ de

la marca Oriental Motor de manera independiente mediante una serie

de comandos digitales externos utilizando el driver y el software que la

misma compañía provee: MEXE02.

En el punto anterior se mencionó que el fabricante no aseguraba un tra-

to trivial y sencillo para su producto; el motor acepta como entradas y

salidas digitales únicamente 24V que no estaba conectado en paralelo,

había que aterrizar el pin deseado para que se activara el 1 lógico en

el driver y así se accione el comando deseado. Por esto mismo y que la

tarjeta de adquisición es un Arduino que saca 5V como máximo, hubo la

necesidad de crear un circuito electrónico a base de transistores de po-

tencia y un inversor para poder mandar la señal digital deseada la motor,
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como el espectrómetro CCD trabaja a 5V no hubo mucho problema para

comunicarlo con el Trigger.

Una vez tenida la comunicación entre ambos elementos (motor y CCD),

se tuvo que configurar una sincronización en la que en cada movimiento

de rotación del motor (∆θ = 2◦) el espectrómetro adquiriera, realizando

esto repetidamente hasta que se haga la rotación de 180◦ y al final regrese

a la posición inicial.

Con el sistema funcionando de manera óptima, el último paso es crear

una interfaz para hacer más cómoda la experiencia al usuario que deseé

medir espectroscopía elipsométrica, para ello se utilizó la plataforma

LabView.

Posteriormente se necesitó realizar la calibración del sistema para asegurar

espectros confiables y reproducibles:

Asegurar la reproducibilidad entre espectros de las mismas muestras con

las mismas condiciones de medición.

Obtener espectros de elipsometría de ciertas muestras en espectrómetros

comerciales para compararlos con los obtenidos en el sistema realizado,

encontrar el error que se tiene para trabajar a partir de ahí a reducirlo lo

más posible.

Tomando como base a los trabajos de Collins et. al y An et. al.,[17][18]

se procedió a encontrar los errores que presentan los elementos ópticos

(polarizador, analizador, compensador) con respecto a la inclinación y el

retardo, con el fin de corregirlos lo más posible para así mejorar la cali-

dad del espectro que se va a obtener al momento de medir elipsometría

espectroscópica.
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Realizar esta calibración las veces que sean necesarias, cabe destacar que

éste proceso se tiene que hacer para cada muestra que se desee medir

para asegurar aún más la fiabilidad de los resultados.

Comparar los resultados obtenidos con lo que entregan equipos comer-

ciales y lo que ciertos autores hayan reportado.

Finalmente, con el fin de demostrar la capacidad del sistema, se midieron

muestras semiconductoras, que van de muestras simples a unas más complejas:

Cristales en bulto: Si, GaAs, GaSb, InP:Fe, InP.Si. En los que se utilizó la

pseudo función dieléctrica para encontrar ε1 y ε2; dichos resultados se

comprararon con los de Aspnes.[16][24]

Una monocapa de un dicalcogenuro: MoS2 crecido sobre un sustrato de

zafiro.

InP muy dopado crecido en un sustrato de InP menos dopado, al cual

se le hizo litografía para dejar un patrón similar al de una rejilla de

difracción. En total se tuvieron tres muestras con diferente concentración

que presentan ciertas propiedades de difracción debido a la naturaleza

de las mismas.[30]

Debido a que las últimas muestras tienen una estructura más compleja queda

abierto a su análisis, y sería para trabajo a futuro el encontrar las funciones die-

léctricas de éstos materiales y otras propiedades que pueden llegarse a obtener,

para una posible aplicación en sensores químicos.
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Apéndice A

Matriz de Jones para
espectroscopía de
elipsometría con
compensador rotante

Tomando como base la Ec. (2.6):

Eout = AR(A)R(−C)CR(C)SR(−P )PEin, (A.1)

en donde la definición de las matrices de Jones para los distintos elementos

ópticos están en la Tabla 1.2. Los vectores de Jones Eout y Ein se definen:

Ein =

1

0

, (A.2a)

Eout =

Ex
0

. (A.2b)

Considerando que A = 0◦ y P = 45◦ las matrices de la Tabla 1.2, las Ecs.

(A.1) y (A.2) se obtiene:



Matriz de Jones para espectroscopía de elipsometría con compensador rotante

Eout =

1 0

0 0


1 0

0 1


cosC − sinC

sinC cosC


1 0

0 exp{−iδ}


cosC sinC

sinC cosC


sin Ψ exp{i∆} 0

0 cos Ψ

 1√
2

1 −1

1 1


1 0

0 0


1

0

. (A.3)

Cabe destacar que la Ec. (A.3) debe resolverse de derecha a izquierda, apli-

cando el vector de Jones a la matriz más cercana y así sucesivamente. Haciendo

toda el álgebra matricial se puede reducir a:

Ex
0

 =
1√
2


cos2C sin Ψ exp{i∆}+ cosC sinC cos Ψ

+ sin2C sin Ψ exp{i∆} exp{−iδ} − sinC cosC cos Ψ exp{iδ}

0

.

(A.4)

Considerando que δ = 90◦, entonces exp{−iδ} = −i podemos obtener la

siguiente expresión después de hacer toda el álgebra correspondiente (al norma-

lizar se puede quitar el factor
1√
2

):

Ex = (cos2C − i sin2C) sin Ψ exp{i∆}+ (1 + i) cosC sinC cos Ψ. (A.5)

Experimentalmente sólo es posible medir la intensidad del campo eléctrico

de la luz, de acuerdo con la Ec. (1.14):

I = |Ex|2 (A.6)

= ExE
∗
x (A.7)

= | cos2C sin Ψ cos ∆ + sin2C sin Ψ sin ∆ + cosC sinC cos Ψ

+ i(cos2C sin Ψ sin ∆− sin2C sin Ψ cos ∆ + cosC sinC cos Ψ)|2. (A.8)
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Al desarrollar explícitamente la Ec. (A.8) y agrupar los términos semejantes

se obtiene:

I = cos4C sin2 Ψ(sin2 ∆ + cos2 ∆) + sin4C sin2 Ψ(sin2 ∆ + cos2 ∆)

+ 2 cos3C(sinΨ cos Ψ sinC cos ∆ + sinΨ cos Ψ sinC sin ∆)

+ 2 sin3C(sinΨ cos Ψ cosC cos ∆− sinΨ cos Ψ cosC cos ∆)

+ 2(sin2C sin2C cos2C sin ∆ cos ∆− sin2C sin2C cos2C sin ∆ cos ∆

+ sin2C cos2C cos2 Ψ). (A.9)

Tomando los términos que tienen potencia de grado 4 en la Ec. (A.9) (la

primer línea):

cos4C sin2 Ψ(sin2 ∆ + cos2 ∆) + sin4C sin2 Ψ(sin2 ∆ + cos2 ∆)

= cos4C sin2 Ψ + sin4C sin2 Ψ = sin2 Ψ(sin4C + cos4C)

= sin2 Ψ
((1− cos 2C

2

)2
+
(1 + cos 2C

2

)2)
=

1

4
sin2 Ψ(2 + 2 cos2 2C) =

1

4
sin2 Ψ

(
2 + 2

1 + cos 4C

2

)
=

1

4
sin2C(3 + cos 4C) =

1

4

(1− cos 2Ψ

2

)
(3 + cos 4C)

=
1

8
(3− 3 cos 2Ψ + 4 cos 4C(1− cos 2Ψ)). (A.10)

Con los términos de la Ec. (A.9) que no tienen potencias de grado 3 ni 4 (es

evidente ver que los dos primeros se cancelan por lo que únicamente se trabaja

con el tercero):
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2 sin2C cos2C cos2 Ψ

= 2 cos2 Ψ
(1− cos 2C

2

)(1 + cos 2C

2

)
=

1

2
cos2 Ψ(1− cos2C) =

1

2
cos2 Ψ

(
1− 1 + cos 4C

2

)
=

1

4
cos2 Ψ(1− cos 4C) =

1

4

(
1− 1 + cos 2Ψ

2

)
(1− cos 4C)

=
1

8
(1 + cos 2Ψ− cos 4C(1 + cos 2Ψ)). (A.11)

De esta manera, al sumar las Ecs. (A.10) y (A.11):

1

8
(3− 3 cos 2Ψ + 4 cos 4C(1− cos 2Ψ))

+
1

8
(1 + cos 2Ψ− cos 4C(1 + cos 2Ψ)) =

1

4
(2− cos 2Ψ− cos 2Ψ cos 4C). (A.12)

Antes de continuar hay que definir sinC cos3C y sin3C cosC:

sinC cos3C = sinC cosC cos2C

=
(sin 2C

2

)(1 + cos 2C

2

)
=

1

4
(sin 2C + sin 2C cos 2C)

=
1

4
(sin 2C +

1

2
sin 4C) =

1

8
(2 sin 2C + sin 4C), (A.13)

sin3C cosC = sinC cosC sin2C

=
(sin 2C

2

)(1− cos 2C

2

)
=

1

4
(sin 2C − sin 2C cos 2C)

=
1

4
(sin 2C − 1

2
sin 4C) =

1

8
(2 sin 2C − sin 4C). (A.14)

Utilizando las Ecs. (A.13) y (A.14) es posible obtener una expresión reducida

para los términos con potencia cúbica de la Ec. (A.9) en donde sacamos cos ∆

como factor común:
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2 cos ∆(sin Ψ cos Ψ sinC cos3C − sin Ψ cos Ψ sin3C cosC)

= 2 sin Ψ cos Ψ cos ∆(sinC cos3C − sin3C cosC)

= 2 sin Ψ cos Ψ cos ∆ ∗ 1

8
(2 sin 2C + sin 4C − 2 sin 2C + sin 4C)

=
1

4
sin Ψ cos Ψ cos ∆ sin 4C. (A.15)

Haciendo lo mismo para sin ∆:

2 sin ∆(sin Ψ cos Ψ sinC cos3C + sin Ψ cos Ψ sin3C cosC)

= 2 sin Ψ cos Ψ sin ∆(sinC cos3C + sin3C cosC)

= 2 sin Ψ cos Ψ sin ∆ ∗ 1

8
(2 sin 2C + sin 4C + 2 sin 2C − sin 4C)

=
1

2
sin Ψ cos Ψ sin ∆ sin 2C. (A.16)

Así, sumando las Ecs. (A.15) y (A.16):

1

4
sin Ψ cos Ψ cos ∆ sin 4C +

1

2
sin Ψ cos Ψ sin ∆ sin 2C)

= sin Ψ cos Ψ(
1

4
sin 4C cos ∆ +

1

2
sin 2C sin ∆)

=
1

4
sin 2Ψ(sin 4C cos ∆ + 2 sin 2C sin ∆). (A.17)

Para obtener la intensidad normalizada sumamos las Ecs. (A.12) y (A.17):

I

I0
= 2− cos 2Ψ + 2 sin 2Ψ sin ∆ sin 2C

− cos 2Ψ cos 4C + sin 2Ψ cos ∆ sin 4C. (A.18)

Finalmente, tenemos la expresión para determina la intensidad I normaliza-

da en función de los ángulos Ψ y ∆ y el ángulo del compensador C:
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I = I0(2 + S1 + S3 sin 2C + S1 cos 4C + S2 sin 4C), (A.19)

donde

S1 = − cos 2Ψ (A.19a)

S2 = sin 2Ψ cos ∆ (A.19b)

S3 = 2 sin 2Ψ sin ∆. (A.19c)
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