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Prologo
A la edicion mexicana

A partir del inicio de los anos noventas, casi cada ano yo visito México. Durante
este tiempo he logrado conocer no solo las investigaciones que se realizan en
el campo de la educacion, sino también, la practica de la educacion media y
superior en México.

En esta esfera, en México, asi como en la mayoria de los paises hay muchos
problemas. El sistema tradicional de la educacion ya no satisface aquellas exi-
gencias que nos ponen las condiciones de la vida contemporanea. En todos los
paises se realiza la busqueda y la aprobacion de nuevas vias en la educacion.
Este tipo de trabajo se realiza también en Rusia de manera muy amplia. La
particularidad de la basqueda en Rusia es el hecho de que, en este caso, se
unen la ciencia y la practica. Los aspectos nuevos y mas productivos , introdu-
cidos en la practica de la educacion, se basan en la teoria de la actividad de la
ensenanza y del aprendizaje (elaborados por parte de los autores, tales como
P.Ya. Galperin, D.B. Elkonin, V.V. Davidov, N.G. Salmina, Z.A. Reshetova y otros).

Esta teoria continta con el desarrollo de la aproximacion historico-cultural hacia
la psique del hombre, iniciado en los trabajos de L.S. Vigotsky. De acuerdo a esta
aproximacion, las capacidades del hombre no son innatas, sino que se adquieren
durante su vida y se forman durante el proceso de la asimilacion de la experiencia
de las generaciones anteriores.

Sin embargo, se sabe que la calidad de los métodos del pensamiento que se
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asimilan, no siempre es suficientemente alta; esto depende del maestro, con el
cual el sujeto aprende estos métodos.

La teoria de la actividad de la ensenanza hizo el paso muy importante hacia la so-
lucion de este problema. Actualmente, esta teoria permite modelar los métodos mas
racionales para la solucion de unos u otros tipos de problemas.

Probablemente, estos métodos debido a que nadie los usa, en la practica no
estan descritos, pero son productivos y, 1o que es mas importante, pueden ser
formados en los alumnos. En el libro propuesto para su atencion, se describen
estos meétodos en relacion con las matematicas. Aqui, el lector encontrara también
la metodica de su formacion.

Espero, que este libro sea de interés para los lectores mexicanos y les
ayude en la solucion de algunos problemas de la educacion escolar.

N.F. Talizina




Introduccion

Con frecuencia se considera a las matematicas como una de las materias mas
dificiles durante la ensefianza escolar. La razon de ello se explica por el caracter
abstracto de su contenido. Esta explicacion es correcta cuando se trata del nivel
escolar primario. Se sabe que el intelecto de los ninos escolares normalmente
se puede ubicar en la etapa sensomotora, 1o que significa que para ellos las
acciones con objetos abstractos son muy complicadas.

Desde nuestro punto de vista, las dificultades que se presentan en los escolares
durante el aprendizaje de las matematicas tienen otras causas, las cuales se relacio-
nan con la base psicologica sobre la que se apoya el proceso de la ensenanza: a)
¢como se comprende a la naturaleza de las capacidades humanas que participan
en este proceso?; b) ¢como se presenta al proceso de desarrollo del intelecto y el
caracter de las relaciones entre la ensenanzay el desarrollo?; ¢) ¢qué tipo de modelo
de proceso de asimilacion se encuentra en la base del proceso de la ensefianza?

De acuerdo con los parametros anteriores, en psicologia no existe un punto de
vista (inico pero, consecuentemente, la eleccion de una postura es indispensable.
Naturalmente que el maestro de manera consciente no hace esta eleccion y, en
general, no piensa acerca de la base psicologica que se realiza en el proceso
de ensenanza. Sin embargo, en la base de dicho proceso de ensenanza, siempre
se encuentra una u otra concepcion acerca de los componentes mencionados,
concepcion que podemos identificar.

Si consideramos al primer componente — la naturaleza de las capacidades hu-
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manas — entonces vemos que en psicologia existen dos puntos de vista opuestos.
De acuerdo a uno de ellos, las capacidades humanas estan determinadas por la
herencia, lo que significa que el hombre al nacer ya posee el tipo de capacidades
que tendra y cual sera el nivel de su desarrollo.

Los partidarios del segundo punto de vista también reconocen el papel que des-
empena la herencia en el desarrollo de las capacidades pero, en la herencia, ven
no la fuente de su desarrollo, sino solamente la condicion para este desarrollo. En
calidad de fuente del desarrollo de las capacidades humanas participa la experien-
cia social, la cual tiene que ser transmitida a las nuevas generaciones durante el
proceso de ensenanza. De acuerdo al primer punto de vista, el desarrollo de las
capacidades humanas se rige por las leyes biologicas. Los partidarios del segundo
punto de vista establecen una dependencia de las capacidades respecto a las
leyes sociales y subrayan su naturaleza social. Este punto de vista esta ganando
cada vez mas un mayor namero de adeptos. Si el maestro de matematicas es
partidario del primer punto de vista, es decir, que considera que los matematicos
nacen, entonces su tarea principal es identificar estas capacidades y formar las
condiciones para la autorrealizacion de los escolares.

Si los maestros son partidarios del segundo punto de vista, entonces la tarea del
maestro se hace mucho mas compleja, porque tiene que garantizar la formacion
de las capacidades matematicas en los escolares durante el proceso de ensenanza.

Desafortunadamente, en la practica se observa que la mayor parte de los mate-
maticos son partidarios de la concepcion de la naturaleza genética de las capa-
cidades matematicas. Asi, frecuentemente los maestros de matematicas explican
los fracasos del alumno argumentando que no tiene las capacidades matematicas.
A ello se puede anadir que los padres de este alumno tampoco tuvieron buenos
éxitos en las matematicas. Evidentemente, estos maestros reconocen el caracter
innato de las capacidades matematicas y no consideran posible la formacion de
las mismas durante el proceso de ensenanza. Por lo tanto, en este caso el maestro
no se hace responsable por los éxitos o fracasos de sus alumnos.

Una situacion similar se observa con el problema relacionado con el desarrollo del
intelecto en general. La teoria mas conocida del desarrollo intelectual es la de J.
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Piaget. De acuerdo a esta teoria, la etapa de las operaciones logicas aparece hasta
la adolescencia. Pero al mismo tiempo, las operaciones logicas son necesarias
para el nino desde los primeros momentos para el estudio de las matematicas. Sin
la utilizacion de estas operaciones, las matematicas no se pueden comprender ni
asimilar adecuadamente. Si estamos de acuerdo con el punto de vista de Piaget,
entonces no es necesario estudiar las matematicas antes de la adolescencia o
estudiarlas de manera inadecuada y acostumbrarse a los malos resultados en
esta materia. Aceptar este punto de vista soluciona también el problema acerca
de las correlaciones entre la ensefianza y el desarrollo: la ensenanza tiene que
apoyarse en el nivel de desarrollo alcanzado, seguir a dicho nivel. Por el contrario,
si reconocemos la naturaleza social de las leyes del desarrollo de la psique del
hombre y, entre ellas, las del intelecto, entonces se resolveran de otra manera los
problemas de la aplicacion del pensamiento logico y de las correlaciones entre
la ensenanza y el desarrollo.

La base psicologica de las investigaciones, cuyos resultados se exponen en este
libro, incluye la comprension de los siguientes componentes: los autores parten
del hecho de que las capacidades humanas tienen una determinacion social y no
hereditaria. Esto significa que el hombre no nace con capacidades acabadas sino
que, las adquiere durante el proceso de su vida. La fuente de las capacidades
humanas es la experiencia social. La experiencia social se enriquece a través
de los logros individuales, pero estos logros solo tienen lugar después de que el
hombre asimila una parte determinada de la experiencia social.

Cuando analizamos el proceso de desarrollo intelectual es importante senalar que
éste se da a través de dos lineas. La primera linea es el desarrollo funcional. Esta
se relaciona con la acumulacion de nuevos tipos de acciones intelectuales y con
la asimilacion de diferentes tipos de actividad cognoscitiva. Esta es la linea de los
cambios cuantitativos. La segunda linea del desarrollo intelectual es la linea de
los cambios cualitativos en el funcionamiento del intelecto del hombre, el paso
de una etapa a otra etapa. Estas dos lineas de desarrollo no se dan de manera
aislada una de la otra, sino que cada una influye sobre la otra. La ensenanza
tiene una relacion directa con la primera de las lineas senaladas y, a través de
ella, influye sobre la segunda linea.
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Para la solucion del problema acerca de la correlacion entre la ensenanza vy el
desarrollo, los autores del presente libro estan de acuerdo con el punto de vista
de L. S. Vigotsky: la enseinanza conduce al desarrollo. Estar de acuerdo
con este punto de vista significa plantear el problema de la identificacion de las
condiciones que garantizan un mayor efecto sobre el desarrollo.

Debido a esto, una de las tareas basicas es determinar cuales son los tipos de actividad
cognoscitiva cuya asimilacion influye sobre el desarrollo de manera efectiva.

Los resultados de las investigaciones realizadas muestran que, una de las exi-
gencias importantes para estos tipos de actividad, es su apoyo no en los conoci-
mientos particulares sino, en aquellos conocimientos que constituyen la base de
muchos contenidos de las materias escolares, los cuales son los conocimientos
invariantes. La formacion de estos tipos de actividad cognoscitiva, constituye
practicamente, la via que garantiza las capacidades cognoscitivas en los escolares.
Durante el estudio de cualquier materia y, antes que nada de las matematicas, se
requieren dos tipos de habilidades de actividad cognitiva: generales y especificas.
Entre las habilidades generales el lugar principal lo ocupan las estrategias logicas
del pensamiento. En lo que se refiere a las habilidades especificas, éstas dependen
de las caracteristicas de las materias escolares. Asi, el estudio de las matematicas
se relaciona con los tipos matematicos especificos de la actividad cognoscitiva
(capacidades matematicas), los cuales no se pueden formar durante el estudio
de otras materias. Lo mismo se observa en otras areas del conocimiento.

En este libro se presentan tanto tipos l0gicos como matematicos de la actividad
cognoscitiva, los cuales se apoyan en conocimientos invariantes. En todos los casos,
durante la organizacion de la asimilacion de estos tipos de actividad, se utilizo la
teoria de la actividad de la ensenanza claborada por P. Ya. Galperin. De
acuerdo a esta teoria de la asimilacion, los conocimientos siempre constituyen los
elementos de uno u otro tipo de actividad, de las acciones del hombre. La accion
es aquella unidad que tenemos que utilizar para el analisis de cualquier proceso
de aprendizaje. Sin considerar a las acciones, es imposible construir los objetivos
de la ensenanza de manera correcta y fundamentada, ni controlar la calidad de la
asimilacion de conocimientos. En realidad, qué significa gsabe?, ¢no sabe?, gcual
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es el criterio del conocimiento?, scomo podemos lograr la valoracion objetiva del
nivel de conocimientos? No se puede responder a ninguna de estas preguntas sin
considerar a las acciones (habilidades, habitos, capacidades) en las cuales tienen
que funcionar dichos conocimientos. Debido a esto, en la ensenanza de cualquier
materia tiene que existir no solo un programa de conocimientos sino, también, un
programa de aquellas acciones (habilidades) en las cuales los escolares tienen que
aplicar estos conocimientos. En relacion con esto, durante la organizacion del proceso
de asimilacion del conocimiento, se presta gran atencion a aquellas acciones que
utilizan los escolares en calidad de medios de asimilacion de dichos conocimientos.
Si los objetivos de la ensenanza presuponen la aplicacion de los conocimientos, en
aquellas acciones que los escolares no poseen, entonces, la ensenanza debe garan-
tizar la asimilacion simultanea tanto de las acciones como de los conocimientos.

De acuerdo a esta teoria, el proceso de asimilacion incluye seis etapas, durante las
cuales las acciones y los conocimientos que se asimilan se convierten gradualmente
de habilidades externas materializadas en habilidades internas, intelectuales. Los
cambios se realizan también de acuerdo a otra serie de caracteristicas, tales como
el nivel de generalizacion, de independencia y de automatizacion.

El considerar las exigencias de la teoria de la asimilacion, permite dirigir los
procesos de asimilacion y, formar las acciones cognoscitivas y los conocimientos
relacionados con estas acciones con cualidades establecidas anteriormente’.

Los resultados presentados en este libro muestran que, la organizacion de la
ensenanza con la utilizacion de la base psicologica expuesta anteriormente per-
mite a todos los escolares tanto de primaria como de secundaria, asimilar las
matematicas exitosamente y aplicar libre e independientemente los conocimientos
obtenidos en nuevas condiciones.

1 Para mayores detalles acerca de esta teoria, ver: P. Ya. Galperin “Desarrollo de las investigaciones acerca de la formacion
de las acciones intelectuales”. En: La ciencia psicologica en la URSS. Tomo 1. Moscu, 1959; P. Ya. Galperin “Resultados
basicos de las investigaciones acerca del problema de la formacion de las acciones intelectuales y de los conceptos”.
Moscil, 1965 (*); N. F. Talizina “La direccion del proceso de la asimilacion de los conocimientos”. Moscil, Ed. Universidad
Estatal de Mosc, 1984 y N. F. Talizina “La formacion de la actividad cognoscitiva en escolares menores”, Ed. Educacion,
1988. (*) Versiones en espanol de P. Ya. Galperin se puede consultar en: L. Quintanar La formacion de las funciones
psicologicas durante el desarrollo del nino. México, U. A. T., 1995 (Nota del traductor).
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En este libro se incluyeron los trabajos realizados con el material de matematicas en la
escuela primaria, asi como con material de diferentes partes del curso de planimetria.

En el capitulo de N. F. Talizina: La formacion de los conceptos matematicos se
consideran una serie de aspectos 10gicos, psicologicos y didacticos relacionados
con el proceso de asimilacion de conceptos matematicos en la escuela.

Antes que nada, la autora considera el problema del formalismo en la asimi-
lacion de los conceptos matematicos y descubre sus causas. En relacion con
esto, se analiza el papel de las definiciones en el proceso de elaboracion de
conceptos y, se muestra la necesidad de la formacion de acciones cognoscitivas
especificas en los escolares. El concepto participa como producto de las accio-
nes de los escolares, las cuales se dirigen hacia los objetos de aquella clase
cuyo concepto se forma de ellos. Se muestra que el proceso de asimilacion de
conceptos tiene que ser organizado como proceso de resolucion de problemas
seleccionados especialmente.

El capitulo de N. G. Salmina: La ensenanza de las matematicas en la escuela
primaria se dedica al analisis de las condiciones importantes que determinan el
éxito de la etapa inicial, en la educacion matematica.

Antes que nada, la autora analiza los componentes basicos que tienen que incluirse
en el contenido del curso inicial de matematicas. Ademas de las acciones y co-
nocimientos matematicos, también son necesarios otros dos componentes: a) los
conocimientos y acciones de signos y simbolos y b) acciones y conocimientos
l0gicos. En el capitulo se muestra, que sin estos dos Gltimos componentes, no
se puede dar una asimilacion adecuada del contenido matematico del curso. El
lector encontrara no solo el senalamiento de estos componentes, sino también su
verdadero contenido: los conocimientos y las acciones basicas que se relacionan
con los tres componentes del curso inicial de matematicas.

El segundo aspecto del analisis del curso senalado, se refiere a los principios de
la estructura del contenido matematico. La autora muestra los conocimientos y las
acciones que constituyen la base del sistema de numeracion y, no Gnicamente,
del sistema decimal sino, también, de cualquier otro sistema de numeracion.
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Finalmente se consideran los problemas de la organizacion del proceso de asimi-
lacion. La autora considera, tanto las exigencias generales relacionadas con todos
los componentes mencionados, como las exigencias especificas que reflejan las
particularidades de cada uno de dichos componentes.

En el capitulo de G. Nikolay N. F. Talizina: La formacion de las habilidades gene-
rales para la resolucion de problemas aritméticos se analizan las causas de las
dificultades que presentan los escolares, durante la resolucion de aquellos tipos
de problemas aritmeéticos los cuales, normalmente, se relacionan con albercas,
trabajos, movimientos, etc. El analisis realizado mostro que en el curso de aritmética
existen mas de treinta tipos de problemas relacionados con diferentes procesos.
Cada tipo representa para los alumnos un tipo independiente de problema (con
movimientos, con trabajos, etc. ). Debido a esto al aprender a resolver uno de
estos tipos de problema, los escolares, frecuentemente, tienen dificultades para
la resolucion de problemas de otro tipo. Esto significa que ellos no ven la base
comun que se encuentra detras de los diferentes temas en tales problemas. To-
dos estos tipos de problemas poseen una base comin: todos ellos se relacionan
con el analisis de los procesos. Evidentemente que si el alumno no comprende
lo que es el proceso, no sabe cuales magnitudes se relacionan con el proceso,
cuales son las relaciones entre estas magnitudes, entonces no puede elegir la
operacion aritmética adecuada, ni la secuencia correcta para la resolucion del
problema. En la escuela los alumnos estudian los procesos después de estudiar
la aritmética: en el curso de fisica y, sOlo, en relacion con tipos particulares de
movimientos. Debido a esto, muchos escolares que estudian la aritmética no tienen
los conocimientos necesarios acerca de los procesos y, no pueden resolver [0S
problemas, relacionados con el analisis de diferentes tipos de procesos. De esta
manera, las dificultades en la resolucion de problemas de este tipo, rebasan los
limites de la aritmética. Normalmente, los alumnos no tienen dificultades aritméticas
puras: ellos solucionan exitosamente los ejemplos con la aplicacion de las cuatro
operaciones aritmeéticas basicas. Pero, en el problema, lo mas importante es
elegir correctamente la operacion. Y esto presupone la comprension de aquella
situacion que se describe en el problema.

En este trabajo se describen no tnicamente las causas de las dificultades durante
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la resolucion de problemas de este tipo sino, también, la via que permite superar
dichas dificultades.

Durante la ensenanza experimental, la atencion basica de los autores se dirigia
al hecho de como presentarles a los alumnos los métodos generales para el
analisis de estos procesos. Los alumnos se orientaban en las magnitudes basicas
del proceso (las fuerzas que actiian, la velocidad, tiempo, producto del proceso)
y en sus relaciones.

Este tipo de orientacion es invariante y permite comprender y resolver cualquier
tipo de problema aritmético de esta clase.

El capitulo de G. A. Butkin: La formacion de las habilidades que se encuentran en
la base de las demostraciones geométricas, se dedica al analisis de las acciones
que constituyen una de las habilidades basicas de las demostraciones. Se sabe
que, la demostracion de problemas constituye una de las dificultades basicas
para los escolares durante el estudio de la materia escolar de planimetria. Ellos
memorizan demostraciones preparadas, reproduciéndolas segin las exigencias
del maestro y las olvidan rapidamente. Cabe senalar que, si nosotros cambiamos
la posicion del dibujo y denominamos sus elementos con otras letras, los escola-
res normalmente ya no pueden demostrar el teorema. Esto demuestra, una vez
mas, el hecho de que el estudio de los teoremas en estos alumnos, se queda en
el nivel de una simple memorizacion y no conduce a la formacion de las estra-
tegias para las demostraciones, las cuales constituyen la parte fundamental del
pensamiento matematico.

Los estudios basados en las posiciones psicologicas sefialadas permitieron esta-
blecer que todos los teoremas que se estudian en la escuela se pueden demostrar
con ayuda de tres métodos:

a) Método de conduccion al concepto a través de la identificacion del sistema
de las caracteristicas necesarias y suficientes que se encuentran escon-
didas detras de estos conceptos.

b) Método de demostracion a la inversa (método de reduccion al absurdo).
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¢) Método de aplicacion de construcciones complementarias (como ejemplo
puede servir la demostracion del problema de Pitagoras, acerca de que la
suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa).

Hasta la fecha se ha estudiado el contenido de cada uno de estos métodos, se
ha realizado la ensenanza experimental de alumnos sobre la formacion de las
acciones que conforman cada uno de ellos. En todos los casos, después de la
ensenanza de este tipo, los escolares eran capaces de demostrar nuevos teore-
mas de manera independiente pero, ademas, frecuentemente, utilizando métodos
diferentes. Es importante senalar también que los escolares conservaban estas
posibilidades durante largos periodos de tiempo. Los resultados muestran que
en estos casos, los escolares adquieren los métodos generales del pensamiento
matematico y, gracias a ellos, se observa una independencia de las caracteristicas
concretas, no solo de los dibujos técnicos y sus indicadores, sino también, del
contenido mismo de los teoremas.

En el capitulo de G. A. Butkin se presentan los resultados de la formacion del
primer método de demostraciones geometricas. Se describen todas las acciones
cuya formacion es indispensable para que los alumnos aprendan este método.
Se describe también la metodica de la ensefianza y sus resultados. Los resul-
tados obtenidos senalan un alto grado de efectividad de esta aproximacion
para el estudio de los teoremas geométricos. Ademas, debemos senalar que
el método formado puede ser aplicado no solo en geometria, sino también
en otras areas muy lejanas. En particular este método constituye la base del
diagnostico médico. La posibilidad de uso de areas diferentes se explica por el
hecho de que, las bases de su contenido son las operaciones logicas, las cuales
son independientes de cualquier contenido concreto del material. Durante la
utilizacion de este método en nuevas condiciones, tanto dentro de la geometria
oMo en otras areas, la logica general de razonamiento se conserva; l0s cambios
se relacionan con el sistema concreto de conceptos y de sus propiedades que
caracterizan a cada situacion concreta.

El capitulo de I. A. Volodarskaya: La formacion de las habilidades generalizadas
del pensamiento geométrico se dedica al analisis de las transformaciones afines
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(grupo de movimientos). La logica de este trabajo coincide con la logica de los
estudios anteriores. Antes que nada, la autora analiza los tipos concretos de trans-
formaciones que se estudian en la escuela durante varios anos. Ademas, cada
tipo particular de estas transformaciones constituye para los alumnos un nuevo
objeto de asimilacion, como resultado, los alumnos no ven la base comdn que se
encuentra detras de cada caso particular de transformaciones. La investigacion
de I. A. Volodarskaya mostro que esta base comin (invariante consiste de cuatro
componentes: 1) el objeto inicial de las transformaciones; 2) el objeto, en relacion
con el cual se realiza la transformacion; 3) las acciones, con cuya ayuda se realiza
la transformacion; 4) el objeto final de las transformaciones. Estos elementos son
invariantes: ellos participan en cualquier caso de transformaciones de este tipo.
Pero en cada caso particular de transformaciones, estos elementos participan como
variantes de componentes invariantes. Si consideramos a los elementos invariantes
veremos que, el primero de ellos (el objeto inicial), puede ser muy variable: este
puede ser cualquier figura geométrica (punto, coma, segmento, circunferencia,
etc.). Las variantes del segundo elemento invariante son limitadas: este puede
ser un punto, una linea recta, un plano. Una situacion similar observamos con el
tercer elemento: la transformacion se realiza a través de la rotacion del paso de
vectores 0 a traves de una combinacion de ambas. El ltimo elemento invariante
(producto final de las transformaciones) también puede ser variable. La variante
concreta del producto final se determina por las exigencias concretas desde el
punto de vista de su forma, de sus tamanos y de su posicion espacial. En estos
¢asos, el objeto inicial conserva su forma y sus tamanos, pero cambia su posicion
espacial (por ejemplo, en el caso de una rotacion). En otros casos, cambia la
posicion y los tamanos (semejanza); en terceros casos, los cambios se relacionan
con las tres caracteristicas (homotesia).

De esta forma, todo el conjunto de transformaciones de este tipo puede ser
obtenido a través de la variacion de los elementos invariantes de acuerdo a
una o varias lineas.

La ensenanza experimental mostro que el proporcionar conocimientos invariantes
y los métodos generalizados para el trabajo con estos conocimientos, les permite,
a los alumnos, obtener de manera independiente, todos los tipos particulares de




INTRODUCCION

transformaciones, observarlas como elementos de un sistema (inico vy, establecer
facilmente las caracteristicas generales y diferenciales durante la comparacion
de diferentes variantes. Es importante sefialar que, esta forma de ensenanza, les
permite a los escolares comprender de manera mas profunda la esencia de las
transformaciones geometricas.

En el capitulo de I. A. Volodarskaya y T. K. Nikitiuk: La formacion del método
general para la resolucion de problemas sobre construcciones geomeétricas se
realizo el analisis de un componente mas del curso inicial de geometria. Antes
que nada, los autores presentaron los resultados del analisis del problema dado,
tanto que en la practica de la ensefianza, como en la literatura didactica. En el
capitulo se muestra que, los metodologos constantemente buscan los métodos
racionales para el estudio de la parte dada de la geometria y, entre otras cosas,
aspiran a identificar los momentos generales durante la resolucion de problemas
sobre construcciones geomeétricas. Sin embargo, este problema no se ha resuelto
de manera definitiva y, los escolares, normalmente, dirigen su atencion a la parte
ejecutiva. Frecuentemente reproducen mecanicamente las construcciones, sin
comprender por qué hay que actuar asi y de ninguna otra forma.

Posteriormente, los autores presentan los resultados del analisis de diferentes
problemas sobre construcciones geomeétricas. El objetivo basico de este analisis
es identificar la base invariante. Asi, en el capitulo se muestra que, durante la
resolucion de casi todos los problemas sobre construcciones con ayuda de regla
y compas, se utilizan las mismas acciones modificando (inicamente la secuencia
de las operaciones.

En el capitulo se presenta el contenido del método general para la solucion de
problemas sobre construcciones con ayuda de regla y compas. Este método in-
cluye trece componentes. En la tltima parte del capitulo, los autores muestran las
posibilidades de la aplicacion de este método durante la resolucion de problemas
concretos sobre construcciones geometricas.

Como vemos, en general, en el libro se presenta una nueva aproximacion a
todas las partes basicas de las matematicas, tanto de la escuela primaria, como
del curso de planimetria.
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Antes que nada, este libro se recomienda a los maestros de matematicas de la
escuela basica y media pero, también tiene interés para los maestros de otras
materias escolares. Ademas, los lectores pueden ser metodologos, psicologos y
todos aquellos que se interesen sobre nuevas aproximaciones en la esfera de la
educacion.

N. F. Talizina.




Capitulo 1
lL.a formacion de los

COHCQDIOS matematicos
N. F. Talizina

|_OS conceptos son unos de los componentes importantes del contenido de
cualquier materia y, entre ellas, también de los cursos de matematicas.

Uno de los primeros conceptos matematicos al que el nino se enfrenta en la
escuela es el concepto del nimero. Si este concepto no es asimilado de manera
adecuada, los escolares tendran serias dificultades para el estudio posterior del
sistema de numeracion y, entre otras cosas mas, para la comprension del concepto
mismo de sistema de numeracion.

En otras disciplinas matematicas también desde el inicio mismo, los estudiantes
se enfrentan a los conceptos. Asi, al iniciar el estudio de la geometria los esco-
lares de inmediato se enfrentan a los conceptos de punto, de linea y de angulo
y, posteriormente, con todo un sistema de conceptos relacionados con diferentes
tipos de objetos geométricos (lineas, angulos, triangulos, etc.).

La tarea del maestro es garantizar la asimilacion completa de estos conceptos.
Considerando a la practica escolar vemos que, esta tarea se resuelve no tan
exitosamente como lo exigen los objetivos de la educacion escolar.

La principal insuficiencia de la asimilacion de los conceptos escolares es su for-
malismo. Su esencia consiste en el hecho de que, los estudiantes reproducen
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correctamente las definiciones de los conceptos, es decir, tienen conciencia de 10s
contenidos pero no saben utilizarlos durante la orientacion en la actividad concre-
ta, durante la resolucion de problemas donde se requiere la aplicacion de estos
conceptos. Pondremos algunos ejemplos tipicos. Los escolares acaban de estudiar
el concepto de circunferencia. Ellos facil y correctamente reproducen la definicion
de circunferencia senalando que, ésta es una linea curva cerrada cuyos puntos
se encuentran a la misma distancia de un punto al cual se le denomina centro.
Después de esto se les propone a los escolares el dibujo de una elipse, dentro de
la cual se coloca un punto (“centro”). A los escolares se les pregunta si se puede
denominar o no a esta linea curva cerrada circunferencia. La mayor parte de los
alumnos responde afirmativamente. Ante la pregunta de por qué consideran que esta
linea curva es una circunterencia, ellos responden: “porque también tiene centro”.

Segundo ejemplo. Los escolares acaban de estudiar los triangulos rectangulos.
Ellos dicen muy seguros de si mismos que un triangulo rectangulo es aquel
triangulo que tiene un angulo recto. En este momento se les propone un trian-
gulo rectangulo con un angulo recto en la posicion del vértice (es decir, en una
posicion diferente de la que acaban de aprender). Los escolares miden el angulo
y estan de acuerdo en que el angulo tiene 90 grados, pero se niegan a llamar al
triangulo como un triangulo rectangulo.

Un tercer ejemplo. Los escolares dan la definicion correcta de angulos adyacentes
suplementarios. Ellos sefialan que éstos son dos angulos que poseen un vértice com(in
y un lado coman, y que los otros dos lados son la continuacion uno del otro. Los
escolares representan correctamente los angulos adyacentes suplementarios en el
pizarron y los reconocen entre una multitud de angulos diferentes. Pareceria ser que
todo esta bien. Después se les presenta el siguiente problema: “Tenemos dos angulos
con vértice coman. La suma de ellos es igual a 180 grados. ¢Seran éstos angulos ad-
yacentes suplementarios o no?” La mayoria de los escolares responde afirmativamente.
La respuesta es incorrecta. Las condiciones de este problema no senalan la presencia
de un lado comiin en estos angulos y, al mismo tiempo, no se posee informacion acer-
ca de que estos angulos no tengan un lado comun, es decir, tenemos una situacion
indeterminada. En realidad, estas condiciones pueden corresponder no (inicamente
a los angulos adyacentes suplementarios, sino también, a los angulos rectos opuestos
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por el vertice: estan presentes las caracteristicas de que éstos tienen un vértice coman
y su suma es igual a 180 grados. Si los alumnos hubieran utilizado el contenido de
la definicion, tendrian que haber respondido: “No lo podemos saber” (dichos angulos
pueden ser adyacentes suplementarios pero, también, pueden no serlo).

Se pueden poner muchos ejemplos acerca de la incapacidad para utilizar los
conceptos matematicos por parte de los alumnos durante el trabajo con objetos
reales y durante el analisis de las condiciones de los problemas. Y todos estos
ejemplos nos indican que memorizar formalmente una definicion, no significa que
el alumno haya asimilado lo esencial de este concepto.

¢Qué es lo que garantiza la asimilacion adecuada de los conceptos matematicos?
Para poder responder a esta pregunta es necesario considerar algunos problemas:

)

¢Qué es un concepto?

2. ¢Cual es el papel de la definicion en el proceso de asimilacion del
concepto?

. ¢Qué significa asimilar un concepto?

¢Cual es el criterio de la asimilacion?

¢En qué consiste el proceso de asimilacion de un concepto?

. ¢Cuales son las regularidades de este proceso?

¢Como puede dirigir el maestro este proceso?

NSO U AW

1. Los conceptos matematicos y sus tipos

La logica en cualquier concepto diferencia el volumen y el contenido. Por volumen
se comprende a aquella clase de objetos que se relacionan con este concepto, que
se unen a través del mismo. Asi, en el volumen del concepto “triangulo” se incluye
a toda una multitud de triangulos, independientemente de sus caracteristicas con-
cretas (tipos de angulos, longitud de lados, etc.). Por contenido del concepto se
comprende a aquel sistema de caracteristicas esenciales, sobre cuya base surge la
union de los objetos dados en una clase. El concepto de “triangulo”, se relaciona
con las siguientes caracteristicas: figura cerrada que consta de tres segmentos
rectos. Al conjunto de caracteristicas que unen a los objetos en clases (inicas, se les
denomina como caracteristicas necesarias y suficientes. Es importante senalar que
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la relacion entre estas caracteristicas es diferente en conceptos diferentes. En unos
conceptos estas caracteristicas se complementan unas a otras, conformando asi el
contenido que une a los objetos en una clase. Ejemplos de estos conceptos pueden
ser el triangulo, la bisectriz, la mediana y muchos otros. Asi, los objetos relacionados
con el concepto “triangulo”, necesariamente deben poseer las dos caracteristicas
mencionadas. De manera aislada ninguna de ellas permite reconocer a los objetos
de esta clase. En la logica, los conceptos con este tipo de relaciones se denominan
conjuntivos: las caracteristicas se unen a través de la conjuncion “y” (en el caso de
los triangulos la figura tiene que ser cerrada y consistir de tres segmentos rectos).

En otros conceptos, las relaciones entre las caracteristicas necesarias y suficientes
son otras: estas caracteristicas no se complementan unas a otras, sino que se
cambian unas por otras. Esto significa que una caracteristica es equivalente a
otra. Como ejemplo de este tipo de relaciones entre caracteristicas, pueden ser
citadas las caracteristicas de igualdad de los segmentos o de los angulos. Se sabe
que, con la clase de los segmentos iguales, se relacionan aquellos segmentos
que: a) coinciden al colocarlos uno sobre el otro; 0 b) por separado son iguales
a un tercer segmento; 0 ¢) consisten de partes iguales, etc.

En este caso no se requieren, de manera simultanea todas las caracteristicas
mencionadas, como lo observado en los conceptos conjuntivos; aqui es suficiente
una sola caracteristica de todas las mencionadas; cada una de ellas es equivalente
a cualquier otra. Gracias a esto las caracteristicas se relacionan a través de la
conjuncion “o”. Dicha relacion de las caracteristicas se denomina disyuntiva vy,
consecuentemente, los conceptos se llaman disyuntivos.

Ademas, es importante considerar la division de los conceptos en absolutos y
relativos. El nombre mismo del concepto habla sobre lo especifico de cada grupo.
Los conceptos absolutos unen a los objetos en clases de acuerdo a caracteristicas
determinadas, las cuales sefialan la esencia de estos objetos como tales. Asi, el
concepto de “angulo” contiene caracteristicas que reflejan la esencia de cualquier
angulo como tal. Lo mismo se observa en otros conceptos geométricos, tales como
la circunferencia, el rombo, la semi-recta, etc.

En el caso de los conceptos relativos los objetos se unen en clases a traves de
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las caracteristicas que senalan su relacion con otros objetos. Asi, en el concepto
“rectas perpendiculares” se fija aquello que caracteriza la interrelacion entre
dos lineas: el cruce y la formacion del angulo recto. De la misma manera, en el
concepto de “tangente”, se reflejan las caracteristicas especificas que senalan la
relacion de la linea recta con la circunferencia.

La experiencia muestra que, los conceptos relativos producen mayores dificul-
tades en los escolares, que los conceptos absolutos. Y la esencia de estas difi-
cultades consiste precisamente en el hecho de que, los alumnos no consideran
el caracter relativo de los conceptos y, los aplican como si fueran conceptos
absolutos. Asi, cuando se les pide a los alumnos representar una perpendicular,
algunos de ellos representan la vertical. Es necesario detenernos de manera
especial en el concepto de “nlimero”.

El nimero es la relacion entre aquello que se somete a una valoracion cuantitativa
(longitud, peso, volumen, etc.) y el patron que se utiliza para dicha valoracion.
Es evidente que el nimero depende tanto de la magnitud que se mide, como de
este patron. Entre mayor sea la magnitud que se mide, mayor sera el niimero,
siempre y cuando se utilice el mismo patron. Por el contrario, entre mayor sea
el patron (medida), menor sera el nimero siempre y cuando midamos la misma
maghnitud. Consecuentemente, los alumnos desde el inicio deben de comprender
que la comparacion de los nimeros, de acuerdo a sus magnitudes, se puede
realizar siempre y cuando detras de ellos se encuentre el mismo patron. En rea-
lidad el cinco no siempre es mayor que tres: por ejemplo, durante la medicion
de la longitud obtuvimos cinco utilizando como patron los centimetros mientras
que, al utilizar como patron los metros obtuvimos tres; entonces, tres significa
una mayor magnitud que cinco. Si los escolares no asimilan la naturaleza re-
lativa del namero, entonces tendran severas dificultades durante el estudio del
sistema de numeracion. Si los alumnos no comprenden que las operaciones de
la suma o de la resta se pueden realizar solo con aquellos niimeros detras de
los cuales se encuentra el mismo patron, no siempre seran capaces de explicar,
por ejemplo, la regla de la suma “por escrito” (en columna). Supongamos que al
sumar las unidades el nifio obtuvo trece. El sefiala correctamente que tenemos
que anotar tres en la posicion de las unidades y el uno lo anotamos arriba de las
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decenas. Sin embargo, ante la pregunta: “gPor qué se hace asi?”, los alumnos
frecuentemente dicen: “Asi dijo la maestra”. Ellos no comprenden que la decena
que obtuvieron significa la inclusion de las unidades a la otra medida que es diez
veces mayor y, por esta razon, se puede sumar (inicamente con las decenas. La
incomprension del principio de posicion en el sistema de numeracion y, del re-
flejo de este principio durante la escritura de los nimeros por parte de alumnos,
se manifiesta claramente durante la solucion del siguiente problema: “Tenemos
111899 dulces. Elige la cifra en este nimero que determine la mayor cantidad
de dulces”. Normalmente, los ninos escogen nueves. Esto precisamente nos dice
que, para ellos, el nimero es un concepto absoluto y no relativo.

Las dificultades en la asimilacion de los conceptos relativos se observan también
en escolares mayores e, incluso, en los grados superiores.

No analizaremos otros aspectos de los conceptos matematicos y solo senalaremos
que todos ellos participan, ante los alumnos, como elementos de la experiencia
social. En estos conceptos se fijaron los logros de las generaciones anteriores en
el area de las matematicas. Los escolares tienen que convertir esta experiencia
social en experiencia individual, en los elementos de su desarrollo intelectual.

El concepto asimilado por el hombre se convierte en una imagen, pero en una imagen
especial: abstracta y generalizada. En realidad, se puede pensar a través de triangulos,
de lineas paralelas, de radios, etc., sin imaginar algtin objeto concreto relacionado con
este concepto. En principio, es imposible imaginar un concepto de manera concreta:
cualquier representacion constituye una imagen de alglin objeto concreto; dicha
imagen necesariamente tendra algunas caracteristicas irrelevantes. Por ejemplo, Si
nos imaginamos un triangulo, entonces éste tendra una longitud determinada de sus
lados, un determinado tamano de sus vértices, etc. En el concepto triangulo estas
caracteristicas concretas no participan pero, sin ellas, la representacion sensorial
(concreta) es imposible. Gracias a esto el concepto no puede ser una imagen con-
creta sensorial, sino que, es una imagen abstracta que funciona dentro de nuestro
pensamiento en estrecha relacion con la palabra y con el lenguaje. Al mismo tiempo
es una imagen generalizada que acumuld, no las caracteristicas de algiin objeto
aislado, sino las caracteristicas de toda una clase de objetos.
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Todo lo anterior significa que la tarea del maestro de matematicas consiste en
formar, en los escolares, las imagenes generalizadas abstractas, las cuales reflejan
diferentes clases de objetos matematicos. Es evidente que una simple memoriza-
cion de la definicion del concepto no produce dicha imagen. La formacion de la
imagen se da a través de otra via.

2. El papel de la definicion del concepto durante

el proceso de su asimilacion

El concepto no puede ser transmitido a los alumnos en forma acabada, ellos mismos
deben obtenerlo interactuando con los objetos relacionados con este concepto.
¢Cudl es el papel de la definicion para este proceso de interaccion? La definicion
proporciona un cierto punto de vista (base orientativa) para la valoracion de los
objetos con los cuales interactia el alumno. Asi, con la definicion de angulo, el
alumno puede analizar diferentes objetos desde el punto de vista de la presencia
0 ausencia de angulos en estos objetos. De la misma forma con la definicion
circunferencia, el alumno puede analizar diferentes objetos desde el punto de
vista de aquellas caracteristicas que contienen la definicion de circunferencia.
Este trabajo es real, sobre la valoracion de diferentes objetos, desde el punto de
vista de las definiciones dadas, el concepto ideal se forma gradualmente en la
mente de los escolares, como una imagen generalizada y abstracta de los objetos
de la clase dada.

De esta forma, la obtencion de la definicion no constituye la etapa final en la asi-
milacion del concepto, sino solo el primer paso. El siguiente paso es la inclusion
de la definicion del concepto, en aquellas acciones que los escolares realizan con
los objetos correspondientes y, con ayuda de los cuales, construyen en su cabeza,
el concepto acerca de estos objetos.

Evidentemente surge la pregunta: gPor qué en los ejemplos mencionados los
escolares, reproduciendo sin errores las definiciones de los conceptos, daban
valoraciones erroneas de los objetos sin coincidir con el contenido de estas
definiciones? Esto se explica por el hecho de que, el conocimiento mismo de la
definicion es insuficiente para el trabajo correcto con los objetos proporcionados.
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El siguiente paso importante consiste en ensenarles a los alumnos a orientarse
en el contenido de la definicion, durante la realizacion de diferentes acciones con
los objetos. En otras palabras es necesario, no tinicamente proporcionar el punto
de vista sobre cosas, sino también, lograr que este punto de vista sea adoptado
y aplicado realmente por los escolares. Si esto no se garantiza, entonces, en
algunos casos, la definicion se deja a un lado: el alumno va a apoyarse en otras
caracteristicas, las cuales, él mismo identifico en los objetos.

En otros casos los alumnos pueden utilizar solo una parte de las caracteristicas
sefialadas; en terceros casos, ellos pueden anadir sus propias caracteristicas
a las ya senaladas en la definicion, lo que también conduce a errores. En los
ejemplos mencionados encontramos todos estos casos. Asi, reconociendo a una
perpendicular como una linea vertical, el alumno se apoya en una caracteristica
que no se encuentra en la definicion de las lineas perpendiculares. Relacionando
a la elipse con la clase de circunferencias, el alumno considera solo una parte
de las caracteristicas sefnaladas en la definicion de la circunferencia. Lo mismo
sucede en el ejemplo con el reconocimiento de los angulos adyacentes suplemen-
tarios. Durante el reconocimiento de triangulos rectangulos, por el contrario, los
alumnos anadieron una caracteristica complementaria: la posicion espacial del
angulo recto. Desde el punto de vista de estos alumnos, el angulo recto no tiene
que encontrarse en el vértice de triangulo.

Asi, la causa basica del formalismo durante la asimilacion de los conceptos ma-
tematicos, consiste en el hecho de que no se presta la atencion necesaria a la
organizacion del trabajo de los alumnos con la definicion de los conceptos. Solo
asi se puede explicar el hecho sorprendente que, en algunos manuales de geo-
metria, se proporcionaban definiciones erroneas y de esto no se daban cuenta ni
maestros, ni metodologos, ni alumnos. Como ejemplo podemos tomar el manual
de Kiseliov'. Hasta la fecha éste se considera como uno de los mejores manuales
y, frecuentemente, se realizan peticiones para utilizarlo nuevamente. Sin dudar
de la calidad de este manual en general, senalaremos que en éste también hay

1. EI Manual de geometria del autor Kiseliov para secundaria se utilizo anteriormente en Rusia; actualmente usan otros
manuales. (Nota del traductor).
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muchas definiciones incorrectas. En realidad, los angulos adyacentes se definen
como dos angulos que tienen un vértice coman. Si estamos de acuerdo con esto
y, sobre la base precisamente de estas caracteristicas para reconocer los angulos
adyacentes, entonces tendremos que relacionar, con angulos adyacentes, a los
angulos siguientes: AOC y AOB y también a los angulos AOC y BOC (Figura 1).

A
o/
B
C

Figura 1

En realidad estos angulos tienen todas las caracteristicas que se senalan en la
definicion: dos angulos, un vértice coman, (punto 0) y un lado coman (en el primer
caso, el lado comin es AO, en el segundo caso es CO). Pero estos angulos no
son adyacentes. Esto significa que la definicion de Kiseliov no permite distinguir
la clase de angulos adyacentes de manera correcta.

Una situacion similar se observa con los angulos opuestos por el vértice. Estos
se definen como dos angulos que tienen un vértice coman, donde los lados de
un angulo constituyen la continuacion de los lados del otro. De acuerdo a esta
definicion tenemos que reconocer como angulos opuestos por el vértice (Figura
2), no tnicamente los angulos AOD y COB, sino también el angulo AOD y el angulo
complementario para el angulo COB, debido a que éste se forma a traves de las
mismas semi-rectas que el angulo COB y su vértice se encuentra en el mismo
punto. Sobre esta misma base, el angulo COB sera opuesto por el vértice para el
angulo complementario del angulo AOD.

Figura 2
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De la misma forma se puede demostrar que la definicion de los angulos adyacentes
suplementarios, de acuerdo al manual de Kiseliov, también es incorrecta. Con esto
la lista de errores que contiene el manual de Kiseliov no concluye. Sefialaremos
que muchos de estos errores, los descubrieron los alumnos a quienes hemos
ensenado a trabajar con las definiciones de los conceptos. Cuando la definicion
se guarda sin ninguna utilidad en la memoria del sujeto, entonces no se pueden
descubrir las insuficiencias de estas definiciones.

Nosotros hemos mostrado la necesidad de trabajar con las definiciones y, ahora,
pasaremos a considerar la organizacion de este trabajo.

3. Tipos de acciones que se utilizan para la formacion

de los conceptos matematicos

Las definiciones de los conceptos matematicos se pueden aplicar en diferentes
tipos de acciones. Gracias a ello, de inmediato surge la pregunta acerca de su
eleccion. La eleccion de la accion se determina, antes que nada, a través del
objetivo de la asimilacion del concepto. Supongamos que el concepto se asimila
para poder reconocer objetos relacionados con la clase dada. En este caso, es
necesario utilizar la accion de reconocimiento, la accion de inducir al concepto.
Si los escolares no conocen dicha accion, entonces es necesario descubrirles su
contenido, mostrarles como se deben realizar estas acciones.

En los ejemplos mencionados anteriormente, a los alumnos se les pedia realizar la ac-
cion de induccion al concepto. En realidad, a ellos se les proponian objetos
determinados (elipse, lineas rectas, lineas cruzadas que forman angulos rectos, etc.)
y fue necesario establecer si estos objetos se relacionaban o no con los conceptos
correspondientes (circunferencia, lineas perpendiculares, etc.). gCual es el contenido
de esta accion? ¢Qué lugar debe ocupar la definicion del concepto en esta accion?
¢Como podemos lograr que la definicion realmente funcione y ayude a los alumnos
a reconocer sin errores los objetos relacionados con el concepto correspondiente?
La accion de induccion al concepto consiste de 10s siguientes componentes:

a) Senalar el sistema de las caracteristicas necesarias y suficientes
de los objetos de la clase dada. Con esto se supone que los escolares ya
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conocen las particularidades de estas caracteristicas y las diferencian unas de
otras: esenciales -no esenciales; suficientes- necesarias; y al mismo tiempo
suficientes. Generalmente las Gltimas se senalan en las definiciones de con-
ceptos. Consecuentemente, los escolares deben distinguirlas en la definicion.

Establecer si el objeto dado posee 0 no las caracteristicas identificadas. La ejecucion
correcta de esta parte de accion de inducir al concepto, presupone que el escolar
ya asimilo los medios para el reconocimiento de las caracteristicas verificadas. Asi,
Si es necesario verificar si las lineas son rectas o no, entonces el escolar tiene que
saber utilizar la regla. De la misma manera, durante la verificacion de la magnitud
del angulo, él tiene que saber utilizar el transportador, la escuadra, etc. Pero las
habilidades practicas le ayudan al alumno, solo cuando el objeto que él tiene que
reconocer se representa en forma de dibujo técnico, de dibujo del objeto real. Si
el objeto se da a través de una descripcion, entonces, el alumno tiene que saber
analizar las condiciones del problema, identificar en ella la informacion sobre la
caracteristica que se esta verificando.

b) Establecer la relacion del objeto con el concepto dado. Para la
realizacion correcta de esta parte de la accion, los escolares tienen que saber
cuales son los tipos de estructuras logicas de las caracteristicas: conjuntivas
o disyuntivas. Si los escolares no saben esto, entonces, no pueden valorar,
de manera correcta, el resultado obtenido. En realidad, cuando la estructura
de las caracteristicas del concepto es conjuntiva, es necesario aplicar las
siguientes reglas:

* El objeto se relaciona con el concepto dado, siempre y cuando éste contenga
todo el sistema de caracteristicas suficientes y necesarias.

* Si el objeto no posee, por lo menos una de las caracteristicas, éste no se
relaciona con el concepto dado.

* Si no se sabe nada de, por lo menos acerca de una de las caracteristicas,
entonces, a pesar de la presencia del resto de las mismas, no se sabe si
el objeto se relaciona o no con el concepto dado.

Para los conceptos con una estructura disyuntiva de las caracteristicas, las
reglas son las siguientes:
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* Kl objeto se relaciona con el concepto dado, si éste posee por lo menos,
una de las caracteristicas alternativas.

* Si el objeto no posee ninguna de estas caracteristicas, éste no se relaciona
con el concepto dado.

* Si no se sabe nada acerca de todas las caracteristicas, si éstas estan pre-
sentes 0 no, entonces no se sabe si este objeto se relaciona o no con el
concepto dado.

En los ejemplos mencionados, los conceptos (circunferencia, perpendicular,
angulos adyacentes suplementarios) poseen una estructura conjuntiva de las
caracteristicas, por ello es que la respuesta positiva tendra lugar, solo cuando
esta presente todo el sistema de las caracteristicas senaladas en la definicion.

Como podemos ver, el contenido de la accion de inducir al concepto, requiere de
un analisis especial que presupone todo un sistema de conocimientos y habilidades
previos y no solo de las matematicas, sino también de la logica. La definicion del
concepto se incluye en el contenido de la base orientadora de esta accion.
Ademas de la definicion del concepto, en la base orientadora también participa
la regla logica de induccion al concepto. El escolar debe apoyarse tanto en una
regla como en la otra, durante la ejecucion de la accion dada.

4. La organizacion del proceso de la asimilacion

No es necesario hacer que los alumnos, aprendan de memoria el contenido de la
base orientadora de la accion. Su memorizacion puede darse de manera involuntaria,
como resultado de su utilizacion durante la solucion de problemas para la induccion
al concepto. ¢Pero como puede utilizar el alumno aquello que alin no memoriza?®
Para ello se utilizan diferentes formas externas de presentacion de la informacion
necesaria: el contenido de la base orientadora de la accion. La forma mas accesible
es el mapa escolar. Después de la explicacion de la esencia del concepto y de la
presentacion para el reconocimiento de los objetos relacionados con este concepto,
el maestro propone a los alumnos los mapas escolares ya preparados, o ellos mismos
los elaboran con ayuda del maestro, lo cual es mas recomendable para mantener
la motivacion de los escolares. En este caso, el mapa es mas o menos como sigue
(en relacion con el concepto “lineas perpendiculares”):
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Las caracteristicas del concepto:
1. Dos lineas rectas.
2. Se cruzan.
3. Forman un angulo de 90 grados.

Regla para el reconocimiento de las lineas perpendiculares:
1. Verificar si el objeto dado tiene o no las caracteristicas senaladas.
2. Senalar el resultado de la verificacion de cada caracteristica: + = presente;
- = ausente; ? = no se sabe.
3. Valorar el resultado obtenido de acuerdo a la regla logica.

La regla logica:

1. El objeto se relaciona con el concepto dado solo cuando posee todas las
caracteristicas senaladas.

2. Si el objeto no posee por lo menos una caracteristica, éste no se relaciona
con el concepto dado.

3. Si no se sabe nada de la presencia o ausencia de por lo menos una carac-
teristica, entonces, a pesar de la presencia del resto de las caracteristicas,
tampoco se sabe si el objeto se relaciona o no con el concepto dado.

Esquema de la regla logica

No. 1 No. 2
1 + 1 +
+ |+ 2 +| -
3 + 3 -
No. 3 No. 4
1 + 1 +
2 +|P 2 +|-
3 9 3 9

Utilizando el mapa escolar durante la solucion de los problemas sobre la induccion
al concepto, los escolares gradualmente aprenderan su contenido y dejaran de
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utilizarlo. Después de esto, ellos reproduciran el contenido del mapa escolar en
forma oral y actuaran en correspondencia con el mismo. Es muy importante que
los alumnos repitan varias veces y en forma completa, todas las recomendaciones,
senaladas en el mapa. Con este objetivo, se debe trabajar en parejas para hacer
natural la pronunciacion, en voz alta, del contenido del mapa escolar. Después,
los alumnos trabajaran en silencio de manera individual, recordando las reco-
mendaciones necesarias®. Queremos sefalar que para el trabajo es necesario
proporcionar los problemas con todas las variantes posibles de respuestas. Solo en
este caso surge, no (nicamente la formacion completa del concepto, sino también,
el grado suficiente de su generalizacion. Finalmente, con dicha organizacion del
trabajo surgen, tanto la formacion del concepto, como la formacion de induccion
al concepto, en donde el ltimo funcionara exitosamente.

Evidentemente, para una asimilacion mas profunda de los concepios es importante
utilizar no solo una accion, sino varias: comparacion, deduccion de consecuencias,
clasificacion, etc. La validez y la cantidad de las acciones en las cuales funciona el
concepto dado, sirve precisamente como sefal de la cantidad de su asimilacion.
Consideraremos algunos detalles de esta accion. La deduccion de la consecuen-
cia, practicamente es una accion contraria, en comparacion con la induccion al
concepto. En realidad, durante la induccion al concepto es necesario, de acuerdo
a las caracteristicas determinadas, resolver el problema acerca de la relacion del
objeto dado, a la clase de objetos fijados en el concepto. Sin embargo, durante
la deduccion de las consecuencias, desde el inicio mismo, se sabe que el objeto
se relaciona con la clase dada. EI problema consiste en que se tienen que ob-
tener las consecuencias y, hacer las conclusiones acerca de las caracteristicas,
utilizando la confirmacion dada. De esta manera, en el primer caso, se realiza el
paso de las caracteristicas del objeto a la relacion con la clase, mientras que en
el segundo caso, sucede lo contrario. Por ejemplo se sabe que la figura es un
triangulo. sQué podemos decir acerca de esta figura? jQué caracteristicas tiene?
La ejecucion de esta accion presupone que los alumnos tienen conocimiento de
varios tipos de estas caracteristicas. En este caso, la solucion del problema se

2. Sobre este tema se puede consultar el libro: N. F. Talizina (1988). La formacion de la actividad cognoscitiva en ninos
escolares. Moscu, Ed. Educacion.
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basa en las caracteristicas necesarias. Cada objeto de una clase determinada
necesariamente posee un cierto sistema de caracteristicas sin las cuales, no puede
ser relacionado con la clase dada de objeto. En el caso del triangulo, éstas, antes
que nada, son las caracteristicas sefialadas en la definicion: figura cerrada que
consiste de tres segmentos de linea recta. Estas caracteristicas son no tinicamen-
te necesarias, sino al mismo tiempo suficientes, para poder reconocer la figura
como un triangulo. Ademas de estas caracteristicas, cualquier triangulo tiene las
siguientes caracteristicas necesarias: la suma de los angulos internos es de 180
grados; la suma de cualquiera de dos de sus lados es mayor que el tercer lado;
cualquier angulo externo es igual a la suma de dos angulos internos, los cuales
no son adyacentes suplementarios de este angulo, etc. La accion de la deduccion
de las consecuencias enriquece el concepto del triangulo y amplia su contenido.

La accion de la comparacion les ayuda a los escolares a comprender el lugar del
concepto, que estan asimilando, entre otros conceptos. Como las acciones ante-
riores, la comparacion se realiza sobre la base de las caracteristicas esenciales.
Asi, el triangulo puede ser comparado con el angulo, con la circunferencia y con
el cuadrilatero, de acuerdo a las caracteristicas sefialadas en la definicion: lo
cerrado de la figura, la cantidad de segmentos y los segmentos de linea recta.

En lo que se refiere a la clasificacion, ésta requiere de la comprension comple-
mentaria de las relaciones de especies y géneros y, naturalmente, presupone la
presencia de conceptos acerca de tipo y género. La clasificacion es indispensable
para el estudio de las matematicas. Asi la division de triangulos, de acuerdo a
los angulos, en triangulos rectangulos, con angulos agudos y angulos obtusos,
ya es una clasificacion elemental. En calidad de concepto de género participa
el concepto de triangulo; en calidad de concepto de especie participan las tres
subclases mencionadas de triangulos. Cabe senalar que en los manuales se pue-
den encontrar clasificaciones incorrectas, las cuales, naturalmente, producen
una ausencia de logica en el pensamiento de los alumnos. Veamos un ejemplo.

Le pedimos a una alumna de sexto grado que nos diga queé tipo de triangulos se
llama equilatero. Obtenemos la respuesta correcta. La alumna responde también
correctamente a la pregunta: gqué tipo de triangulo se llama isosceles? Después
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de esto le hacemos la tercera pregunta: gpodemos llamar al triangulo equilatero
como triangulo isosceles? La respuesta es: “No”. Continuamos el dialogo:

— ¢Cuantos lados iguales tiene un triangulo isosceles?

— Dos.

— ¢Y un triangulo equilatero, cuantos lados iguales tiene?

— Tres.

— Entonces, si en un triangulo equilatero todos sus lados son iguales entre
ellos, entonces gentre ellos se pueden encontrar dos lados iguales?

— Si, se pueden.

— Entonces, gpodemos llamar al triangulo equilatero como triangulo isosceles?

— No.

— ¢Por qué?

— Porque el tercer lado también es igual.

Como vemos, la alumna no comprende las relaciones entre los diferentes tipos
de triangulos, los cuales se determinan de acuerdo a las correlaciones entre sus
lados. Pero la misma incomprension se observo también, en el autor del manual
en el cual aprendio esta alumna. En este manual los triangulos se clasifican como
escalenos, equilateros e isosceles. Como consecuencia de todo esto, en la alumna
se formo el concepto equivocado de triangulos isosceles como de aquellos trian-
gulos en los cuales, con la igualdad de dos lados, el tercer lado necesariamente
tiene que ser desigual a los otros dos. Si seguimos las exigencias de la logica,
entonces los tipos senalados de triangulos no se pueden considerar como tipos
del mismo nivel: los triangulos equilateros constituyen un caso en particular de
triangulos isosceles, es decir, se relacionan con otro nivel de clasificacion.

La accion de la clasificacion es alin mas compleja que el ejemplo mencionado. La
clasificacion permite, por un lado, integrar el concepto que estamos estudiando
en el sistema de otros conceptos anteriormente aprendidos vy, por otro lado, ver
las subclases de objetos que se incluyen en este concepto. Asi, un cuadrilatero
puede ser considerado como uno de los tipos de poligonos y, como un concepto
general (de género) que incluye a toda una multitud de diferentes tipos: rectan-
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gulos, cuadrados, rombos, paralelogramos, etc. La clasificacion incluye a una
serie de acciones y requiere de la ejecucion de una serie de condiciones. Antes
que nada, los escolares tienen qué aprender a elegir la base para la clasificacion
y conservarla hasta el final de su trabajo, mientras que no se termine todo el
volumen del concepto. En calidad de la base para la clasificacion, evidentemente
se retoman las caracteristicas esenciales del concepto.

Sin detenernos en otras acciones relacionadas con la asimilacion de los conceptos,
senalaremos (nicamente el hecho de que precisamente las acciones, con las carac-
teristicas de los conceptos, sirven como medio para la asimilacion. La calidad para
la asimilacion del concepto se determina por aquello que puede hacer el alumno
con este concepto. De esta manera, la accion y su validez nuevamente constituye el
criterio del conocimiento. El concepto se relaciona estrechamente con las acciones,
tanto durante el proceso de su formacion, como de su funcionamiento.

Sin considerar detalladamente el proceso de la asimilacion, solo enfatizare-
mos que éste sera como un proceso de solucion de problemas. No se puede
asimilar la accion sin realizarla y, la realizacion de la accion, presupone un
problema adecuado para la misma. De esta forma, el proceso de la asimilacion
tiene constantemente un caracter problematico. Las acciones realizadas con las
caracteristicas de los objetos, sirven, precisamente como un instrumento para la
construccion del concepto, para su surgimiento. El concepto es un producto de las
propias acciones de los escolares. La segunda observacion importante se refiere
al hecho de que, los conceptos matematicos (como cualquier otro concepto), no
pueden ser asimilados sin la asimilacion de todo un sistema de conocimientos y
actividades logicas iniciales.

Muchos estudios han mostrado que la realizacion de las recomendaciones se-
naladas, conduce a la asimilacion exitosa de conceptos cientificos. Ademas, los
escolares desde el inicio se orientan (inicamente sobre las caracteristicas esenciales
utilizandolas de manera consciente y voluntaria.

En conclusion, senalaremos que los estudios contemporaneos, también han
demostrado la importancia del caracter sisttmico de la asimilacion de los co-
nocimientos, incluyendo a los conceptos. Gracias a ello, los conceptos tienen
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que asimilarse, no de manera aislada unos de otros, sino como elementos de
un sistema Gnico. Asi, en Geometria, durante el estudio de diferentes tipos
de angulos, los alumnos frecuentemente y gradualmente aprenden diferentes
tipos de angulos de acuerdo a su tamano (del angulo agudo hasta el angulo
completo) después, aprenden tipos particulares de relaciones entre dos angulos
(opuestos por el vertice, adyacentes, con lados paralelos y perpendiculares,
etc.). Cada vez los escolares memorizan las definiciones pero, no siempre son
capaces de comparar estos angulos, de comprender la base que une la multitud
de variantes particulares.

Pero si consideramos a esta multitud de variantes desde el punto de vista de la
invariante (base), que constituye su origen, no es necesario estudiar cada caso
particular de manera aislada: los escolares pueden obtenerlos independiente y
simultaneamente. Para ello, el objeto de la asimilacion tiene que ser la invariante
y el método de trabajo con la misma. En el caso dado, como invariante participa
el sistema de elementos constantes, sin los cuales no puede existir ningin angulo:
1) presencia del vértice; 2) presencia de los lados y 3) la posicion espacial de
ambas. Variando estos elementos podemos obtener todos los tipos de angulos.
Asi, cambiando la posicion espacial del angulo obtendremos los angulos agudos,
rectos, obtusos, llanos y completos. Los alumnos facilmente obtienen todos estos
casos particulares y, el maestro tnicamente tiene que decir como se llaman. De
esta manera, tampoco hay necesidad de memorizar la definicion: los alumnos
pueden elaborarla de manera independiente si es que ellos, anteriormente, co-
nocieron los principios para la construccion de las definiciones y asimilaron los
conceptos del género vy tipo.

Los diferentes tipos de relaciones entre dos angulos se obtienen variando las
posiciones espaciales enire sus vértices y lados. En lo que se refiere al vértice,
éste puede ser coman o no; los lados dan mayor cantidad de variantes: comun,
no coman, los lados no comunes pueden continuarse uno del otro, pueden ser
paralelos o perpendiculares. Los escolares con gusto buscan cada vez nuevas
variantes y, gradualmente, obtienen todo un sistema completo con el cual pueden
trabajar facilmente, estableciendo las caracteristicas generales y particulares de
las variantes y elaborando definiciones para casos concretos.
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La aproximacion sistémica a los conceptos permite, no solamente reducir nota-
blemente el tiempo de la ensenanza de los conceptos, sino también, lograr una
asimilacion mas profunda y exacta.




Capitulo 2
L a ensenanza de las matematicas

en la escuela primaria
N. G. Salmina

|_os objetivos de la ensenanza del curso inicial de matematicas, se formulan de
acuerdo a una nota explicativa del programa de matematicas de la manera siguiente:
“Garantizar el conocimiento correcto de los nimeros y las habilidades, para realizar
las operaciones aritméticas con los niimeros positivos enteros; formar los habitos
elementales para el trabajo con micro-calculadora y computadora; proporcionar el
desarrollo matematico inicial que incluya las habilidades para observar y comparar,
analizar, realizar las generalizaciones elementales e interpretarlas sobre la base de
ejemplos concretos nuevos; desarrollar la memoria matematica y el lenguaje”. Sin
embargo, como muestra la practica de la ensenianza, no todos los alumnos de la
escuela primaria logran estos objetivos y, como se sabe, muchos tienen dificultades
no solo para la resolucion de problemas, sino también para las técnicas del calculo.
Esto plantea el problema de la identificacion de las condiciones que, permitan la
asimilacion del programa al nivel necesario que exige el programa de la escuela
primaria y, lograr de esta manera, los objetivos por parte de todos los escolares.

Una de tales condiciones es la introduccion de los conceptos basicos en la etapa
inicial de la ensenanza. Otra condicion es la organizacion de cursos propedéuti-
c0S, cuyo objetivo sea incrementar el nivel basico de los escolares que inician el

3 Nota explicativa del Programa de Matematicas para la Escuela Primaria. Mosci, 1992.
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estudio de las matematicas basicas. La realizacion de estas condiciones permite
eliminar las dificultades basicas que surgen en los nifios durante la etapa inicial
del estudio de las matematicas.

Consideremos una de las aproximaciones, posibles para la realizacion de las condi-
ciones mencionadas que garanticen no solo la eliminacion de las dificultades sino,
también, la formacion efectiva de los conceptos matematicos basicos en los escolares.

1. Exigencias basicas para la elaboracion del curso

de matematicas en la escuela primaria

De acuerdo a los estudios realizados, es importante introducir, durante las primeras
etapas de la ensenanza, aquellas posturas teoricas que garanticen posteriormente
la orientacion de los escolares en las matematicas. Gracias a su alto nivel de gene-
ralizacion, estas posturas dan la posibilidad de utilizarlas ampliamente en diferentes
areas de conocimiento, de construir sobre su base conocimientos y habilidades. En
relacion con esto, surge el problema de la identificacion, por un lado, de las habi-
lidades generales que son importantes para el dominio de cualquier conocimiento
y, por otro lado, de las habilidades matematicas que determinan la formacion del
sistema concreto de conocimientos de la materia escolar dada.

El problema de la estructura de los conocimientos y de las habilidades matematicas
se resuelve, de manera diferente, en diferentes concepciones de la educacion
matematica. Sobre la base de los datos obtenidos en estudios anteriores, nosotros
identificamos los componentes basicos siguientes:

1) Los conocimientos y las operaciones logicas basicas.
2) Los tipos necesarios de la actividad simbolica y semiotica.
3) Los conceptos y las relaciones matematicas elementales.

Estos componentes deben constituir el objeto de la asimilacion del curso prope-
déutico, como antecedente del curso de matematicas basicas.
Nos detendremos en el contenido de estos componentes.

El curso propedéutico de la légica. En los trabajos de matematicos famo-
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S0s se senala que, gran parte de los conocimientos matematicos, presuponen la
habilidad para manejar operaciones logicas. Como mostraron los trabajos rea-
lizados bajo la direccion de P. Ya. Galperin y N. F. Talizina estas habilidades, no
se desarrollan por completo, sin la ensenanza dirigida. Qué tipo de operaciones
logicas es necesario ensenar a los ninos de 6 a 7 anos de edad, quienes inician
el aprendizaje de las matematicas?

De acuerdo a J. Piaget el nimero es la sintesis de la conservacion, de la cla-
sificacion y de la seriacion, las cuales tienen que formarse previamente en 10s
ninos que inician el estudio de las matematicas. El analisis teorico experimental
realizado por V. V. Davidov, mostrd que la sintesis de estas operaciones no se
realiza sin una ensenanza especial. En la base de estas sintesis se encuentra una
accion especifica, relacionada con la busqueda de las relaciones multiples entre
las magnitudes, en condiciones de su igualacion mediatizada. Durante el proceso
de realizacion de esta accion, surge la sintesis de la clasificacion y de la seriacion
y, sobre esta base también, el verdadero concepto de nlimero.

Estudios realizados bajo la direccion de P. Ya. Galperin cuyo inicio proporciono
L. Gueorguiyev mostraron que, sobre la base de las soluciones erroneas en los
problemas de conservacion, se encuentra la inhabilidad para diferenciar las ca-
racteristicas del objeto, asi como la inhabilidad para identificarlas. La ensenanza
de la habilidad para diferenciar las caracteristicas de los objetos, condujo a la
desaparicion de los errores de este tipo. Nuestra experiencia mostro que es ne-
cesario ampliar el conjunto de caracteristicas y no limitarse en la identificacion
de la longitud, de la amplitud, de la altura, de la forma, del color, del area y de
la masa, sin incluir también las caracteristicas topologicas, las caracteristicas no
esenciales de los objetos, las cuales los ninos tienen que saber ver en los objetos.
Todo esto sirvio como base para la seleccion del contenido del curso propedéutico
l0gico, el cual incluye la habilidad para distinguir las caracteristicas de los objetos,
las operaciones de conservacion, de seriacion, de clasificacion y de sus sintesis
en condiciones de igualacion mediatizada. La asimilacion de este contenido sirve
como base para la formacion del concepto de namero.

El curso se inicia con el dominio de la habilidad para distinguir las caracteristi-
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cas (del objeto, etc.), porque ésta es necesaria para la realizacion de las tareas
en todos los temas posteriores (operaciones logicas, aciones sobre conjuntos,
orientacion espacial, etc.).

El tema: “la identificacion de las caracteristicas de diferentes objetos” se incluyo
en todos los programas de ensenanza de las matematicas en la escuela prima-
ria. Generalmente en los manuales de matematicas, se incluyen varias tareas
sobre este tema en los primeros cursos. Las diferencias de este tema, en nuestro
programa, en comparacion con otros programas consisten no solamente en los
objetivos, sino también, en los tipos de tareas asi como en los medios para su
ejecucion. Este tema se trabaja durante todo el primer ano. EI propedéutico 10gico
presupone la formacion de la comprension y la utilizacion de algunos axiomas
para la descripcion de las magnitudes, asi como para las operaciones logicas.

Como objeto de asimilacion fueron retomados los axiomas que descubren el concepto
magnitud, a través de la relacion de comparacion, asi como los medios para la repre-
sentacion de estas relaciones. Representaremos este contenido en la siguiente tabla:

Habilidades Caracteristicas Esquemas de relaciones
Compresion y utilizacion de
axiomas de magnitudes
a) si A=B, entonces B=A A~—""xB
L
b) si A=By B=C, A./ﬂB/_\C
entonces A=C N
¢) si A>B, entonces B<A A~ ~B
L
d) siA>By B>C, A —~B—~C
entonces A>C N

Las operaciones logicas se forman en correspondencia con el contenido necesario
para la asimilacion completa del concepto de namero.
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La seriacion es el orden de los objetos de acuerdo a una base determinada, la
cual incluye una serie de habilidades; éstas se presentan en la tabla siguiente,
asi como las caracteristicas que participan como base, el material utilizado para

el trabajo y los simbolos de esta operacion.

Habilidades

Caracteristicas

Material

Signos

1. Identificacion de
la caracteristica
(una o varias) ante
su cambio en la
serie de objetos o
figuras.

De acuerdo a dife-
rentes caracteristi-
cas (una o varias):
forma, detalles, co-
lor, tamafio, posicion
espacial de la figura
0 de sus elementos
aislados, etc.

Utilizacion de objetos
reales y representa-
ciones graficas.

IL. Construccion de
la serie segn la
carcteristica (en-
tre otras casos,
el niimero) cam-
biante.

Incluyendo todas las
caracteristicas, entre
otras cosas, el medio
de la union de las
figuras, de los ele-
mentos de las figu-
ras, simefria, cambio
secuencial.

Variacion de la can-
tidad de elementos,
que cambian en los
objetos en las series.

lL.Construccion
de la figura de
acuerdo al prin-
cipio identificado
del cambio de
las figuras en las
series.

La clasificacion incluye un sistema complejo de acciones, cuya asimilacion
representa un problema dificil para los alumnos, lo cual presupone la elaboracion
de tareas de complejidad creciente en diferentes direcciones y, sobre todo, de
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acuerdo a la composicion de las habilidades correspondientes. Representaremos
en la tabla siguiente el conjunto de habilidades y caracteristicas sobre cuya base
se forman dichas habilidades, y los medios esquematicos utilizados durante la

ejecucion de las tareas.

Habilidades

Caracteristicas

Material

Signos

1. Habilidad para formar
las clases de objetos:
a) identificacion de la
base para la union
de objetos en grupos;

b) basqueda del con-
cepto generalizador
para grupo de obje-
tos y su determina-
¢cion con simbolo;
identificacion de las
caracteristicas esen-
ciales y no esenciales
de objetos y de la base
para la clasificacion;
cambio de la base
de la agrupacion, es
decir, la formacion
de diferentes clases
con los mismos ob-
jetos (de acuerdo a
una caracteristica);
clasificacion dicoto-
mica, negacion del
concepto;

f) clasificacion de
acuerdo a dos 0 mas
caracteristicas;
relaciones de género-
especie: (conceptos or-
ganicos (blsqueda del
concepto de la especie
para el del género), ge-
neralizacion de proble-
mas para la inclusion
de clases, exclusion
de elementos que no
se relacionan con la
clase, interceccion de
conceplos.

C

~

d

=

e

~—

=

g

Se utilizan todas las ca-
racteristicas.

Objetos reales, incluyendo
botones, que se diferen-
cian en material, color,
dibujo, forma, cantidad
de hoyitos, etc.; figuras
geométricas (planas y
con volumen), figuras
de forma no determina-
da, etc.; material grafico
(dibujos de objetos, de
formas geomeétricas).

1) Signos de objetos, sig-
nos de caracteristicas,
2) Tablas,

A O

Diagramas de Venn

O QD
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El curso propedéutico de simbolos. Este se dirige a la asimilacion de habi-
lidades para la creacion de signos y de simbolos para determinar a los objetos, a
las caracteristicas, etc.; para operar con los sistemas de simbolos y signos; para
expresar el contenido (objetos, fenomenos, caracteristicas, relaciones, acciones,
transformaciones) en diferentes formas de simbolos y de signos; para pasar de
un idioma a otro, de un plano a otro (reconstruir la realidad segin los signos y
a la inversa); para separar el contenido de la forma de la representacion.

L. S. Vigotsky y A. R. Luria escribieron acerca de las regularidades del desarrollo
psicologico del hombre: durante el proceso de su desarrollo psicologico, el hombre
perfecciona el trabajo de su intelecto, basicamente, gracias al desarrollo de los
medios técnicos especificos complementarios del pensamiento y de la conducta
de la misma forma como, durante el proceso de desarrollo historico el hombre
cambia, no sus organos naturales sino, los instrumentos. El desarrollo psicologico
del hombre se realiza a través de la asimilacion de toda la experiencia anterior y
de la cultura, la cual incluye, entre otras cosas, diferentes sistemas de simbolos y
signos. En la psicologia, desde L. S. Vigotsky, se le da una gran importancia a la
asimilacion de los sistemas de signos durante el desarrollo psicologico del nifo;
se presta cada vez mayor atencion a la elaboracion de este problema.

La ejecucion de tareas matematicas, ya desde el inicio mismo de cualquier
programa que se use, requiere de la utilizacion de diferentes simbolos y signos
(cifras, letras, esquemas) los cuales nunca participan como el objeto especi-
fico de la asimilacion, desde el punto de vista de las caracteristicas que los
determinan, como sistemas de signos. Con el objeto de introducir a los ninos
a los simbolos cientificos es necesario, desde nuestro punto de vista, formar
previamente la actividad de codificacion - decodificacion, inicialmente con la
creacion voluntaria e independientes de simbolos por parte de los nifios, para
pasar gradualmente a los simbolos adoptados en la sociedad. Ademas, los
simbolos y los signos deben incluirse en la actividad concreta, antes que nada
para la solucion de problemas cercanos a la vida cotidiana y, posteriormente,
para la solucion de problemas matematicos. Esto motiva y hace mas compren-
sible a la matematica simbolica y a las tareas que presuponen la realizacion de
codificacion - decodificacion.
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Una de las condiciones importantes para la formacion completa de conocimientos
es la utilizacion de diferentes idiomas para la expresion del mismo contenido,
como un medio para la separacion del contenido de la forma. Aqui no se trata de
signos aislados, sino de sistemas que existen en la ciencia (simbolica de letras y
cifras, diferentes tipos de cuadros, graficos, arbol logico, etc.). Asi, por ejemplo,
durante la formacion de la operacion logica de la clasificacion, es atil pasar el
contenido representado verbalmente a un idioma grafico (diagramas de Venn,
cuadros, arbol logico, etc.) y, a la inversa.

Para los ninos que atn no dominan la actividad de la lectura de manera suficiente,
la forma de representacion de las tareas puede ser esencial. Los textos verbales
que se presentan en los manuales (formulaciones de tareas, problemas tematicos),
producen grandes dificultades en los nifios que inician el estudio de las matemati-
cas basicas. Una de las causas puede ser la comprension incorrecta del texto del
problema; los ninos frecuentemente cambian la formulacion de los problemas de
manera incorrecta. Los medios efectivos de inclusion de los ninos a la ejecucion
de los problemas, pueden ser, tanto la introduccion de los simbolos en la formula-
cion de las tareas, como la visualizacion de las mismas. La representacion de las
tareas en simbolos y en signos, utilizando cuadros y esquemas de diferentes tipos
conservando el mismo sistema de significacion, hacen que las tareas sean mas
comprensibles para todos, incluyendo los nifios que leen con dificultades.

La formacion de las actividades simbolicas se garantiza sobre la base del ma-
terial 10gico. El tema identificacion de las caracteristicas resultd ser util para la
seleccion de este material. Este tema sirvio como base para la formacion de la
codificacion - decodificacion. ldentificando las caracteristicas los alumnos las
fijaban en signos y simbolos.

Lo importante para la asimilacion de este tema fue el hecho de que en el programa
dado, durante largo tiempo se utilizan los simbolos voluntarios inventados por los
ninos; después, gradualmente, se realiza el paso a los simbolos usuales. Inicial-
mente, los signos y los simbolos se incluyen en la actividad objetal de los nifos
para la resolucion de problemas bien conocidos para ellos. En la tabla siguiente
se presentan los signos, a los cuales pasan gradualmente los alumnos, durante
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la ejecucion de las tareas. Posteriormente, éstos se cambian por los simbolos que
se utilizan normalmente, en las matematicas.

El contenido del programa incluye la formacion de habilidades que se identifican
en este tema. Describiremos la estructura de las habilidades y, las caracteristicas
sobre cuya base se forman estas habilidades, asi como los simbolos aplicados
para la ejecucion de las tareas.

caracteristicas con su re-
presentacion en simbolos.

Comparacion de objetos de
acuerdo a caracteristicas.

Identificacion de caracteristi-
cas esenciales y no esenciales.

Figuras cerradas y abiertas
Material

Funcion (como se utiliza)
Linea curva y quebrada

Relaciones espaciales de figu-
ras (dentro, fuera, interseccion)

Habilidades Caracteristicas Signos de caracteristicas
y operaciones
I. Codificacion de objetos | Forma A
(decodificacion).
Color
Il. Identificacion de caracte- /////
risticas de objetos y su | Tamafio O o)
codificacion: ’
a) en simbolos involunta- Area h
rios, creados indepen-
) Volumen (j
dientemente;
) Cantidad @
b) en simbolos dados,
normalmente usados Altura I
en la sociedad.
Ancho
IlL.Descripcion de objetos de :|
acuerdo a conjuntos de | Longitud |___|

NEN

D

U
FL

O
D

Q

%
O,
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Habilidades Caracteristicas Signos de caracteristicas
v operaciones

Posicion en el espacio (arriba, | ® ?

abajo, derecha, izquierda)
Direccion

IV. Codificacion (decodifi-
cacion) de operaciones @

con caracteristicas:

a) negacion de caracte-
ristica (redondas - NO
redondas, etc.).

b) cambio de caracteristica.

El componente matematico del curso propedéutico

P. Ya. Galperin, sobre la base de sus investigaciones, llego la siguiente conclusion:
los conceptos matematicos pueden formarse de manera completa, solo después de
la previa asimilacion de las operaciones matematicas generales, de los conceptos
y de las relaciones. Aqui se incluye a la medicion, la cual utiliza el método de
sefalizacion para la fijacion de sus resultados y para la comparacion mediatizada
de las magnitudes; también se incluye el dominio de las relaciones mas - menos,
igual - desigual; y de la operacion de las magnitudes.

En nuestro curso, atin antes de la introduccion del nimero, los alumnos asimilan las
relaciones matematicas generales mas, menos, mas menos que, igual, desigual,
tanto como, sobre la base del establecimiento de la mutua correlacion (inmediata
y mediatizada con ayuda de la senalizacion). La elaboracion de estas habilidades
es indispensable para la posterior introduccion del nimero en la accion de la
medicion. En la tabla siguiente ejemplificamos el conjunto de habilidades que los
alumnos deben asimilar antes de pasar a las mediciones.
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Habilidades

Material

Signos

1. Correlacion de elementos de los
conjuntos (1:1; 1:2, 1:3, etc.),
de clases; operacion de coloca-
cion de elementos de diferentes
conjuntos para determinar su
correlacion y orden.

Utilizacion de objetos reales y sus
representaciones graficas ante
diferentes posiciones espaciales
de los elementos de los conjuntos
y clases.

Il. Comparacion de conjuntos y
establecimiento de su equiva-
lencia con la formulacion de
los resultados de comparacion:
“tanto como” (la mitad), “mas

- menos”, “mas - menos que”.

—®—

Il Utilizacion de la senalizacion
en lugar de los elementos de
los conjuntos o clases para
comparalos por su cantidad:
a) Comprension de la senali-

zacion como sustituto del
elemento del conjunto o de
la clase;

b) Sustitucion de cada ele-
mento de conjunto por la
sefalizacion. Cada conjunto
se sustituye por sus propios
senales (lo que impide con-
fundir los elementos de los
diferentes conjuntos);

¢) Establecimiento de la mutua
correlacion entre las senali-
zaciones;
d) Comparacion de series de
senalizaciones;
Sobre la base de la correlacion de
las senalizaciones y de la compa-
racion de series, se formulan los
resultados de la comparacion de
conjuntos reales o de clases.
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Habilidades Material Signos

IV. Igualacion de cantidades de —®—
elementos de diferentes con-
juntos y de clases a través de
dos medios:

a) Eliminacion de los elemen-
tos sobrantes de conjunto
mayor;

b) Adicion de elementos faltan-
tes de conjunto menor.

V. Organizacion de los conjuntos: | Utilizacion de objetos reales y de re-
para los elementos de un con- | presentaciones graficas de objetos.
junto encontrar los elementos
correspondientes de acuerdo a
diferentes caracteristicas (fun-
ciones, etc.) de otros conjuntos.

En la estructura de estos conocimientos previos se incluye también el con-
cepto de medida, sobre cuya base se construyen todas las partes posteriores
del curso relacionadas con la asimilacion del nimero y de las acciones con
él. El concepto de medida se introduce y se refuerza dentro de la accion de
la medicion. Sobre la base de la medida se introduce el concepto de unidad.
La unidad es la relacion de aquello que se mide y que es igual a su medida.
Con esta introduccion de la unidad, la valoracion inmediata de las relaciones
cuantitativas, tipica para los preescolares, y reforzada con el paso al estudio
de las matematicas basicas dentro de la ensenanza tradicional (de acuerdo
al programa general, la unidad se introduce contraponiendo a un objeto con
una serie de objetos), se cambia por la valoracion mediatizada a través de la
relacion con la medida. EI concepto de medida en realidad se puede considerar
como un concepto estructurado, debido a que, colocandolo sobre la base de la
unidad, podemos formar el niimero como una relacion entre la magnitud y la
medida, lo que es fundamental durante la formacion del concepto de niimero.
La igualdad de los conceptos nimero y relacion debe encontrarse en la base
de cualquier ensefianza racional de numeracion.
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En la tabla siguiente presentamos al conjunto de habilidades que incluyen el
contenido de medicion de magnitudes, cuya asimilacion, asi como el material
mencionado anteriormente, hace posible la formacion completa del concepto de
namero. Senalaremos una vez mas que, la elaboracion de la medicion se con-
sidera, no con el objetivo de ensenarles a los alumnos las habilidades practicas

sino, con el objetivo de introducir el concepto de nlmero.

Habilidades

Caracteristicas

Material

Signos

1. Medicion de magni-
tudes:

a) Eleccion de la mag-
nitud para la medi-
cion;

b)Eleccion de la medi-
da que corresponda
a la magnitud que se
mide;

C)El proceso de la
medicion: exactitud,
finalidad de la ac-
cion, obtencion del
resultado entero o
con fraccion;

La comprension del
hecho de que una se-
nalizacion-sustitucion
es igual a la medida; el
conjunto de las senali-
zaciones-sustituciones
de de la magnitud que
se mide, namero.

Longitud, amplitud (an-
cho), tamario, volumen,
cantidad, altura.

Longitud, amplitud (an-
cho) de los objetos;
lineas rectas, curvas
y quebradas; agua y
diferentes materiales
€OMo arena o arroz.

Inicialmente, se miden
objetos reales, des-
pués, sus representa-
ciones graficas.
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Habilidades Caracteristicas Material Signos
Ill.Comparacion de Comparacion de mag- > <
magnitudes: nitudes, después de
la medicion real, con =4

a) Qué magnitudes
se pueden com-
parar;

b) La comparacion
puede o0 no rea-
lizarse con cual-
quier medida,
(lo que se midio
con la misma
medida);

La comprension de la
posibilidad de compa-
racion los resultades
obtenidos a través de
diferentes medidas
ante diversas cantida-
des de senalizaciones;

¢) Método de la com-
paracion a través
de la mutua co-
rrelacion de las
senalizaciones.

Si en el caso de la
medicion de diferentes
magnitudes se obtiene
la misma cantidad de
sefnalizaciones, enton-
ces, la magnitud sera
mayor, donde es mayor
la medida.

los resultados de la
medicion realizada con
otras sefnalizaciones.

Vaciar cantidades igua-
les de liquidos en re-
cipientes de diferente
forma, altura y ancho.
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Habilidades Caracteristicas Material Signos
i Introduccion Medicion de objetos
de N° 1 como de reales y de sus repre-
la relacion de la sentaciones graficas.

magnitud con la
medida; el cero
como el inicio de la
medicion; el cero
como la cantidad el
conjunto vacio.

IV.La ley de la forma- Utilizacion de la serie
cion del siguiente (semi-recta) de na-
nimero a+1 y del meros para el calculo
nimero anterior ordinal y cardinal.
a-1. Obtencion del
namero de 0 a 9; Signos de operaciones:
calculo ordinal y +, -; simbolos con seg-
cardinal. mentos de colores.

Curso basico. El contenido del curso basico consiste en la asimilacion del con-
cepto del sistema de numeracion, incluyendo al sistema decimal, de operaciones
aritméticas, del método generalizado para la solucion de problemas aritméticos
y los elementos de geometria.

Uno de los defectos serios de la ensefianza contemporanea de las matematicas
consiste en el hecho de que, los alumnos no diferencian el nimero de la cifra, la
cantidad real de su fijacion en los signos. Ademas del curso propedéutico para
la superacion de estos defectos, se puede incluir el estudio de los sistemas de
numeracion con diferentes bases, hasta llegar al sistema decimal. El trabajo con
diferentes sistemas de numeracion, permite separar los aspectos formales y los
aspectos del contenido del concepto de niimero, para establecer las variantes de
la representacion simbolica de las magnitudes. Ademas, el concepto de medida
permite identificar el principio de la construccion y de la escritura de los nimeros
y considerar al sistema decimal de nameracion, como un caso particular. Esta
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introduccion da la posibilidad para formar el concepto de nimero, comprender
la simplicidad genial del sistema decimal y asimilar las operaciones aritmeéticas.

La asimilacion del concepto del sistema de numeracion incluye la formacion de
una serie de habilidades, la cual tiene que ser parte del curso propedéutico, donde
se considera el conocimiento previo de diferentes componentes del concepto de
sistema de numeracion. Como componentes del concepto sistema de numeracion
se incluyen las siguientes habilidades:

I Identificacion de la medida y de la formacion de grupos de objetos

1) ldentificacion de la medida del calculo. Determinacion del sistema de
numeracion segin la senalizacion de diferentes componentes.

2) Formacion de grupos de objetos en correspondencia con la medida.
Completar los grupos en correspondencia con la medida.

3) Ley de la formacion de la clase superior en cualquier sistema de nume-
racion en correlacion con la clase (posicion).

II. Escritura del nimero obtenido

1) Construccion de la red de clases en correspondencia con la medida
elegida.

2) ldentificacion de la cantidad de cifras en el sistema.
3) Construccion de la serie de ntimeros.

4) Escritura del namero.

lll. Reconstruccion de grupos y de diferentes elementos segiin su escritura
en la red de posiciones segun la medida senalada. Divisiones de objetos
agrupados.

IV. Comparacion de nimeros durante la agrupacion de cantidades iguales de
objetos a través de diferentes medidas

Después de la asimilacion de estas habilidades, se pasa gradualmente al sistema
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decimal de numeracion. La decena se considera como una medida nueva en la
que la medida anterior se incluye diez veces (nos referimos a la misma base de
uno). De manera similar se comprenden otras unidades y clases (posiciones). La
correlacion entre las clases participa como la relacion de las medidas. Sobre la
base del concepto de medida se introduce también la multiplicacion, en la que el
multiplicando participa como la medida y la diferencia entre los nimeros adyacentes
que se multiplican es igual a la magnitud de la medida. La identificacion del principio
basico del sistema y de las acciones relacionadas con él, simplifica mucho la ense-
fanza y la asimilacion de acciones con niimeros grandes, elimina las dificultades
para el paso al manejo de quebrados y de fracciones decimales, asi como de las
acciones con ellos y de la posibilidad para la utilizacion amplia de este principio.

Durante el estudio de sistema decimal de numeracion, nosotros partimos del hecho
de que, puede ser mejor asimilado si éste no se divide en sus partes constitutivas,
sino que se introduzca como el sistema de clases.

Como escribio A. S. Pchiolko, la simpleza genial del sistema decimal y el ritmo
decimal de su estructura, se asimilan facil y claramente solo cuando el mundo de
los nimeros grandes se despliega ante nosotros a grandes escalas. La unidad de
principio en la construccion de toda la multitud de nameros, se manifiesta con la
gran fuerza en la estructura de los nimeros grandes. Los detalles particulares de
este problema se pueden asimilar mejor sobre el fondo general. Desgraciadamente,
esto no se realiza en la ensenanza. A. S. Pchiolko relacionaba estas recomenda-
ciones con la ensenanza de la aritmética en el tercer grado pero, el estudio de los
ntmeros y de las operaciones con ellos, se inicia desde el primer ano de primaria.

No se puede mostrar el principio decimal, el principio de la posicion solo con dos
grados de nameros. La introduccion del sistema decimal da la posibilidad para
trabajar de inmediato con el principio general de operaciones de sumay resta, sin
determinar los medios dependientes de la magnitud y de la estructura del niimero.

El sistema descrito de ensenanza, permite eliminar las repeticiones y los errores
en el proceso de la ensenanza de la numeracion y de las operaciones, evitar
aquella asimilacion en la cual la habilidad particular participa como la regularidad
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general y la asimilacion de otras habilidades se da a través de la destruccion de
la habilidad asimilada anteriormente. La ensenanza de las operaciones a través
de la asimilacion del principio de construccion del sistema de numeracion, la
consideracion de las acciones como los medios que descubren las particularida-
des del sistema decimal, conducen a la formacion consciente de la técnica del
calculo. Las acciones generalizadas y la asimilacion del principio general de la
accion, se realizan solo, si desde el inicio mismo, los principios se aprenden y se
asimilan sobre diferentes bases. La formacion posterior de las generalizaciones
significa, psicologicamente, una sobre-ensenanza debido a que se forman las
generalizaciones particulares.

2. Organizacion de la asimilacion de conocimientos

por parte de los alumnos

Para la formacion de los componentes senalados se elaboro un programa de
ensenanza. No podemos presentar aqui con detalles todo el programa vy, solo
describiremos las orientaciones basicas del trabajo con los alumnos, sobre cada
uno de los componentes del curso. Debemos senalar ademas que, a pesar de que
los objetivos que se encuentran en tales componentes del curso son diferentes
y, de la existencia de un sistema especial de tareas para cada uno de ellos, la
elaboracion de componentes se realizaba paralelamente. De esta forma, el curso
propedéutico y el curso de logica, se realizaban no de manera secuencial, Sino
simultaneamente. Aqui también se realizaban las tareas sobre la asimilacion de
relaciones (igual, diferente, etc.). EI nimero y las operaciones con él, se introducian
a través de mediciones, después de una buena asimilacion de los componentes
mencionados. El nimero acumula en si todos estos conocimientos. Con el paso
a la asimilacion del concepto de nimero, el trabajo con las habilidades logicas y
simbolicas no termina sino que, gradualmente, pasa a niveles mas complejos de
la actividad, los cuales se consideran en las tareas de seriacion y clasificacion, asi
como en las tareas sobre la actividad de signos y simbolos (por ejemplo transmision
de la informacion expresada en un idioma a otro idioma, etc.).

Las tareas para la formacion de la actividad simbolica y del componente 16gico
incluyen el trabajo con las habilidades mencionadas anteriormente. EI incremento
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de la complejidad de las tareas se realiza no solo de acuerdo a las caracteristicas
formales (desde la identificacion de una o dos caracteristicas del objeto hasta la
identificacion de sus caracteristicas complejas, de uno o dos objetos hasta grupos
de objetos), sino también, al analisis por niveles de caracteristicas. Inicialmente, los
alumnos aprenden a identificar las caracteristicas y a codificarlas; posteriormente,
ante ellos se plantea la tarea de analizar las caracteristicas desde el punto de
vista de su caracter esencial para la determinacion del objeto. El trabajo se realiza
considerando lo relativo de las caracteristicas, tanto esenciales como no esencia-
les. Ademas, las tareas se diferencian una de otra porque constituyen el objeto
de analisis y de codificacion: ya sean los objetos mismos o sus caracteristicas,
los fendmenos o las relaciones, los procesos o las acciones. La complejidad de la
ejecucion de las tareas también se determina por la forma de su representacion
y, correspondientemente, por la forma de su resolucion. Durante la asimilacion
se utilizan ampliamente la matriz y la red de coordenadas, con el objetivo de fijar
en ellas las caracteristicas y las relaciones.

El contenido de las habilidades senaladas, dicta las exigencias especificas sobre
el material didactico indispensable para la formacion de los conocimientos. El
conjunto de figuras geomeétricas utilizado ampliamente para la ensenanza de la
identificacion de las caracteristicas y, durante la asimilacion de los conceptos
l6gicos iniciales, no tiene que participar como el medio didactico basico. EI pro-
blema no solo consiste en el hecho de que los bloques geométricos constituyen
el material purificado, que facilita y reglamenta la cantidad de caracteristicas
identificadas. Pero, el conjunto mismo de las formas, es muy limitado (circulos,
cuadrados, triangulos y rectangulos).

Es importante incluir la mayor cantidad posible de formas, y entre ellas, formas poco
usuales. La cantidad limitada de caracteristicas que se encuentran en el conjunto
de las figuras geométricas, conduce al analisis estereotipado de los objetos v, todos
los juegos logicos con estas caracteristicas, se formalizan y se memorizan rapida-
mente. La habilidad para identificar las caracteristicas de las figuras geoméiricas
y, para realizar las operaciones logicas con ellas, no significa que el alumno pueda
tan facilmente describir las caracteristicas de los objetos reales o de otros tipos de
material didactico. Asi, el primer objetivo es ampliar el conjunto de caracteristicas y
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utilizar material didactico muy semejante a los objetos reales. Ademas, es importante
que las caracteristicas de los objetos (durante la formacion de la habilidad para
identificarlas) no sean introducidas ni gradual ni consecutivamente sino, simulta-
neamente, es decir, el objeto tiene que considerarse a traves del conjunto de las
caracteristicas. Pondremos algunos ejemplos de estos tipos de tareas.

Establecimiento de relaciones espaciales

Tarea 1. A los ninos se les proporciona la red o matriz (figura 1), en la que se
colocan las figuras sobre la interseccion de las lineas. A ellos se les dice que hay que
pasar de una figura a otra (de una celda a otra), senalando con flechas cada una
de las celdillas. La cantidad de las flechas tiene que corresponder a la cantidad de
celdillas mientras que, la direccion de las flechas, a la orientacion del movimiento.

Inicialmente los ninos tienen que colocar las flechas en la matriz vy, después
reproducirlas entre las mismas figuras pero, fuera de la matriz. En el modelo se
muestra como tiene que ejecutar la tarea el alumno, moviéndose del rombo hacia
el cuadrado (en la matriz y después fuera de ella). El alumno ejecuta la tarea
siguiente de manera independiente, inicialmente colocando las flechas en la matriz

del [ ] hacia el A (—1] )y del A hacia O el (— | | ), reproduciéndolo
después entre las mismas figuras fuera de la matriz.

—ep1 > o> p phu .?I I(‘
A N A
* A ° @ ‘a
Figura 1 Figura 2

Tarea 2. Las tareas de este tipo tienen como objetivo establecer la formacion
de la habilidad para orientarse en el sistema de coordenadas: identificar la parte
superior derecha, la parte inferior derecha, la parte superior izquierda y la parte
inferior izquierda (figura 2). Para la ejecucion de la tarea se utiliza el sistema de
simbolos ( ﬁ»;:f “3 ) que corresponde a estas orientaciones. En las tareas
se les exige a los ninos que dibujen las frutas en la red de coordenadas. El lugar
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de cada figura se determina con una flecha representada cerca de las frutas.
Se presenta el modelo de ejecucion de la tarea. Finalmente, el alumno tiene que
dibujar un platano en la parte superior derecha, una manzana en la parte superior
izquierda, una pera en la parte inferior izquierda.

La mayor parte de las tareas se orienta a la formacion de habilidades para di-
ferenciar figuras cerradas y no cerradas, asi como lineas curvas o quebradas.

Tarea 3. Una de estas tareas se puede denominar encuentra la casa para la figura
(figura 3). Los alumnos tienen que colocar, en las celdillas, las figuras dibujadas
una sobre otra (en total hay cinco figuras y para facilitar la explicacion cada una
tiene su nimero correspondiente). Las senales que poseen las celdillas ayudan a
encontrar la celdilla para la figura: en el cuadrado superior izquierdo “viven” las
figuras no cerradas formadas por lineas curvas (N°. 3); en el cuadrado superior
derecho “viven” las figuras no cerradas formadas por lineas quebradas (N° 4,5);
en el cuadrado inferior izquierdo “viven” las figuras no cerradas formadas por
lineas curvas (N°. 2); en el cuadrado inferior derecho “viven” las figuras cerradas
formadas por lineas quebradas (N°. 1).

v o v <] | Agi
<~ |2
T AN IS U *3
Wa |4
] [lX]5

Figura 3

Se elaboro una gran cantidad de tareas para trabajar con los cambios de las
caracteristicas (ya sea cambiar la caracteristica en correspondencia con el
signo o determinar qué caracteristica cambio en el objeto y colocar el signo).
Este tipo de problemas, ademas de los objetivos de formacion de la orientacion
en las caracteristicas y, la determinacion de las interacciones logicas durante
los cambios de las caracteristicas en cadenas cerradas, posee un objetivo mas:
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preparar la introduccion del operador. La identificacion de esta funcion del
namero, normalmente produce ciertas dificultades en los alumnos. Inicialmen-
te, el incremento de la complejidad de las tareas, se realiza con el aumento
de la cantidad de caracteristicas que se tienen que cambiar. Asi, los alumnos,
orientandose sobre una caracteristica que tienen que cambiar en la figura
dada (por ejemplo, cerca de A se encuentra el signo para el cambio del &er)
, tienen que cambiar solo una caracteristica (por ejemplo, en el caso dado, en
lugar de un triangulo amarillo, tiene que estar un triangulo del mismo tamano,
pero de cualquier otro color). Ante el signo del cambio de la forma /K'se cambia
solamente la forma y se conservan otras caracteristicas: color, tamarno, etc.
Posteriormente, los cambios se realizan de acuerdo a dos o tres caracteristicas
(de acuerdo a los signos para los cambios). Ademas del color, de la forma y
del tamanio, también puede cambiar la posicion espacial del objeto, sus carac-
teristicas topologicas, etc.

Durante la seleccion de dichas tareas, es importante utilizar no (inicamente el
conjunto de figuras geometricas, con cuyas operaciones se asimilan rapidamente,
sino también, dibujos de objetos y de animales cada uno de los cuales, ademas
de las caracteristicas de la forma y del color, posee también otras. Después de
la asimilacion de las habilidades para cambiar las caracteristicas de objetos ais-
lados, se les proponen a los alumnos tareas similares en cadenas cerradas, en
las que antes de cambiar las caracteristicas y colocar los signos correspondientes
se tiene que ver si éstas se contraponen o no a otros elementos de la cadena.
Mostraremos esto en el siguiente ejemplo.

Tarea 4 (figura 4). A los ninos se les propone una tarea en la que, los juguetes
dibujados forman un circulo con ayuda de flechas con orientaciones determinadas.
Sobre cada una de las flechas se coloca el signo para el cambio. Asi, enire las
tortugas (N°. 1 y N2. 2) se coloca el signo para el cambio de la posicion espa-
cial @ , el cual corresponde con sus diferentes posiciones espaciales. Entre la
tortuga N°. 2 y el carrito N°. 3 se encuentra el signo para el cambio de la forma
(la forma de estos juguetes es diferente). Ademas, (N°. 4) el dibujo de un carrito
igual, se diferencia del N°. 3 por el color. Los alumnos tienen que colocar en el
circulo punteado, el signo con el cual cambia el juguete (¥ ). La Gltima y mas
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compleja tarea es colocar los signos en el tltimo eslabon de la cadena, comparando
las caracteristicas segiin las cuales se diferencian los juguetes (color y forma).

%/-@«\@
ARR Y-

Figura 4

Para la formacion de las habilidades para identificar las relaciones espaciales, también
se utilizan las tareas en las que, orientaciones de las flechas entre dos dibujos, son
bidireccionales. Los alumnos tienen que reproducir las orientaciones vy, el dibujo de
las flechas, entre los objetos aislados apoyandose en el esquema de sus posiciones.

El siguiente es un ejemplo de esta tarea

A la izquierda se presenta el esquema de la posicion de las “casas” en donde
viven la gata, el perro y el ave. Entre las casas hay caminos de diferentes colores
y orientaciones. A la derecha estan dibujadas las mismas casas en pares y en
diferentes combinaciones. Utilizando el esquema de la posicion de las casas, hay
que dibujar las flechas de diferentes colores y orientaciones que, muestren como
se puede caminar de una casa a otra. Se presenta el modelo (con la ejecucion
de las dos lineas de la tarea en la figura 5).

BT ‘e
.MA
A =
° =
u A
A [

Figura 5
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Ademas de la organizacion de la actividad para la identificacion de las caracte-
risticas, la formacion del componente l0gico se realizaba, basicamente, en tareas
que presuponian la utilizacion de axiomas y de operaciones logicas (seriacion,
clasificacion y conservacion). Las tareas se diferenciaban entre si por la utilizacion
del axioma y de la operacion que requiere la ejecucion de la tarea. El aumento de
su complejidad se lograba gracias al incremento de la cantidad de las caracteris-
ticas que se cambiaban, asi como gracias a la complejidad de la distincion de
las caracteristicas que participaban como base para estos cambios. Pondremos
un ejemplo de la tarea de seriacion, en el que se presenta una serie-conjunto
de figuras (N°. 1). Estas figuras forman una fila. Partiendo del lugar que ocupa
cada figura en esta fila, se deben colocar las figuras faltantes en las filas (2 y 3),
las cuales forman parte de la serie completa (Figura 6).

HOOOHOUOD
OO OO

Figura 6

Para encontrar la figura faltante en la fila N°. 2, el alumno tiene que ver la figura
que sigue. En este caso es una estrella (antes de ésta hay un circulo vacio el cual
se tiene que completar). El alumno tiene que encontrar la estrella en la serie (fila
Ne. 1) y ver qué figura esta antes de ella (circulo doble). EI alumno tiene que
dibujar esta figura en el circulo vacio. Para verificar la eleccion correcta de la
figura es necesario verificar la coincidencia con otras figuras (en el caso dado con
la primera). De manera similar se elige la figura en otra fila (N2 3 en el circulo
vacio tiene que estar la estrella).

Las tareas para la clasificacion presuponen no solo la formacion de esta ope-
racion con el conjunto de sus componentes, sino también, de las habilidades
para resolver tareas de clasificacion y seriacion simultaneamente, asi como
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las habilidades para pasar de unos medios de representacion de clases y de
relaciones a otros.

Como ejemplo pondremos la tarea de clasificacion de acuerdo a dos caracteristicas
(se utiliza la tabla de arriba).

Los alumnos reciben la tabla, en la que se senalan las caracteristicas: arriba -
tazas de diferentes colores; a la izquierda - platos con diferentes dibujos. Los
alumnos tienen que completar la tabla dibujando la taza o el plato con colores
0 dibujos determinados. Se presenta el modelo para la ejecucion de la tarea,
colocando la taza y el plato con color y dibujo determinados donde se cruzan las
lineas vertical y horizontal (Figura 7).

Conjuntamente con las tareas de clasificacion y de seriacion, los alumnos ejecutan
tareas de conservacion. Estas tareas se dirigen a la formacion de la compren-
sion del hecho de que, la misma cantidad de liquido (0 materiales como arena,
arroz, etc.), al vaciarla en recipientes de diferentes formas, conserva su cantidad
pero cambia su nivel. Tareas similares se aplican para la medicion de las areas,
etc. Veamos un ejemplo. A los alumnos se les propone la tarea, en la que dos
cantidades iguales de leche (de un litro cada una) se vacian en recipientes de
diferentes formas. Se tiene que comparar el contenido de estos recipientes; co-

locar los signos de comparacion, senalando las caracteristicas segln las cuales,
se realiza la comparacion (cantidad, nivel, etc.) (Figura 8).

Figura 7
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Figura 8

La formacion de los conocimientos y de las habilidades matematicas generales,
se realizaba con ayuda de tareas para el establecimiento de la correspondencia
mutua de los elementos y para la medicion de las magnitudes. Estos ejemplos no
se presentan en este capitulo, debido a que, por un lado, muchos de éstos tienen
poca diferencia con las tareas utilizadas en la practica de la ensenanza, y por
otro lado, estan descritas detalladamente en nuestras publicaciones.

Pondremos un solo ejemplo de la tarea de comparacion de dos grupos de objetos
de acuerdo a diferentes caracteristicas, incluyendo la comparacion de cantidades
de elementos de diversos conjuntos y su igualacion posterior.

Se tienen que comparar dos grupos de globos y anotar los signos de las caracte-
risticas de acuerdo a las cuales se parecen (junto con el signo =) y de acuerdo
a las cuales éstos se diferencian (junto con el signo #). ¢De acuerdo a qué ca-
racteristicas se pueden igualar estos grupos y como se puede hacer? (Figura 9).

20

iz

Figura 9

Conjuntamente con las exigencias que se refieren al trabajo, con cada uno de los
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componentes, la organizacion del proceso de asimilacion de los conocimientos se
somete a los principios generales —que queremos mostrar con el material- de la
formacion de conocimientos y de habilidades en la parte basica del curso.

El proceso de asimilacion del contenido del curso, se apoya en la teoria psicologica
de la formacion de conocimientos y de habilidades por etapas. De acuerdo a esta
teoria, la asimilacion de conocimientos nuevos tiene que iniciar, con la organizacion
de la actividad objetal con objetos reales o con sus sustitutos; posteriormente,
es necesario pasar esta actividad a nivel intelectual, a través de la utilizacion de
signos y simbolos. Ademas, se dirige gran atencion al desarrollo del lenguaje del
nino; con este objetivo se utiliza ampliamente el trabajo grupal. Mostraremos la
organizacion de la actividad objetal con la formacion del concepto de niimero y de
las operaciones aritméticas. Las exigencias de la materializacion de la accion se
realizan de tal forma que, la asimilacion de todos los conocimientos matematicos
se efectiia a traves de las acciones con los objetos reales o con sus modelos.
Asi, durante la asimilacion del principio decimal, de la estructura del nimero, de
las operaciones de adicion y de sustraccion y de otros conocimientos, desde la
primera hasta la dltima sesion, los alumnos trabajan con material concreto en la
red de posiciones de los nlimeros.

La red de posiciones de los nameros siempre esta presente en el pizarron del
maestro y, sobre la mesa del alumno durante el trabajo con nuevo material, para
la ensenanza del sistema de numeracion. En la red de posiciones de los nimeros
se trabaja con todas las posiciones basicas relacionadas con la numeracion y
con la asimilacion de las operaciones aritméticas. Se presta especial atencion
al trabajo con objetos reales en la red de posiciones de los niameros y, al paso
de una medida a otra, lo cual necesariamente se acompana por la escritura de
las cifras. De acuerdo a nuestra opinion, el abaco, que se recomienda en los
manuales didacticos para la explicacion del principio decimal con la utilizacion
de diferentes simbolos, para la representacion de las unidades de cada clase
(por ejemplo circulos de diferentes colores), es mas (til en las etapas posteriores
de la ensenanza debido a que, los simbolos no descubren el significado de las
interrelaciones entre las clases de nameros y del paso de una fila a otra fila;
cada fila utiliza sus propios simbolos. El abaco se puede utilizar efectivamente solo
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durante la etapa posterior. Las tareas para la estructura de los nimeros, para la
transformacion 'y la division de las medidas, etc., durante mucho tiempo se han
ejecutado solo con apoyos materializados. Nosotros prestamos gran atencion al
trabajo con el principio decimal y, asi garantizamos la asimilacion consciente de
las operaciones de adicion y de sustraccion, con el paso por las clases (filas) de
nimeros. Con el estudio de este tipo de operaciones se inicia la ensefanza de
las operaciones matematicas. Solo asi se pueden formar los habitos completos
del calculo: cuando los alumnos comprenden el principio de la estructura del
nimero y de las interrelaciones entre las clases de niimeros.

La forma materializada de la accion se facilita de manera significativa durante el
proceso de asimilacion. Esta forma descubre la logica y el contenido de la accion.
Todas las condiciones se manifiestan en el plano externo, el alumno no necesita
guardar en su interior el objeto y el sistema de operaciones; no es necesario me-
morizar previamente la accion para su posterior ejecucion. Asi, durante la adicion y
la sustraccion de nameros con el paso por la clase, el sumando o el sustraendo se
dividen en sus componentes de manera concreta. Estos componentes corresponden
a la secuencia posterior de las operaciones. Todo esto se fija en forma material
hasta que desaparecen las dificultades relacionadas con el paso por las clases.

Por ejemplo:

%-T= %+
\ \
5 2 4 4

En este caso, el “7” se divide en el componente “5”, que corresponde a la primera
operacion intermedia, y en el componente “2”, que corresponde a la segunda
operacion intermedia.

Posteriormente, algunas operaciones intermedias ya no requieren de la fijacion
material; por ejemplo, en este caso, el “8” ya no es necesario dividirlo en sus
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componentes y anotarlo. Esta operacion ya puede realizarse sin apoyos externos y
gradualmente se eliminan la fijacion material de todas las operaciones intermedias.
Pero para algunos alumnos todavia se conserva el habito de subrayar las mismas
clases de nimeros en los componentes de la operacion.

Por ejemplo:

32 + 2=

Este habito de subrayar, conjuntamente con la regla (“la operacion se puede
realizar solo con nameros obtenidos a través de la misma medida”™), constituye el
medio que facilita las operaciones de accion o de sustraccion.

Una de las exigencias de la teoria de la formacion de las acciones intelectuales
por etapas, es el caracter desplegado de la accion durante sus primeras etapas,
en correspondencia con el nivel de preparacion de los alumnos.

Los estudios acerca de la formacion de las acciones mentales mostraron que, en
cualquier tarea se puede identificar y presentar a los alumnos, el sistema de las
condiciones que garantizan de inmediato la ejecucion correcta de la tarea. Estas
condiciones consisten en lo siguiente: los alumnos, ademas del modelo de la ac-
cion, obtienen también las orientaciones que garantizan la ejecucion correcta de
la tarea. Ademas, si durante la ejecucion el alumno comete errores esto significa
que, alguna parte de las condiciones, no se incluyo en el sistema de orientaciones.

Con este objetivo, es necesario dividir la accion en las operaciones que sean ne-
cesarias para que, el alumno ejecute la accion de manera independiente, después
de la explicacion del maestro. Este caracter desplegado prolonga el tiempo de la
ensenanza solo durante las primeras etapas, pero, el aprendizaje se convierte en
un proceso consciente y con sentido, debido a que descubre la logica objetiva
del proceso. Durante las primeras etapas de la ensenanza, es necesario cuidar la
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asimilacion consciente del material, desplegando al maximo todo el proceso. Asi
por ejemplo, el calculo, en grupos, normalmente se realiza con una denominacion
secuencial de los nameros: 0, 3, 6, 9, etc., lo cual ya constituye el resultado de
una operacion perfeccionada; en nuestro programa, el trabajo con el calculo en
grupos se realiza a través de las operaciones: 0, 3... ¢Como se obtuvo el 3?2 (0
+ 3 =3), y lo mismo en el orden inverso: 9, 6... ;Como se obtuvo el 62 (9 - 3
= 6), etc.

El trabajo con el calculo en grupos se realiza no verbalmente, sino con el modelo
de la serie de nameros. De acuerdo a la asimilacion, el calculo en grupos pasa a
nivel oral, pero, inicialmente, con la conservacion de las operaciones aritméticas
desplegadas como la base para obtencion de cada namero posterior. Despueés,
el calculo se realiza de manera reducida. El regreso posterior a las operaciones
aritméticas tiene un caracter de control. En nuestro programa experimental, la
sustraccion, con el paso por la clase se realiza a través de la ejecucion de todas
las operaciones intermedias y, a través de su fijacion material: la resta de las
unidades libres, la ocupacion de la clase posterior (“lo que se lleva”), su paso y
division de la unidad en las unidades de la clase correspondiente, la resta de las
unidades restantes, etc.

Por ejemplo:

10 10 14 15
3 0 7 4 5 5
1 6 9 —2 7 8

Esta fijacion de todas las operaciones intermedias ayuda a comprender el principio
de la operacion, facilita la realizacion de estas operaciones y permite, no guardar
en la memoria, todos los datos numerales sino tenerlos ante los ojos.

Durante la asimilacion del material, las operaciones intermedias dejan de fijarse
y solo se pronuncian (se denominan). Gradualmente también se elimina esta
pronunciacion y, la operacion, reduciéndose, adquiere un caracter cada vez
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mas intelectual. Asi, posteriormente, no se debe realizar el calculo en grupos de
manera tan desplegada ni realizar las operaciones de adicion y de sustraccion
dividiéndolas en todas sus operaciones intermedias. Gradualmente las operaciones
intermedias desaparecen.

Durante el trabajo para la asimilacion de los conceptos por etapas, es nece-
sario considerar lo siguiente: no se puede automatizar la accion durante las
etapas intermedias de su asimilacion, de otra forma puede surgir una fijacion
indeseable de la accion en el nivel mas inferior. Por ejemplo, puede fijarse
el calculo a través de palitos (etapa de la accion materializada). Es necesario
pasar al alumno al siguiente nivel del aprendizaje en el momento, cuando la
accion durante la etapa dada, se realiza facil y rapidamente, aunque no haya
llegado hasta su automatizacion.

3. Resultados de la ensenanza

Durante muchos afnos se verificaron experimentalmente diferentes variantes de
este programa en las escuelas de las ciudades de Mosc, Izhevsk, Simferopol,
Kolomna, etc. Durante los dltimos anos, el curso propedéutico se aplica am-
pliamente, en los altimos afnos de jardines de nifios en las ciudades de Mosctl,
Simferopol, Kolomna.

La aplicacion constante del programa en la ensefianza de las matematicas ha
mostrado su alta efectividad.

El curso propedéutico de logica, durante el primer ano de la ensenanza escolar
permite a los alumnos, no solamente ejecutar correctamente las tareas con las
operaciones logicas (seriacion, clasificacion y conservacion de la magnitud y
de la cantidad), explicando los criterios identificados, sino también, ejecutar co-
rrectamente todas las tareas relacionadas con el concepto de nimero y con las
diferentes bases de los sistemas de numeracion.

La realizacion del curso propedéutico de los simbolos en la ensenanza, mostro
que los ninos se forman los conocimientos matematicos completos, con la division
exacta del plano del contenido y de la forma de su representacion y, con las ha-
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bilidades para operar con signos y simbolos, para expresar el mismo contenido
a través de diferentes medios, es decir, se forman los conocimientos polimodales
orientados hacia el sentido y no hacia los aspectos formales. Se puede considerar
como resultado importante el hecho de que, ademas de los conocimientos mate-
maticos, los ninos adquieren la habilidad para determinar, independientemente, el
sentido de la tarea y organizar la actividad de su ejecucion. Se observaron buenos
efectos en el desarrollo intelectual, pero sobre todo, en los siguientes aspectos:
en la creatividad, en el plano de las acciones internas y, en la formacion de los
intereses cognoscitivos.

En el curso de matematicas basicas, la introduccion de los simbolos y el trabajo
constante con el aspecto de la “realidad vy los simbolos que la determinan”,
fueron indispensables para la formacion de los conceptos completos y para
la division del plano del contenido y del plano de su representacion, debido
a que en las matematicas, a partir de las primeras etapas de su ensenanza,
los simbolos se utilizan ampliamente. EI curso propedéutico de los simbolos
y el trabajo con las regularidades semioticas, posteriormente proporcionan
grandes posibilidades para la aplicacion independiente de los simbolos v,
para descubrir la realidad y las relaciones matematicas que se encuentran
detras de los simbolos.

La realizacion del curso basico mostro que el programa dado forma en los
alumnos buenos niveles, tanto en lo referente a los conocimientos teoricos, como
a las técnicas del calculo. Los alumnos asimilan correctamente las interrelaciones
entre las clases de los niimeros, el paso de los nimeros a través de las clases
y su representacion en las unidades de las diferentes clases. Ellos pueden de-
terminar, tanto en forma oral como escrita, la estructura de cualquier namero
sefialando sus clases y sus unidades. El trabajo se realiza correctamente con las
operaciones de la adicion y de la sustraccion, con y sin el paso a travées de las
clases, con cualquier nimero de manera oral y escrita.

Se establecen las dependencias entre los componentes en forma generalizada.
Ademas, los alumnos pueden encontrar no solamente los componentes, sino
también, los cambios de los resultados de la operacion en dependencia de
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los cambios de los datos (de las condiciones). Los alumnos operan libremente
con las formulas y las letras; como se observo, para ellos no tiene significado
especial, la forma (letras o niimeros) en la cual se tiene que representar una
u otra dependencia.

Ademas de los habitos del calculo cuyos indicadores son las operaciones con los
nameros de cualquier clase, en los alumnos, se forma la aproximacion matematica
a la determinacion de las relaciones cuantitativas reales. Debido a que las bases
de la ensenanza son las operaciones con cantidades reales y con los simbolos o
los esquemas, los alumnos siempre pueden realizar el paso hacia cualquier direc-
cion: de los niimeros hacia los objetos reales (reproducir la situacion objetal que
corresponde a las representaciones escritas y, a la inversa: expresar la situacion
concreta a travées de la formula con letras o con nimeros). Las habilidades para
determinar verbalmente el medio elegido de la resolucion, constituyen el indicador
de alto nivel de la asimilacion consciente.

Finalmente, quisiéramos dirigir la atencion a la relacion de alumnos con el proceso
de ensenanza, al interés hacia el proceso de su aprendizaje. En su tiempo, A. 1.
Markushevich, analizando las causas de las dificultades para la asimilacion de las
matematicas sefnalo que, lo mas importante es la imperfeccion de la organizacion
misma del trabajo de la ensefianza y de la educacion: “movilizar el interés de los
alumnos significa resolver _ partes del problema”. El problema de la organiza-
cion del interés de los alumnos no es causal. El proceso de aprendizaje posee
un caracter aburrido y poco interesante para los alumnos debido a: la seleccion
de tareas homogéneas, la utilizacion de maiterial invariable, el reforzamiento de
una memorizacion mecanica y la pérdida de tiempo para la memorizacion de las
tablas de la suma, de la multiplicacion, de la division, etc. Sabemos que durante
todo el primer ano de primaria, los escolares solucionan ejemplos con operacio-
nes que no rebasan el namero 20; pero debemos senalar que este ano es muy
importante para la formacion de las actitudes hacia los estudios, debido a que los
alumnos se enfrentan, por primera vez, a nuevas formas de actividades y como lo
muestra la practica, estas primeras impresiones juegan un papel determinante.
Las diferencias observadas en los conocimientos de los ninos que ingresan a
la primaria (algunos no pueden asimilar los nombres de las cifras, mientras
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que otros pueden calcular facilmente no solo usando hasta el niimero 20 sino,
incluso, hasta el namero 100 realizando operaciones de adicion y de sustrac-
¢ion), asi como el sistema de ensenanza prevaleciente, decrementan el interés
hacia el aprendizaje en la gran mayoria de los alumnos. Por ello es que en los
trabajos didacticos se presta especial atencion a la organizacion de la actividad
de los escolares.

La realizacion del programa descrito en la practica de la ensenanza mostro
que, en los alumnos surgen intereses estables hacia la ejecucion de las tareas.
La estructura de la ensefianza, a través de la introduccion de los principios
generales, conduce a la asimilacion consciente del material. La presentacion
de diferentes tareas (y no de ejemplos invariables) a los alumnos despierta su
interés para la solucion de las mismas debido a que, cada vez, se requiere de
nuevos medios para su resolucion.

La participacion activa de los alumnos durante las sesiones, la alta productividad
de su trabajo, la creacion independiente de diversas tareas fuera de la escuela
(en casa o en grupos sin participacion del maestro), demuestran la aparicion de
los intereses cognoscitivos hacia las matematicas.

La estructura de esta materia escolar y la organizacion de su proceso de ensefian-
za, determinan la motivacion hacia el aprendizaje (ya sea que surja la necesidad
para la organizacion constante de la motivacion de los alumnos o, que surja un
interés estable, hacia el aprendizaje).

De esta forma los resultados de la ensefianza, de acuerdo al programa descrito,
proporcionan bases para considerar que, ya durante la etapa inicial de la ense-
flanza, se pueden introducir los conceptos matematicos en correspondencia con
la l6gica y garantizar asi la asimilacion a través de la organizacion de la actividad
de los escolares por etapas. Asi se establece la posibilidad de superar la ruptura
entre la escuela primaria y la ensenanza escolar posterior. EI cambio del proceso
de ensefnanza, no solamente incrementa la cantidad de los resultados de la misma
sino que, también cambia la propia relacion de los escolares hacia los estudios,
creando un interés estable para la materia escolar.
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4. Programa de ensenanza de las matematicas
(Escuela primaria I-V)
Primer ano (170 horas, 5 horas semanales)

. ldentificacion de las caracteristicas de los objetos y su codificacion

La descripcion de los objetos de acuerdo al conjunto de sus caracteristicas y
su fijacion en los simbolos. La comparacion de los objetos de acuerdo a sus
caracteristicas. La identificacion de las caracteristicas esenciales y no esenciales.
La codificacion (decodificacion) de operaciones con caracteristicas (negacion
de caracteristicas, cambio de caracteristicas, establecimiento de la secuencia
de las operaciones).

Il. Relaciones entre los objetos y entre los conjuntos de objetos

El establecimiento de las relaciones de equivalencia entre los objetos y los conjuntos
de objetos (seglin una o varias caracteristicas): las caracteristicas cualitativas (tener
la misma forma, color, etc.), las relaciones “igual”, “desigual”, “mas”, “menos”. El
establecimiento de las relaciones de equivalencia entre los niameros (3 =2 + 1).

La orientacion en la matriz. La determinacion de la posicion del objeto en la matriz.

La construccion de cadenas consecutivas de relaciones entre los objetos. El es-
tablecimiento de relaciones de orden entre los niimeros.

Ill. La correlacion de los elementos de los conjuntos como uno de los medios para
el establecimiento de la equivalencia
La correlacion de los elementos de los conjuntos; la operacion de la ordenacion
de los elementos de diferentes conjuntos para la determinacion de las correlacio-
nes y de su secuencia. La comparacion de los conjuntos; el establecimiento de
su equivalencia con la formulacion de los resultados de la comparacion: “tanto
como”, “mas - menos”, “tantas veces mas - menos”. La utilizacion de senales
como sustituto de los elementos de los conjuntos para la comparacion de éstos
seglin las cantidades: la comprension de la senal como el elemento sustituto
del conjunto; el cambio de cada elemento por la senal; el establecimiento de
correlaciones mutuas entre las sefiales de diferentes conjuntos; la comparacion
de las series de senales; la formulacion de los resultados de la comparacion
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de los conjuntos reales sobre la base de la correlacion de las senales y de la
comparacion de las series. La igualacion de las cantidades de los elementos
de los diferentes conjuntos a traves de 2 medios: eliminacion de los elementos
sobrantes de los conjuntos grandes y suma de los elementos faltantes en los
conjuntos pequenos. EI complemento de los conjuntos: encontrar los objetos
correspondientes de acuerdo a diferentes caracteristicas (funcion, etc.) en
diferentes conjuntos.

IV. Seriacion

La identificacion de la caracteristica (una o mas) durante los cambios de sus carac-
teristicas en la serie de los objetos o de las figuras. La construccion de las series de
objetos de acuerdo a su caracteristica cambiante. La construccion de la figura en
correspondencia con el principio identificado de los cambios seriales de la figura.

V. Clasificacion

Habilidad para formar clases de objetos; la identificacion de la base para la
formacion de grupos; establecimiento del concepto generalizado para los grupos
de objetos y la determinacion de éste con un simbolo; la identificacion de las
caracteristicas esenciales y no esenciales de los objetos y de la base para la
clasificacion; cambio de las bases para la agrupacion, es decir, la formacion de
diferentes clases de los mismos objetos; la clasificacion dicotomica, la negacion
del concepto; la clasificacion de acuerdo a dos 0 mas caracteristicas; la limitacion
del concepto y la generalizacion del concepto.

VI. Medicion de magnitudes

La eleccion de la magnitud para la medicion; la eleccion de la medida correspon-
diente a la magnitud que se mide: el caracter adecuado (que se puede medir con
qué), la comodidad; el proceso de medicion (exactitud, finalidad de la accion,
la obtencion del resultado con lo restante, sin lo restante); la comprension de
que la senal es el sustituto de un paso de la medicion; el conjunto de senales
es el sustituto de la magnitud que se mide, es decir, el nimero. La comparacion
de magnitudes: qué magnitudes se pueden comparar; ante la medida se puede
realizar la comparacion. La comprension de la imposibilidad de comparacion
de los resultados obtenidos, a través de la medicion con medidas diferentes
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ante diferentes cantidades de senales; el método de comparacion a través de la
correlacion mutua de las senales. La dependencia entre la magnitud, la medida
y la cantidad de senales obtenidas como resultado de la medicion: durante la
medicion de la misma magnitud a través de diferentes medidas, hay mas senales
donde la medida fue menor; durante la medicion de la misma magnitud a través
de diferentes medidas, la medida es mayor donde hay menos sefales; si durante
la medicion de diferentes magnitudes, a través de diferentes medidas, se obtuvo
la misma cantidad de senales, entonces la magnitud sera mayor donde sea mayor
la medida. La introduccion del nimero 1 como la relacion de la magnitud con la
medida; el cero como el inicio de la medicion.

VII. Sistemas de numeracion

La identificacion de la medida para el calculo. La formacion de grupos de obje-
tos, en correspondencia con la medida y la escritura del namero obtenido en la
red de las posiciones de los nimeros. La agrupacion en correspondencia con la
medida. La identificacion de la cantidad de cifras en el sistema. La determinacion
del sistema de numeracion de acuerdo a sus componenies estructurales.

Segundo ano (170 horas, 5 horas semanales)

I. Relaciones logicas entre los objetos y los conjuntos

1) La descripcion de objetos seglin el conjunto de caracteristicas y su fijacion en
simbolos. La comparacion de objetos seglin sus caracteristicas. La identificacion
de las caracteristicas esenciales y no esenciales. La codificacion (decodifica-
cion) de operaciones con caracteristicas: la negacion de la caracteristica, el
cambio de la caracteristica y la secuencia de operaciones.

2) La comprension y la utilizacion de axiomas:
a) si A =B, entonces B=A
b) si A=ByB=C, entonces A=C
¢c) si A>B, entonces B <A
d) si A>ByB>(, entonces A> C.

3) La resolucion de problemas relacionados con la inclusion de clases, la exclusion
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de los elementos no relacionados con la clase; la mezcla de clases. La resolucion
de problemas sobre seriacion y clasificacion simultanea. El paso de unos medios
representativos a otros (esquemas). La comparacion de nimeros durante la
agrupacion de cantidades iguales de objetos a traves de medidas diferentes.

IIl. El nimero

1. El cero como caracteristica del conjunto vacio. La regla de la formacion de
la serie de los nameros naturales (n = 1). El nimero anterior y posterior. La
construccion de cualquier niimero anterior y posterior en forma general. La
adicion y la sustraccion (con la utilizacion del 0 : 0 £ niimero, nimero + 0).

La formacion de los nameros del 4 al 10 (de acuerdo a la regla n = 1). El estable-
cimiento de las relaciones entre el niamero nuevo y el namero conocido. El calculo
ordinal y cardinal directo e inverso de cualquier miembro intermedio de la serie.

Caracteristicas de la serie de nimeros. EI segmento de la unidad (medida). Los
nimeros del cero al infinito (semi-recta).

La estructura del niamero (a través de la adicion y de la sustraccion, oral y escrita).
La multiplicacion y la division hasta el nimero aprendido.

Las leyes aritméticas (cambios y combinaciones) de la adicion y de la multipli-
cacion. La independencia de los resultados del calculo de los objetos del orden
del conteo. El calculo por unidades y por grupos (de 2, de 3, de 4, de 5). El
concepto de nimero: pares e impares. La correlacion entre la magnitud, la
medida y el namero. La dependencia del niimero de la magnitud, de lo que se
mide y de la medida del calculo. La determinacion de la cantidad de acuerdo
al nimero y a la medida.

2. La ley de la formacion de la posicion del nimero en cualquier sistema de
numeracion. Las correlaciones entre las posiciones de los ntimeros. La cons-
truccion de la red de posiciones de los niimeros, en correspondencia con la
medida elegida y, la escritura del nimero. La reconstruccion del nimero de
acuerdo a su escritura en la red de posiciones, tanto por las medidas de los
grupos, como por elementos aislados.
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El principio del sistema decimal de numeracion. La necesidad de introducir una
medida mayor. La decena como una nueva medida del calculo.

El significado de la posicion de la cifra y la introduccion de la red de posiciones
(concepto de la posicion de la cifra). El nimero, la cifra y la medida (las centenas
y las decenas como denominaciones de las diferentes medidas). La explicacion
de la denominacion de los “niimeros de dos y de tres cifras”.

3. La adicion y la sustraccion. La escritura lineal. La denominacion de los com-
ponentes de la adicion y de la sustraccion. La adicion y la sustraccion oral
de nameros de dos cifras. Los métodos para la realizacion del calculo oral
(durante el paso de las decenas). La utilizacion de las leyes aritméticas (cam-
bios y combinaciones) de la adicion. La adicion y la sustraccion con el paso,
a traves de la clase (posicion), con nameros de dos 0 mas cifras.

La identificacion de uno de los sumandos a partir del resultado vy, del otro
sumando. La representacion de la dependencia entre los componentes de la
adicion en forma general. La determinacion del minuendo a partir del sustraen-
do y del resultado y, del sustraendo a partir del minuendo y del resultado. La
representacion de la dependencia entre los componentes de la sustraccion en
forma general. EI cambio de los resultados de las operaciones en dependencia
de los cambios de los datos.

La adicion y la sustraccion escritas. Los casos de la adicion y de la sustraccion.
La adicion y la sustraccion de nimeros denominados y representados a traves
de las medidas métricas.

Ill. Problemas

La reconstruccion de la situacion objetal. El analisis de los textos. La identificacion
de los componentes del problema. El establecimiento de las relaciones entre l0s
componentes del problema.

IV. El curso propedéutico de geometria
1. Laidentificacion de las relaciones espaciales entre los objetos y la orientacion
en el sistema de coordenadas:
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a) A la izquierda, a la derecha )
4

b) Arriba, abajo

¢) La simetria

d) La direccion /v

2. La determinacion de la posicion:

a) En el sistema de coordenadas

b) En la matriz rectangular

0 1 2 3 4 5
Los movimientos en la matriz y en el sistema de coordenadas (problemas directos
e inversos).
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La linea recta. La longitud del segmento. Las unidades de longitud. Las co-
rrelaciones entre las unidades de longitud. La linea quebrada. La longitud
de la linea. El triangulo. El perimetro del triangulo. El rectangulo. El poligono.
La division de las figuras geométricas en partes. Las figuras formadas de
partes iguales.

Problemas no estandarizados (el tangram y el pentamimo). Las construcciones
de los objetos de acuerdo a los modelos.

Tercer ano (170 horas)

I. Las relaciones logicas entre los objetos y los conjuntos

1.

La equivalencia y las relaciones: (=), desigual (#) (segun las diferentes carac-
teristicas).

Las desigualdades. Las relaciones: mas - menos (>, <) segun las diferentes
caracteristicas.

La simetria entre los elementos de los conjuntos y entre los conjuntos.
La transitividad: a) igualdades, b)desigualdades.

La utilizacion de la transitividad y de la simetria durante la solucion de pro-
blemas verbales (textos) para las relaciones entre los objetos.

La seriacion y la clasificacion en los problemas con textos. La utilizacion de
las operaciones logicas.

a) La utilizacion y la elaboracion independiente de los esquemas, de los dia-
gramas y de las graficas.

b) La utilizacion de la teoria de los conjuntos durante la solucion de problemas
para la identificacion de la clase () ,U, Q)

¢) Problemas no estandarizados.

II. El nimero

1.

El niimero como la relacion de la magnitud con la medida. La formacion de la
serie n. Las caracteristicas de la serie de niimero. Los sistemas de numeracion.




LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LA ESCUELA PRIMARIA

La identificacion de la medida para el calculo. La formacion de los grupos de
objetos en correspondencia con la medida y, con la escritura del niimero obtenido
en la red de posiciones. La agrupacion en correspondencia con la medida. La
identificacion de la cantidad de cifras en el sistema y la construccion de la serie
de nimeros. El trabajo con la ley de la formacion de la clase en cualquier sistema
y, con las correlaciones entre las clases.

2. La introduccion a la teoria de los conjuntos:
La union,

La interseccion,

La resta,

El complemento.

Los ejemplos simples y los problemas para las operaciones con diferentes con-
juntos (incluyendo matrices rectangulares).

3. El paso a las decenas. La aproximacion. La valoracion previa de los resultados
de la operacion.

4. La adicion y la sustraccion como el paso de la teoria de los conjuntos a las
operaciones con nimeros: a) en el sistema decimal de numeracion, b) en
otros sistemas de numeracion.

5. Las ecuaciones y las desigualdades simples.

X+1=3
X<3
4<5<6

6. El establecimiento de las relaciones:
a) las equivalencias (=, -)
b) las desigualdades (>, <) entre los niimeros y sus representaciones.

La construccion de la red de posiciones en correspondencia con la medida
elaborada y la escritura del nimero. La reconstruccion de los nimeros segin
la escritura en la red de posiciones, de acuerdo a la medida de los grupos y de
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los elementos aislados. La determinacion del sistema de numeracion de acuerdo
a cada uno de sus componentes. La comparacion de los nimeros durante la
agrupacion de cantidades iguales de objetos con diferentes medidas. El paso de
la escritura del nimero, en cualquier sistema, al decimal. La division de grupos
de objetos. La adicion y la sustraccion con el paso por las clases.

La demostracion del principio de posicion -en el sistema decimal de numera-
cion- con cualquier namero. Las clases y las posiciones en el sistema decimal
de numeracion.

Las reglas de la lectura y de la escritura de cualquier nimero. Los ejercicios para
lectura y la escritura de cualquier niimero. La estructura del namero. El calculo
ordinal y cardinal, directo e inverso a partir de cualquier namero. El calculo por
grupos, directo e inverso a partir de cualquier namero y, en cualquier clase. La
comparacion de los nimeros. La division del nimero en sus componentes. El
valor posicional dentro del sistema decimal. La correlacion entre las clases como
la correlacion entre las medidas.

La multiplicacion y la division para las unidades con ceros (en 10, 100, 1000,
etc.). La regla de la multiplicacion y de la division para la unidad con ceros. La
multiplicacion y la division oral y escrita.

El principio de la multiplicacion y de la division. La medida como la base de la
multiplicacion y de la division. La relacion entre la multiplicacion y la adicion.
Las denominaciones de los componentes de las operaciones. La construccion
independiente de las tablas de multiplicar y de dividir.

La relacion entre los componentes de las operaciones. La determinacion de uno de
los multiplicandos a partir de otro multiplicando vy, del resultado. La identificacion
del dividendo a partir del divisor y del resultado. La representacion de la relacion
entre los componentes de la multiplicacion y, entre los componentes de la division en
forma general. Los cambios de los resultados de la multiplicacion y, de la division, en
dependencia de los cambios de los datos. La representacion de estas regularidades
en forma general. La division con nimeros decimales (el residuo como la medida
incompleta). Las relaciones entre los componentes de la relacion.
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La multiplicacion escrita de nmeros simples por nimeros compuestos; la mul-
tiplicacion de nimeros compuestos por nimeros compuestos. La division escrita
de naimeros simples; la division de nimeros compuestos; la division de niimeros
con el residuo.

Las leyes de la multiplicacion (los cambios, las combinaciones y la distribucion).
Su representacion en forma general.
La multiplicacion y la division oral de centenas y decenas.

Ill. Problemas

La traduccion del texto al idioma matematico. El establecimiento de las relacio-
nes entre los componentes del problema y las secuencias de las operaciones. La
composicion de las ecuaciones simples. La formacion del método general para
la solucion de problemas. Habilidades para la clasificacion de los problemas de
acuerdo a la forma de su resolucion.

IV. El curso propedéutico de geometria

1. La posicion en el sistema de coordenadas y en la matriz rectangular.

2. Los movimientos en el sistema de coordenadas y en la matriz rectangular. El
dictado en el sistema de coordenadas.

La simetria: axial y central.

El coloreado de los planos (el mapa, el volumen).

Los problemas no estandarizados.

El perimetro de las figuras geomeétricas. El perimetro de figuras compuestas
por partes iguales. La representacion de figuras con volumen. Las figuras des-
plegadas. La construccion del rectangulo a partir de sus lados, del perimetro
y de uno de sus lados. La circunferencia, el circulo, el anillo y el ovalo.

LS

Cuarto ano (204 horas)
I. Las relaciones logicas entre los objetos y los conjuntos de objetos

1. El establecimiento de las relaciones: la equivalencia, la desigualdad, la simetria
y la transitividad:
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1) a=b, b<c, ¢=d. Comparar dy a.
2) b<d, ¢c=d,d<a. Comparar ay b, etc.

2. La resolucion de problemas con textos para el establecimiento de estas rela-
ciones. La fundamentacion de la resolucion. El senalamiento de las posibles
variantes de la resolucion. La inclusion de los cambios en las condiciones de
los problemas.

La elaboracion de los problemas para las relaciones logicas a partir de datos
aislados (dibujos, esquemas, graficas).

Los problemas para la seriacion y la clasificacion.
3. Los problemas no estandarizados.

Il. El nimero
Los sistemas de numeracion.

N -

. La adicion y la sustraccion en los diferentes sistemas de numeracion. La mul-
tiplicacion y la division en el sistema decimal de numeracion.

w

. Las caracteristicas de la serie de niumeros.

SN

. Los nliimeros negativos.

5. La resolucion de las ecuaciones y de las desigualdades
x+2=1; 6< x <10; -5<x<2, 6-3<x<10).

6. Laigualacion (10 + 4 <10+ a<10 + 6).
7. La aproximacion.
8. Los problemas relacionados con la utilizacion de los conceptos de la teoria de

conjuntos.

9. Las fracciones decimales. La medida es menor que la primera clase. Las frac-
ciones decimales como la continuacion del sistema de numeracion hacia la
derecha. El principio unitario de la lectura y de la escritura de los nimeros
en el sistema de numeracion (incluyendo las fracciones decimales). La lectura
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de las fracciones decimales. Las caracteristicas de las fracciones decimales.
La comparacion de las fracciones decimales (mas, menos). La multiplicacion
y la division de las fracciones decimales en 10, 100, 1000, etc. La adicion
y la sustraccion de las fracciones decimales. La multiplicacion y la division.

10.El sistema métrico de medidas. Las medidas de peso, de longitud, de tiempo,
de area y de volumen. Los conceptos temporales: el dia, la hora, el minuto, el
segundo, el mes, la semana, el afio y el siglo.

La division y la transformacion de los nimeros.

11. Las fracciones (quebrados). La medida es menor que la primera clase. Las
representaciones de las fracciones. El significado del denominador y del nume-
rador. La comparacion de las fracciones segin sus magnitudes. EI cambio de
la magnitud de la fraccion con el cambio de sus componentes. Las fracciones
propias e impropias. Los nameros mixtos. La transformacion de la fraccion
impropia en el niimero mixto y la transformacion inversa. La transformacion
del niimero en la fraccion impropia.

Las caracteristicas basicas de las fracciones. La reduccion de las fracciones. La
identificacion del comin denominador menor.

Las operaciones con las fracciones. La adicion y la sustraccion de las fraccio-
nes. La distribucion de las caracteristicas de la adicion y de la sustraccion en
fracciones. La multiplicacion y la division de las fracciones. La distribucion de las
caracteristicas de la multiplicacion y de la division en fracciones. Los nimeros
inversos. La sustitucion de la division por la multiplicacion.

Ill. Los problemas
La formacion del método generalizado para la resolucion de los problemas

IV. El curso propedéutico de geometria

1. El sistema de coordenadas. El dictado en el sistema de coordenadas (en cual-
quier direccion). Las matrices.

2. Los problemas no estandarizados para la construccion.
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3. La presentacion del area. Las unidades de area. El area del cuadrado y del
rectangulo. Las figuras de areas iguales. El area de las figuras integradas por
partes iguales.

4. Las figuras desplegadas.

5. La construccion del rectangulo:

a) A partir del perimetro y de uno de sus lados.

b) A partir del area y de uno de sus lados.




Capitulo 3
La formacion de las habilidades generales
para la solucion de problemas aritméticos

G. Nikola y N.F. Talizina

Durante la elaboracion de este estudio nos hemos basado en la comprension del
pensamiento, no como de una funcion formal preparada que se utiliza para la solucion
de los problemas aritméticos, sino de un sistema del contenido de los actos de la activi-
dad que se forma durante el proceso de la solucion de los problemas correspondientes
y que pasa por una serie de etapas que cambian, una a otra, de manera secuencial.

Asi como en el caso de los conceptos, durante el analisis de las habilidades gene-
rales del pensamiento, es necesario considerar el hecho de que pueden haber dos
vias para su asimilacion: la via espontanea y la via dirigida. En el primer caso, los
habitos del pensamiento no participan como objetos especificos de la asimilacion;
su formacion se da solamente de acuerdo a la asimilacion de conocimientos y a la
solucion de problemas, en las que estos habitos ocupan el lugar de los medios v,
por eso, no tienen caracter consciente. En este caso, el proceso de la formacion
de los métodos (medios) del pensamiento se prolonga y no siempre conduce a los
resultados deseables. Sin embargo, incluso en los casos, en los que se forman estos
habitos del pensamiento, ellos no son suficientemente conscientes, suficientemente
generalizados vy, en el resultado de lo anterior, son limitados en su aplicacion por
parte de aquellas condiciones particulares en las cuales ellos surgieron.

Con la segunda via, las habilidades del pensamiento participan como objetos
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de la asimilacion especial. Debido a la direccion, el proceso de su formacion
se reduce notablemente en el tiempo y conduce a la asimilacion de los medios
dados con las cualidades determinadas previamente. Nosotros hemos utilizado
precisamente a esta via.

Finalmente nos hemos apoyado en la posicion acerca del hecho de que, la forma-
cion exitosa de las acciones, se determina por la calidad de su base orientadora.
Los problemas aritméticos atrajeron nuestra atencion porque, el contenido de la
base orientadora de las acciones que se incluyen en los medios para la solucion
de dichos problemas, se encuentra fuera de los limites de la aritmética.

La parte de la aritmética que incluye los problemas participa como el area aplica-
da: el alumno debe describir la situacion, utilizada como el tema del problema a
través del idioma de las matematicas. El puede hacer esto (inicamente en el caso
de que sea capaz de identificar en el problema (ejemplo) los elementos basicos
y comprender sus relaciones. Las particularidades especificas de la situacion,
descrita en el problema, necesitan participar para el alumno en calidad de base
orientadora que determina la via de la solucion del problema.

Asi, entre los problemas aritméticos, ocupan un gran lugar aquellos cuyo tema es
el de “compra - venta”. Para poder solucionar exitosamente los problemas de este
tipo, hay que comprender: qué es precio, valor, las relaciones entre precio, valor
y la cantidad de productos. Ensefiandoles a los alumnos como solucionar los pro-
blemas el maestro, normalmente, presupone que ellos tengan alguna experiencia
cotidiana y, no dirige la atencion especial, al analisis de aquella situacion objetal
que se tiene que modelar y traducir en el idioma de las matematicas.

Si para los problemas cuyo tema es “compra - venta”, la experiencia cotidiana de
los alumnos resulta ser mas 0 menos suficiente, esto no se puede decir acerca de
aquellos problemas cuyo tema es “albercas”, “trabajo”, “movimientos”, etc. Muchos
de estos tipos de problemas se estudian en la escuela como tipos independien-
tes. Ademas, la atencion basica de los alumnos se dirige hacia el sistema de las
operaciones ejecutivas. El analisis de las situaciones, incluso si tiene lugar, se da

Gnicamente en aquel tipo demasiado concreto que se observa en las condiciones
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del ejemplo dado: los alimentos que se gastaron durante un dia; la distancia que
atraveso el peaton durante una hora, el agua que se gasto durante un minuto, etc.
Con esto, de manera indirecta, se supone que los alumnos comprenden, qué es la
velocidad, el tiempo y qué tipo de relaciones existen entre estas magnitudes. Por
primera vez, los alumnos se encuentran con el estudio de los elementos basicos
de un proceso y de las relaciones entre ellos en el curso de fisica y, ademas, en
el tipo particular para el estudio del movimiento. Sin embargo, en la aritmética, los
problemas que incluyen procesos se solucionan mucho antes y éstos se relacionan
no Gnicamente con el movimiento, sino también, con procesos muy diferentes.

Considerando todo lo anterior y comprendiendo el significado de la base orien-
tadora de las acciones, nosotros hemos llegado a la conclusion de que la causa
basica de las dificultades que, normalmente, surgen en los alumnos durante la
solucion de los problemas para los “procesos” consiste, no en la parte ejecutora
aritmética de la accion, sino en la parte orientadora, es decir, en el contenido
que se encuentra fuera de la aritmética.

Debido a esto en nuestro estudio, dirigido a la busqueda y a la formacion posterior
de los métodos generales para la solucion de los problemas que incluyen a los
“procesos”, en el centro de la atencion, se encontrd la base orientadora de las
acciones que conforman la habilidad dada.

El primer objetivo del estudio era establecer el contenido y la estructura de la
base orientadora de las acciones.

Para ello, inicialmente era necesario identificar todos los elementos que se incluyen
en ella y, posteriormente, analizar sus relaciones y solamente sobre esta base
construir el modelo del método en general.

Debido a que, la formacion del método de partida para la solucion de problemas
se planeaba con la utilizacion de la base orientadora del tercer tipo, entonces era
necesario encontrar aquellos elementos, aquellas “unidades estructurales” que
constituyen la esencia de cualquier problema del tipo dado.

Analizando el contenido de los problemas aritméticos que se relacionan con dife-
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rentes procesos (trabajo, movimiento, gasto de energia, llenar y vaciar las albercas,
etc.), asi como los métodos particulares para su solucion, nosotros vimos la generali-
dad de su base orientadora. Se encontro que mas de 30 variedades de problemas,
que se diferencian uno del otro a traves de sus temas y del sistema operacional
de la parte ejecutora del problema, requieren para su solucion, la orientacion en
aquellas magnitudes y relaciones que caracterizan cualquier proceso: velocidad del
proceso (V), tiempo de su transcurso (T) y el producto -el resultado al cual con-
duce este proceso o el cual el proceso destruye- (S). Ademas, la solucion exitosa
de los problemas de esta clase presupone la comprension de las relaciones que
existen entre estas magnitudes, tanto en las condiciones de un solo participante
en el proceso, como en las condiciones de varios participantes. Asi, el alumno
debe comprender que la magnitud del producto existe en la proporcion directa
a la velocidad y al tiempo del proceso; el tiempo, necesario para la obtencion del
producto dado, tiene la proporcion directa a la magnitud del producto y la propor-
cion inversa a la velocidad, etc. Posteriormente, el alumno debe de comprender
que, de acuerdo a dos de estos elementos, €l siempre puede obtener el tercer
elemento. Finalmente, si el producto lo forman varios participantes, entonces, en
este caso, aparece un sistema nuevo de las relaciones: las relaciones entre los
significados particulares y generales de las magnitudes que se determinan por
el caracter de la participacion de diferentes fuerzas. Es importante comprender,
si los participantes ayudan uno al otro o actan uno en contra del otro; si ellos
participan en el proceso simultaneamente 0 no, etc.

Por ejemplo, la velocidad general del proceso (Vo) participa no solamente como
la funcion del tiempo general (To) y del producto (resultado) general de este
proceso (So), sino también, como la funcion de las velocidades de diferentes
participantes: V)=V, + V, £ .. £V,

Los elementos senalados y sus relaciones conforman la esencia de todos los
problemas mencionados, por eso, la consideracion de todos estos problemas
como de tipos aislados no tiene ninguna razon. Asi, por ejemplo, los problemas
con los temas de “el movimiento hacia el encuentro”, “las albercas”, “el trabajo”
y muchos otros constituyen solo los casos particulares de las situaciones de las

“acciones conjuntas”.
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En realidad, comparemos los problemas (ejemplos) siguientes:

Ejemplo 1. En un rancho?, para la alimentacion de vacas y caballos prepararon
240 000 kilos de heno. ¢Para cuantos dias va a alcanzar el heno, si en un dia se
gastan 800 kilos de heno para los caballos y 400 kilos de heno para las vacas?

Ejemplo 2. Entre dos ciudades la distancia es de 760 km., simultaneamente
salen dos trenes hacia su encuentro, uno con la velocidad de 50 km. por hora y
el otro de 45 km. por hora. En qué tiempo se van encontrar los trenes?.

Ejemplo 3. Dos obreros, que trabajan simultaneamente, necesitan hacer 120
detalles. En qué tiempo ellos van a terminar con el trabajo, si uno de ellos hace
7 detalles en una hora y el otro hace 5 detalles en una hora?

Ejemplo 4. Simultaneamente abrieron 3 llaves, de cada una de ellas salen 150
litros de petroleo en una hora. Después de qué tiempo se deben cerrar las llaves
Si es necesario acumular 1350 litros de petroleo.

En todos estos problemas se necesita encontrar el tiempo (T) del transcurso de
algiin proceso: de gasto de heno, tiempo del paso por la distancia, de ejecucion
del trabajo, etc., en la situacion de la “accion conjunta”.

El tiempo (T) es la funcion del “producto general” (So) y la suma de las velocidades
de los participantes (V, +V, + ... +V)). El caracter de la dependencia funcional es
el mismo en todos los problemas y, debido a esto, ellos tienen el mismo método
para su solucion.

Debido a que el método de la solucion del problema se determina por el caracter
de las relaciones funcionales descritas en el problema, la solucion exitosa de los
problemas para los “procesos” presupone la asimilacion de los conceptos basicos
que se relacionan con el proceso vy, de sus relaciones funcionales.

4 En el texto original en ruso se utiliza la palabra koljoz lo cual significa la economia colectiva. Durante el régimen
socialista, el koljoz era la forma basica de las economias agricolas. Actualmente, se puede decir, que koljoz ya no
existe en Rusia. El traductor utilizo la palabra mas frecuente en espanol para la economia agricola, que es “rancho”.
(Nota del traductor).
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Después de la asimilacion de estos conceptos y sus relaciones, los alumnos de-
ben asimilar el método general del analisis, que permite establecer el sistema de
las magnitudes y de las relaciones entre ellas, en las condiciones del problema
concreto para los “procesos”.

De esta forma, considerando la ensenanza de la solucion de los problemas como
la formacion del tipo determinado de la actividad intelectual en los alumnos, no-
sotros hemos llegado a la conclusion de que es necesario poner en el centro de
la atencion de los escolares, la base orientadora de esta actividad. EI alumno, al
asimilar los elementos basicos que forman la base orientadora, sus relaciones y el
método de elaboracion de un problema en las condiciones concretas, podra solu-
cionar independientemente cualquier problema de la clase dada. Simultaneamente,
esto significa que, en la base de la clasificacion de los problemas aritméticos, es
necesario colocar no el tema del ejemplo (problemas para las “albercas”, para
el “trabajo”, etc.) y, no el sistema concreto de las operaciones aritmeéticas que
se utilizan para la solucion del problema sino, el contenido y la estructura de la
base orientadora de los escolares que se necesita para la solucion del problema.

Entonces, la velocidad del proceso, su tiempo y su “producto” hacia el cual conduce
el proceso o el cual destruye el proceso, asi como las relaciones funcionales entre
estas magnitudes en la situacion de la accion aislada o conjunta, precisamente
constituyeron el contenido de la primera parte de nuestro programa de ensenanza.
La segunda parte era el método general para el analisis de estas magnitudes v,
de las relaciones entre ellas en las condiciones de cualquier problema concreto
del tipo dado (problemas que incluyen “procesos”).

Ademas de las series de la ensenanza, se realizaron también las series de cons-
tatacion y de control.

[. Experimento de constatacion

Se seleccionaron 20 alumnos de los grados 32y 42 de las escuelas oficiales que
tenian dificultades para el aprendizaje de la aritmética. Casi todos ellos tenian la
relacion negativa con la solucion de problemas aritméticos.

El objetivo, de la serie del experimento de constatacion, consistia en el estableci-
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miento del nivel de partida de los conocimientos y de las habilidades necesarias
para la asimilacion del método general de la solucion de problemas para los
“procesos”. Se verificaron los siguientes conceptos y habilidades:

1. El concepto de velocidad, los medios para su determinacion y las unidades
de su medicion.

2. EI concepto de tiempo del proceso y las habilidades para diferenciar el
intervalo de tiempo, del momento del tiempo.

3. El concepto de “producto” (resultado) del proceso y las unidades para su
medicion (con ejemplo de problemas para el “trabajo” y del “movimiento
hacia el encuentro”).

Los experimentos se realizaron de manera individual.

Ninguno de los escolares pudo descubrir el concepto de la velocidad. Todos ellos
daban las respuestas del tipo siguiente: “La velocidad la tienen los carros” o “La
velocidad la hay en carros cuando se van”.

Para la pregunta, como encontrar la velocidad, 15 sujetos de 32 grado contestaron:
“No lo hemos visto” 0 “No nos ensenaron”. Los alumnos del 4° grado intentaron
contestar, pero dieron respuestas incorrectas.

Pondremos algunos ejemplos de sus respuestas:

Sujeto Sasha G.

Experimentador. ;Como encontrar la velocidad?
Sujeto. Multiplicar por horas.

Experimentador. ;Multiplicar qué cosa®

Sujeto. El camino.

Sujeto Tolia L.

Experimentador. ;Como encontrar la velocidad?
Sujeto. Con la division.

Experimentador. ;Qué hay que dividir en qué?
Sujeto. Horas en la velocidad.
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Uno de los sujetos contesto a la pregunta senalada del experimentador de manera
siguiente: “Los mecanismos muestran”.

Los sujetos no tenian ninguna consideracion correcta acerca de las unidades de la
medicion de la velocidad (“Se mide con el reloj”, “Se mide con l0s mecanismos”).

Ninguno de los sujetos logro solucionar los problemas simples para la determina-
cion de la velocidad. Un ejemplo de estos problemas: “Durante 30 dias se construy0
la carretera de 10 kilometros. Como saber, jouantos kilometros se construyeron
durante 1 dia?”/ Ninguno de los sujetos soluciond este problema.

La basqueda de la solucion se daba de manera caodtica, al azar. Por ejemplo, el
sujeto Yura M. (42 grado) solucionaba de la manera siguiente: “Vamos a multipli-
car 30 por 10... O mejor. inicialmente, vamos a sumar...”. Los demas actuaban
de manera similar.

Los alumnos tampoco poseian el concepto del tiempo del proceso.

Para determinar, si los escolares saben o no diferenciar intervalo de tiempo de
momento de tiempo, nosotros les pediamos que ellos contestaran una serie de
preguntas y que solucionaran algunos problemas.

Para la primera pregunta: “iCuantas horas duermen Ustedes?”, dos alumnos de
42 grado y un alumno de 32 grado contestaron correctamente, mientras que los
demas contestaron de manera incorrecta. Asi, uno de los sujetos contesto, que
duerme 7 horas. Cuando se le pregunto, por qué él pensaba que dormia 7 horas,
el dijo: “A nosotros nos despiertan a las 7”.

A la segunda pregunta: “Cuantas horas pasan de las 12 del dia hasta las 9 de
la noche?”, la mayoria de los sujetos contestd “3 horas”. Solo dos alumnos del
32 grado contestaron correctamente a esta pregunta. Los resultados similares se
obtuvieron también, en la solucion de problemas que requerian la utilizacion del
concepto del tiempo del proceso. Como ejemplo podemos poner la solucion del
siguiente problema:

“El tren salio con la velocidad de 65 km. por hora a las 6 de la mafana. Qué hora
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sera cuando el tren lleve 650 km. de camino?”. Todos los sujetos “solucionaban”
a traves de multiplicar 65 por 6. Ellos de manera mecanica utilizaron la regla co-
nocida en la ensenanza escolar: “Para encontrar la distancia hay que multiplicar
la cantidad de horas por tanto, cuanto “paso en 1 hora”. En calidad de la cantidad
de horas ellos tomaron el momento de la salida del tren (“a las 6 de la mafiana”).

Los escolares tampoco poseian el tercer concepto: “producto” (resultado) del
proceso. El analisis de los intentos para solucionar estos problemas muestra que,
los sujetos no entienden nada de las relaciones entre la velocidad, el tiempo y el
resultado (“producto”) del proceso. Debido a esto, ellos no saben qué necesitan
encontrar para contestar a la pregunta del problema. Entre los ejemplos faciles
habia uno mas complejo: “De dos ciudades, la distancia entre las cuales es de
800 km., salieron dos trenes hacia el encuentro uno con el otro. Uno de los tre-
nes iba a la velocidad de 60 km. por horay el otro a 84 km. por hora. ¢Por cual
distancia pasaron los trenes hasta el momento de su encuentro?”.

Lo mas importante, lo que particip6 como algo tipico durante la solucion de este
problema, fue que ninguno de los alumnos pudo decir lo que él tiene que saber
para poder contestar a la pregunta del problema. Los escolares eran absolutamente
incapaces, su busqueda se redujo a la realizacion mecanica de todas las opera-
ciones aritméticas con los nameros presentados en las condiciones del problema:
“Vamos a multiplicar 800 por 69... es correcto esto? Entonces, multiplicamos por
84... No, dividimos 800 en 60?” etc.

Este era el caso tipico de la busqueda de la solucion a través del “ensayo y error”.
Por un lado, el experimento de constatar demostro lo correcto de nuestra suposicion
acerca de que la fuente de las dificultades durante la solucion de los problemas
para los “procesos” se encuentra, no en la parte ejecutora (aritmética) de la accion
sino, en la parte orientadora que incluye el sistema de las magnitudes fisicas que
caracterizan el proceso y las relaciones entre estas magnitudes.

Por otro lado, el experimento de constatar mostro que en todos nuestros sujetos la
habilidad para la solucion de problemas para los “procesos”, asi como el sistema
de los conceptos previos, en los que se apoya la base orientadora de este método,
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no se han formado. De esta forma, todos estos alumnos fueron retomados para
el experimento de ensenanza.

[l. Experimento de ensenanza

Como se senald anteriormente, la primera parte del programa de ensenanza
incluyod aquel sistema de las condiciones objetivas relacionadas con la situacion
especifica descrita en el problema, sobre los cuales se debe de orientar durante
la solucion de los problemas aritméticos para los “procesos”. La segunda parte
del programa, constituia el método general para la modelacion de cualquier si-
tuacion que se describe en el problema aritmético para los “procesos”. Como de
un caso particular del proceso.

De esta forma, nuestra atencion se concentro en aquellos conocimientos y habilidades
que son necesarios para la utilizacion adecuada de las operaciones aritméticas v,
consecuentemente, para la solucion correcta del problema. Las mismas operaciones
aritmeticas y la secuencia de su aplicacion no se incluyeron en el programa, debido
a que el contenido de las operaciones aritméticas es conocido para los alumnos de
32y de 42 grados mientras que para la secuencia de su utilizacion en los problemas
concretos ellos debian determinar de manera independiente. En otras palabras,
nuestro programa de la ensenanza se dirigia a la formacion del medio generalizado,
para la elaboracion de la base orientadora del método de la solucion del problema.
Esto tendria que servir como el apoyo para que los escolares pudieran de manera
independiente determinar la parte ejecutora de la solucion, que corresponda a las
condiciones dadas de un problema concreto. De esta forma los alumnos debian
identificar, de manera independiente, el método de la solucion que se comprende
como la secuencia de las operaciones aritmeéticas.

La ensenanza se realizaba en el siguiente orden:

1. La formacion de los conceptos generalizados acerca de las tres magnitudes
basicas que constituyen lo especifico de todas las situaciones descritas en los
problemas para los “procesos”.

A. El resultado (“producto”) del transcurso de cualquier proceso (cantidad de
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productos de labor o la distancia del camino, etc.) o aquello que se tiene
que destruir por parte de este proceso (volumen del agua, que tiene que
gastar o los alimentos que se tienen que gastar para el ganado, etc..). (A
esta magnitud la determinaremos posteriormente como S).

B. El tiempo del transcurso del proceso (T).

C. La velocidad del transcurso del proceso, es decir, aquella parte de S que
se obtiene (se destruye) en unidad de tiempo. (A esta magnitud la deter-
minaremos posteriormente como V).

2. La asimilacion de las relaciones que existen entre las magnitudes senaladas
(cada una de ellas es la funcion de otras dos).

A. El resultado de cualquier proceso (S) es la funcion de tiempo (T) y de la
velocidad (V), es decir, S =V x T.

B. El tiempo del transcurso del proceso depende de la magnitud del producto
del proceso y de la velocidad del proceso: T=S : T.

C. La velocidad del transcurso del proceso (V) se determina como S : T.

3. La asimilacion de las relaciones entre el significado particular (p) y general
(8) de cada magnitud. En las situaciones donde actian varios participantes del
proceso, cada magnitud participa no solamente como una funcion dependiente
(f) de otras magnitudes del proceso (S =1 (V, T) etc.), sino también como la
funcion del significado particular (general) de la misma magnitud: [So = f
(Sp); Sp = 1(S0)].

4. La formacion del método general para la modelacion de cualquier tipo de
situacion que se describe en los problemas para los “procesos”.

Durante la formacion del sistema de los conceptos basicos (S, Ty V) en los alumnos
y de la organizacion de la asimilacion de las relaciones entre ellos, nosotros estaba-
mos introduciendo solo aquellas situaciones, en las que habia un solo participante
en el proceso. Después de esto, los sujetos pasaban al analisis de situaciones con
varios participantes. Con estos ejemplos los sujetos asimilaban las relaciones entre
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los significados particulares y generales de cada una de las magnitudes, asi como
el método general de la solucion de los problemas para los "procesos”.

En las situaciones de la “accion conjunta”, todas las tres magnitudes senaladas
adquieren las caracteristicas nuevas. Cada una de ellas se tiene que valorar desde
el punto de vista del hecho, si ella es :particular” o “general”, es decir, si ella se
relaciona con un solo participante o con todos ellos.

De esta forma, en las situaciones de la “accion conjunta”, se daba la ampliacion
del contenido tanto de las mismas magnitudes basicas, como de sus relaciones
funcionales.

El programa de ensenanza se construyd en correspondencia con la teoria de la
formacion de las acciones mentales por etapas de P.Ya. Galperin. La ensenanza
se realizaba de manera individual.

La formacion de los conceptos acerca de las magnitudes basicas del proceso y de
sus relaciones alcanzaba la forma mental (intelectual). La formacion del método
de la modelacion de las situaciones con problemas, descritas en los ejemplos, se
concluia con la forma materializada.

La generalizacion de todos los conceptos y acciones mencionadas se planeaba
dentro de los limites de los procesos con la velocidad constante de su transcurso.

1. La formacion de los conceptos acerca de las magnitudes
basicas del proceso y de sus relaciones

La formacion del concepto tiempo en el transcurso del proceso

La formacion del concepto dado incluia los siguientes aspectos: identificacion del
inicio y del final de la medicion del tiempo; la diferenciacion del momento del
tiempo del intervalo del tiempo; identificacion de las unidades de tiempo, como
de los intervalos temporales determinados (el tiempo se mide a través de tiempo);
la medicion de tiempo.

Con el objetivo de la materializacion de las acciones de los escolares se utilizaron los
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modelos espaciales, en las que el tiempo se representaba como parte del segmento
de la linea recta. Esto les permitia a los alumnos modelar los intervalos temporales,
identificar los nimeros ordinales de las unidades de tiempo, contar su cantidad, etc.

Por ejemplo, representando una hora como el segmento de 1 cm, el experimen-
tador les proponia a los alumnos representar 4 horas, después la primera hora,
la segunda hora, la Gltima hora, las primeras dos horas, el inicio de la medicion,
su final, etc. Estos modelos eran especialmente efectivos para la diferenciacion de
un intervalo temporal (cantidad de tiempo), tanto del momento del tiempo, como
del nimero ordinal de la unidad de tiempo.

Durante la medicion del tiempo se trabajaba de manera especial con los intervalos
de tiempo en los pasos por 12 horas del dia y por 12 horas de la noche.

Los escolares obtenian las tareas del tipo siguiente: “Representen el tiempo que
ustedes duermen”... Este era el periodo de las 9 horas de la noche hasta las 7
horas de la manana. Los sujetos, aceptando la longitud de un segmento como una
hora, representaban de manera secuencial cada hora en el intervalo dado, fijando
el inicio, el final de la medicion y los limites de cada hora. Después de esto, ellos
contaban la cantidad obtenida de las unidades de tiempo. Gradualmente la accion
se reducia. Los sujetos representaban el inicio, el paso por 12 horas y el final de
la medicion. La medicion se realizaba, ya no de acuerdo a las unidades aisladas,
sino de acuerdo a los intervalos: del inicio del conteo hasta 12 horas y después de
12 horas hasta el final de la medicion. Por ejemplo, durante la realizacion de la
tarea: “Determinar cuantas horas pasan de 5 de la manana hasta 10 de la noche”
los alumnos modelaban las condiciones de la tarea de manera siguiente:

12 horas

5 horas 10 horas
' 17 horas '

Figura 1
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Inicialmente el conteo se realizaba de 5 a 12 y después de 12 a 10. Los resultados
se sumaban vy, el namero obtenido se anotaba por debajo del segmento que mo-
delaba el intervalo de tiempo entre 5 horas de la manana y 10 horas de la noche.

La accion de la medicion de tiempo y la habilidad de diferenciar el momento de
tiempo y la cantidad de tiempo se asimilaron exitosa y rapidamente, y llegaron
hasta la forma verbal. En la forma materializada se realizaron de 6 a 7 tareas
(ejercicios); después de esto, los alumnos pasaron a la forma verbal, realizando
la tarea en voz alta sin apoyo en los modelos y sin senalar con el dedo o con el
lapiz en las unidades de tiempo. La ejecucion en la forma verbal se realizaba
de manera siguiente.

Sujeto Zhenia K.
Experimentador. ;Cuantas horas hay de 9 de la manana hasta 12 del dia?

Sujeto. ;De 9 hasta 122 Aqui no hay paso por las 12. Cuanto falta de 9 a
12... La respuesta es 3 horas.

Experimentador. ;Cuantas horas son de 7 de la noche hasta 3 de la ma-
drugada?

Sujeto. Aqui tenemos el paso por las 12 de la noche. De 7 hasta 12 tenemos
5 horas, de 12 a 3 tenemos 3 horas, en total son... 5 sumar 3, seran 8 horas.

En la forma verbal se solucionaban de 5 a 6 tareas entre las cuales habia ejem-
plos tematicos, en los cuales el tiempo participaba como el tiempo de transcurso
de algiin proceso.

La formacion posterior del concepto del tiempo se realizaba durante el trabajo
con los conceptos “producto de tiempo” (S) y velocidad (V), donde ellos llegaban
hasta la forma intelectual (mental).

La formacion del concepto acerca del
producto (resultado) del proceso (S) y de la velocidad (V)

Para la materializacion del producto (resultado) del proceso se utilizaron los pedazos
largos de papel, asi como la representacion en el tipo de segmentos de la linea recta.
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Durante el trabajo con este concepto, la atencion de los escolares se dirigia al proceso
que conduce a uno u otro resultado (producto), a la diferenciacion del proceso mismo
y en el tiempo de su transcurso, a la identificacion de los participantes del proceso
(fuerzas que actlan) y a la identificacion de la propiedad del producto y del tiempo
que se necesita para su obtencion por parte de una u otra fuerza que actua.

Al obtener la tarea, los escolares modelaban por separado el producto (el resul-
tado) del proceso y el tiempo de su transcurso. Por ejemplo, las condiciones del
problema, en el que se trataba de que un equipo construyo 3 edificios durante 21
dias, se modelaba en el tipo de dos segmentos de la recta. EI segmento superior
se determinaba con el simbolo S y el segmento inferior se determinaba con el
simbolo T, ademas este (ltimo fue dividido en 21 partes iguales. A los alumnos se
les proponia mostrar en los modelos el tiempo de trabajo, su inicio y su final y el
resultado de trabajo, etc. Para la identificacion del tiempo y del producto que se
relacionan con un participante del proceso, los segmentos, que representaban las
magnitudes, se unian con flechas. Por ejemplo, si algtn producto se obtenia por
algiin participante del proceso durante la unidad de tiempo, entonces, el alumno
representaba el modelo siguiente:

S

Figura 2

Este se obtenia en el resultado de las respuestas de los escolares a las siguientes
preguntas: 1. gQuién actta? 2. jCuanto él hace? 3. sDurante qué tiempo?
Después del trabajo con los aspectos mencionados del “producto del proceso”
en la forma materializada, el experimentador pasaba a la formacion de concepto
de la velocidad del proceso, donde simultaneamente se realizaba la asimilacion
posterior de los conceptos del “producto” (resultado) y de tiempo del proceso.
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Asimismo, durante las primeras etapas, con la ayuda de los modelos se descubria
y se asimilaba el concepto de la “velocidad del proceso”: se utilizaban los pedazos
largos de papel, las representaciones en el tipo de los segmentos de la recta, asi como
las representaciones condicionales de objetos en el tipo de “circuitos” y de “cruces”.

Inicialmente, el concepto de la velocidad se formaba con la utilizacion de los tipos
sefialados de representaciones. Sin embargo, se encontrd que en el caso dado,
este método no era suficientemente efectivo para la modelacion, por eso, poste-
riormente, se utilizaron los pedazos de papel en calidad de modelos. El trabajo
con ellos se realizaba en todos los sujetos de aproximadamente la misma manera.
Pondremos el ejemplo de trabajo con una de las tareas del sujeto Igor B. Se le
presenta la tarea al sujeto:

“El tren avanzo 180 km. durante 3 horas. gCuantos kilometros hace el tren en
una hora?.”

El experimentador le propuso al alumno un pedazo estrecho de papel aclarando
que éste representa toda la longitud de la distancia y le pidio al alumno que él
escribiera “S=180". El sujeto lo escribio.

Experimentador. Dame la velocidad.

Sujeto. (con prisa parte el pedazo de papel en tres partes, tomo uno y anoto
sobre éste “V”). jAqui esta! jTome Usted!

Experimentador. Es correcto. jCuantos kilometros senala éste pedazo?

Sujeto. jCuantos kilometros?. Ahora... en total eran 180 (soluciona por escrito:
180 km.: 3=60 km.)...60 km.

Experimentador. Dime, si tus amigos te piden explicar, qué es la velocidad,
¢como vas a contestar?

Sujeto. La velocidad / aqui esta (muestra un pedazo de papel) el pedazo de
“trabajo”; lo obtenemos con la division de trabajo en las horas... este pedazo
se hizo durante una hora. No esta claro?

Experimentador. Si, esta claro.
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Los escolares muy rapidamente asimilaron que la velocidad es el “pedazo del
producto” y que ésta se obtiene con la division del “producto” en la cantidad de
las unidades de tiempo. Con mas dificultades se asimilaba que este producto se
obtiene durante “1 unidad de tiempo”. Esto se manifestdo también en la escritura
del resultado: inicialmente, los escolares no escribian “en una hora”.

|u

Para la aclaracion del hecho de que esta parte del “producto” se relaciona con
una unidad de tiempo era necesario introducir los ejemplos de siguiente tipo:

“Yo representé el trabajo que se realizo durante 5 unidades de tiempo y
senalé su parte: La podemos determinar como V? (Se muestra el “pedazo”
que se hizo en 2 horas).

Durante la solucion de la primera tarea 13 sujetos contestaron: “Si, se puede”.

S \'
4 4
I I
I I
I 1
I I

TL | | S

Figura 3

Nosotros les hemos propuesto a los sujetos leer en la tarjeta las caracteristicas de
la velocidad, después de lo cual ellos de inmediato se corrigieron: “No!, es aquello,
lo que se hizo en 1 unidad de tiempo, pero aqui es en 2 horas, es incorrecto”.
Después de la solucion de las tareas de este tipo, el concepto de la velocidad se
hizo exacto, y los sujetos ya no escribian la respuesta: V=50 km, sino siempre
escribian: V=50 km por hora.

Para poder verificar, qué tan conscientemente los alumnos operan con los mo-
delos, en qué tipo de las caracteristicas se orientan ellos en las condiciones de
problemas, identificando la velocidad, nosotros les hemos propuesto los ejemplos
con aquel conjunto de datos numeéricos, que podrian provocar las acciones inco-
rrectas. Pondremos un ejemplo:
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“Durante 12 dias un equipo construyo tres edificios. Cuanto construyo el equipo
en un dia?”.

El “producto” del proceso (3 edificios) y el tiempo (21 dias) se modelaban en el
tipo de segmentos de la recta. La particularidad de este ejemplo consiste en el
hecho de que la expresion numeérica de la velocidad es complicada debido a que,
con la division del “producto” en el tiempo no se obtiene el nimero entero, y la
mayoria de nuestros sujetos atin no conocia las fracciones. Al mismo tiempo, en
este ejemplo, es facil realizar la division del tiempo entre el “producto”.

Considerando todo lo anterior, nosotros tomabamos la respuesta correcta en estos
ejemplos como muy demostrativa. La solucion se daba de manera siguiente:

Experimentador. ;Quién actiia?

Alumno. Un equipo.

Experimentador. ;Cuanto hizo?

Alumno. 3 edificios.

Experimentador. Muestra en el dibujo todo el producto de trabajo.
Alumno. (Muestra el segmento S).

Experimentador. ;Durante qué tiempo se hizo esto?
Alumno. Durante 12 dias.

Experimentador. jMuestra!

Alumno. (Muestra la representacion T).
Experimentador. ;Sobre qué se pregunta en el ejemplo?

Alumno. ;Cuanto se hacia en cada unidad de tiempo?
12 sujetos de inmediato contestaron correctamente:
“Dividimos esto... (muestra el segmento S) en 21”.

Experimentador. Divida el trabajo (el segmento) en 21 partes.
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Alumno. (Lentamente con ayuda de sus ojos divide el segmento que repre-
senta el trabajo en 21 partes).

Experimentador. Muestra, cuanto trabajo hicieron en 1 dia.

Alumno. (Muestra el primer pedazo).

Experimentador. ;COmo determinar esto? Escribe alla, donde tu mostraste.
Alumno. (Escribe V).

Experimentador. ;Puedes mostrar en otro lugar V?

Alumno. (Muestra otras partes obtenidas).

Todos los 15 sujetos, que antes no han estudiado las fracciones, elaboraron
correctamente la formula con letras. Cuando empezaron a colocar los nameros
concretos, 10 escolares dijeron que a ellos no les habian ensenado, como dividir
3 en 21 (3:21), 5 escolares anotaron los niimeros de manera incorrecta (21:3)
pero facilmente corrigieron su error.

Durante la etapa de acciones materializadas, a los sujetos se les proponia no
solamente solucionar los ejemplos preparados, sino también elaborarlos.

Asi, el experimentador les proponia dos segmentos, uno de los cuales representaba
el “producto” (S) y el otro representaba algiin nimero de unidades de tiempo (T).

El sujeto tenia que pasar por la via contraria: a partir del modelo abstracto hasta
la situacion concreta del problema. Todos los sujetos lograron realizar esta tarea.
Pondremos el ejemplo del protocolo de trabajo de Seriozha P.

Sujeto. Aqui se dan 5 unidades de tiempo, 5 horas, aqui se da el trabajo
(muestra el segmento S). ¢Hay que inventar el trabajo?

Experimentador. Primero di, quién actia.
Sujeto. Rancheros.

Experimentador. ;Qué trabajo hacen ellos?
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Sujeto. Recolectan las papas.

Experimentador. ;Cuanto? Muestra en el dibujo.

Sujeto. 50 kg. (Escribe por abajo del segmento S = 50 kg).
Experimentador. Correcto. jDurante qué tiempo se hizo esto?
Sujeto. Durante 5 horas, aqui esta (muestra T).
Experimentador. ;Cual es la pregunta de tu ejemplo?

Sujeto. Encontrar V; aqui dividimos S (muestra el segmento correspondiente)
en 5 ; ahora...(realiza la division en el segmento, senala una parte obtenida
con la letra V).

Experimentador. Muy bien. GDurante qué tiempo se hace este pedazo de
trabajo?

Sujeto. Durante 1 hora.

Experimentador. Claro, por eso tu lo senalaste como V. Y ahora dime, jqué
tan grande es este pedazo o algin otro pedazo?

Sujeto. Aqui esta (muestra el segmento V).

Experimentador. ;De cuantos kilos va ser este pedazo si todo el trabajo
es de 50 kg.?

Sujeto. (Da la respuesta correcta).

La etapa materializada del trabajo con la velocidad y de otros conceptos relacio-
nados con ella, se concluia con la introduccion de la tarjeta escolar que contenia
los sefialamientos necesarios para el analisis de las condiciones del problema.
La tarjeta se introducia de la manera siguiente:

Sujeto. (Lee el ejemplo en voz alta). El carro hizo 300 km de camino durante 7
horas. ¢A qué velocidad iba el carro?

Experimentador. Anota los datos del problema!
Sujeto. ;Como anotar?

Experimentador. Toma esta tarjeta, ella te va ayudar. Lee una por una cada
pregunta y busca la respuestas para ellas en el problema.
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Al escolar se le proporciona la tarjeta de tipo siguiente:
TARJETA N® 1.

Identificar en el problema:
1. ¢Quién actiia?
2. ¢Qué hace el que actta (S)?
3. ¢Cuanto tiempo hace (T)?
4. sCuanto hace durante la unidad de tiempo (V)?

Los escolares contestaban una por una las preguntas, buscaban las respuestas
correspondientes en las condiciones del problema y anotaban las respuestas bajo
los niimeros necesarios de las preguntas. En el resultado, ellos obtenian la anota-
cion breve de las condiciones y de la pregunta del problema. El trabajo sobre la
busqueda de los elementos senalados en la tarjeta se realizaba en corresponden-
cia estricta con las observaciones del experimentador: 1) lee las condiciones del
problema; 2) lee en la tarjeta lo que dice con el niimero uno; 3) encuentra esto
en las condiciones del problema y 4) anota en el cuaderno lo que encontraste.

El sujeto realizaba las operaciones 2, 3 y 4 en relacion con cada punto de la
tarjeta. El contenido de esta prescripcion no se le daba al sujeto en la forma
escrita. El experimentador denominaba todos los puntos de manera secuencial.

En la tarjeta escolar se pregunta acerca de los elementos basicos de los problemas
para los “procesos” en la forma general abstracta. En las condiciones de los pro-
blemas concretos, ellos pueden tener tipos muy diferentes debido a las variaciones
de la naturaleza del proceso, de las fuerzas que acttan, de las unidades de la
medicion, etc., pero cada vez todos ellos adquieren el caracter consciente desde el
punto de vista de aquello general que caracteriza a cualquier proceso: velocidad,
tiempo y resultado. A la comprension de estos datos concretos les ayudaban los
simbolos que, a partir de las primeras tareas hacian que los escolares vieran lo
particular y lo concreto, a la luz de lo general y lo tipico.
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Después de la escritura de los datos, el texto del problema se escondia vy, se le
pedia al sujeto que relatara el problema utilizando la escritura y las preguntas
anotadas en la tarjeta. El relato de los escolares era del siguiente tipo: “Actlia el
carro, su “trabajo” = 300 km., etc.” Después de esto, el experimentador proponia
representar los datos en modelo espacial y “construir” la solucion; después se
proponia representar el medio de la solucion con la formula, leerla y encontrar
el resultado numérico de acuerdo a ella utilizando los nimeros dados en las
condiciones del problema.

Durante la etapa materializada se solucionaban de 2 a 3 problemas mas con
ayuda de la tarjeta.

Sin embargo, antes de pasar a la etapa del lenguaje oral de la formacion de
conceptos acerca de las magnitudes basicas del proceso, nosotros formabamos
en los sujetos, los conceptos acerca de las relaciones que existen entre estas
magnitudes en la forma materializada.

Organizacion de la asimilacion de las relaciones
entre la velocidad y el “producto” del proceso

Debido a que la velocidad es el concepto relativo, que contiene en si las relaciones
entre Sy T, entonces, durante la formacion precisamente de este concepto, era
necesario ensenarles a los sujetos a establecer las relaciones entre las magnitudes
basicas que caracterizan al proceso.

Es evidente que durante la organizacion de la asimilacion de las correlaciones
entre S, V y T, nosotros hemos omitido a proposito la deduccion formal de las
magnitudes de acuerdo a las formulas. Nosotros queriamos que los escolares
trabajaran con las magnitudes como tales y obtuvieran la magnitud que se busca
inicialmente, con los modelos. Sin esto no pueden ser comprendidas y asimiladas
las relaciones entre las magnitudes mencionadas, que caracterizan a cualquier
proceso, de manera valida y completa.

Antes que nada, los sujetos tenian que asimilar que la velocidad se puede de-
terminar solamente con la presencia del “producto” obtenido, por parte de la
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fuerza dada que actda y, del tiempo que se necesita para su obtencion. Con este
objetivo se proponian varios problemas con las condiciones abundantes y faltantes.
Pondremos un ejemplo del problema con las condiciones faltantes: “EI caminante
salio a las 5 de la madrugada. Con qué velocidad caminaba él si hizo 20 km del
camino®”. Pondremos un ejemplo de la solucion de este problema.

El sujeto Lena R. lee el problema, anota los datos con ayuda de la tarjeta y obtiene
dos desconocidos: representa en el modelo el camino (S) y lo quiere dividir, pero
no encuentra T, se queda callada.

Experimentador. ;Qué hay que encontrar?

Sujeto. La velocidad.

Experimentador. ;Qué hay que saber para esto?

Sujeto. Sy T.

Experimentador. ;Qué es lo que te hace falta?

Sujeto. ;Por qué es que en el problema no se da T? Se da so6lo cuando salio.
Experimentador. Podemos solucionar el problema si no sabemos...

Sujeto. No, no podemos solucionar, no sabemos cuanto tiempo caminaba el
caminante.

Experimentador, Es correcto. Anota la conclusion: “El problema no tiene
solucion”.

Los problemas con las condiciones abundantes daban la posibilidad de mostrar, no
solamente la necesidad de la presencia de dos magnitudes (por ejemplo, de Sy T)
para la obtencion de una tercera magnitud (V), sino también la pertenencia de todas
estas magnitudes a una fuerza que actiia. Ademas, en estos problemas, el papel de
la pregunta del problema como del director de la biisqueda de los datos necesarios
se manifestd de manera muy clara. Asi, durante la solucion del problema: “El equipo
de tres choferes de tractor trabajo en 38 hectareas de tierra. El chofer Vania, el miem-
bro de éste equipo trabajo con 12 hectareas por hora. Con qué velocidad trabajo
Vania?”, 14 sujetos empezaron a anotar todos los datos presentes en las condiciones
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del problema. A la pregunta “gQuién acttia?”, contestaban: “El equipo”. A la pregunta:
“dQué hace?”, contestaban: “S=38 hectareas”. Todos estos eran los datos abundantes.

Cuatro sujetos, desde el inicio mismo, empezaron buscar los datos relacionados
con Vania, precisamente acerca de la velocidad del trabajo de él se preguntaba
en el problema. La escritura hecha por parte de ellos era del tipo siguiente: 1)
Vania; 2) S=12 hectareas; 3) T=6 horas y V=2

Posteriormente con ayuda de estos problemas, en todos los sujetos se creaba la
disposicion hacia la pregunta, como hacia el inicio directos para la basqueda de
los datos necesarios.

Durante la etapa material los sujetos solucionaron de 6 a 7 problemas para el
encuentro de la velocidad. Cuando los escolares podian determinar de manera
exacta el concepto “velocidad” y describir el medio para su obtencion (formula),
nosotros pasabamos a la magnitud del “producto” del proceso (S) como a la
relacion entre Vy T.

Inicialmente, los sujetos construian el “producto” del proceso de acuerdo a la
velocidad y el tiempo dados. Se proponia el problema siguiente: “iCuantos arboles
plantaron los escolares durante 7 horas, si durante una hora ellos plantaban 3
arboles?”. Para el problema se anadia el modelo siguiente:

V xxx

El sujeto leia el problema y explicaba qué estaba representado en el modelo.
Todos los sujetos lo lograban facilmente con esto. Después, ellos pasaban a
la escritura breve de los datos con ayuda de la tarjeta No. 1 representada
anteriormente. Cinco sujetos cometieron el error durante la escritura: la ve-
locidad del trabajo (3 arboles durante la hora) tomaron por todo el trabajo y
escribieron “S=3 arboles” pero, después de la observacion del experimentador,
corrigieron su error.
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En el esquema, representada por abajo del texto del problema, los sujetos mode-
laban S. Aqui esta el protocolo del sujeto Seriozha P.:

Experimentador. Muestra la primera hora del trabajo.

Sujeto. (Muestra).

Experimentador. ;Cuantos arboles plantaron los alumnos durante esta hora?
Sujeto. ...3 arboles.

Experimentador. Y durante la segunda hora?

Sujeto. 6 arboles (incorrecto).

Experimentador. jMuestra la segunda hora!

Sujeto. Aqui esta (muestra).

Experimentador. Cuantos arboles plantaron los alumnos durante esta se-
gunda hora?

Sujeto. También 3 arboles.
Experimentador. ;Y durante la tercera hora?
Sujeto. También 3.

Experimentador. Construye todo el trabajo que hicieron los escolares durante
7 horas; cada hora ellos plantaban 3 arboles. ;Como se pueden dibujar todos
los arboles plantados por ellos?.

Sujeto. (Para cada hora senala 3 puntos y obtiene la serie de S).
Experimentador. ;Obtuviste S? Qué vale?
Sujeto. (Cuenta). 21 arboles.
Experimentador. Escriba la formula para encontrar S.
Durante la construccion de S, cinco sujetos tachaban una unidad de tiempo

por una de manera secuencial y la representaban con 3 arboles. Todos estos
sujetos tenian dificultades para la escritura de formula (“Yo resté el tiempo...
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No, dividi T”). Este hecho muestra que, la accion material tiene que ser cons-
truida de tal forma que aquella caracteristica o transformacion, que queremos
identificar, se manifieste claramente. Ante la organizacion dada de la accion, los
alumnos tomaban simultaneamente 3 arboles 7 veces y, ademas restaban las
unidades de tiempo. La escritura de la formula, como de la caracteristica verbal
condensada, tiene que reflejar, de manera significativa, la accion del alumno.
Por eso, durante el trabajo con los demas sujetos, nosotros construiamos S sin
tachar las unidades utilizadas de tiempo.

Para la correlacion de las unidades de tiempo con el trabajo que se realiza
durante cada unidad, se pueden utilizar las flechas. ElI alumno identifica la
unidad correspondiente del tiempo en el modelo y, representa el trabajo
correspondiente:

L1

Figura 4

Los escolares solucionaron de 5 a 6 problemas mas, de diferentes tipos (con los
datos faltantes, con las condiciones abundantes, etc.), obteniendo el “producto” del
proceso en la forma materializada. Cuando los alumnos determinaban el concepto
del “resultado del proceso” de manera exitosa y solucionaban los problemas ya,
sin el apoyo en la tarjeta, nosotros pasabamos a la organizacion de la asimilacion
del tiempo del transcurso del proceso, como de la relacion entre el “resultado”
del proceso y la velocidad.

Inicialmente, la ensefianza se realizaba también con los modelos materializados.
Se representaban por separado la velocidad y el “producto” del proceso. Asi, por
ejemplo, para el problema: “El equipo plantd 24 arboles. Se sabe, que durante
una hora el equipo plantaba 4 arboles. Cuanto tiempo necesitd el equipo para
concluir el trabajo”, se daba el esquema siguiente:
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S 000000000000000000000000
V 0000

Figura 5

Después del analisis de los datos de acuerdo a las instrucciones expuestas
anteriormente, el sujeto determinaba el tiempo T a través de dividir S en V. El
experimentador le hacia al sujeto las preguntas siguientes:

1
2.
3.
4

. Senale otros 4 arboles; jecuanto tiempo mas pasod mientras se plantaban

@

¢Qué senala VP (que durante una hora se plantaron 4 arboles).
iSefale los primeros 4 arboles en Sy subrayelos!
¢Durante qué tiempo se plantaron ellos? (durante 1 hora).

estos arboles? (una hora mas).
Senale estas dos horas y représentelas mas abajo.

6. Senale 4 arboles mas. ¢En cuantas unidades se incremento el tiempo de

trabajo? (en 1 unidad). Posteriormente, el sujeto continuaba identificando
las unidades de tiempo de manera independiente; se obtenia este esquema:

g bl bl bl b

0000 0000 0000 0000 0000 0000
V oooo

T L ! ! ! ! ! 1
Figura 6

En los siguientes 5 0 6 problemas para la bisqueda de tiempo, los datos se ma-
terializaban con ayuda de los pedazos de papel. Los problemas tenian tanto los
datos numéricos, como no nuMericos.

La parte final de la etapa materializada era la solucion de problemas con los
modelos abstractos, sin los datos numéricos o, solamente con algunos niimeros.
Nosotros considerabamos que esto era importante para el paso de la accion a la
forma verbal. El experimentador le proponia al sujeto las tareas del siguiente tipo:
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Experimentador. jToma algln trabajo, solo su representacion!

Sujeto. (Representa y determina el segmento S).

Experimentador. Supongamos, que este trabajo se realizo en 6 horas.
Sujeto. (Representa 6 horas).

Experimentador. Vamos a determinar, “cuanto” se hizo durante una hora.

Sujeto. (Divida el segmento S en 6 partes iguales y una de éstas se determina
con la letra V).

Los problemas sin datos numéricos también se utilizaban para la basqueda del
tiempo y de la velocidad utilizando diferentes modelos: segmentos o pedazos de
papel. Después de cada solucion, nosotros exigiamos expresar la accion realizada
con la formula.

Cabe senalar que a los escolares les gustaba mucho trabajar con estos problemas
y ellos los solucionaban exitosamente.

La etapa de la representacion previa de los conceptos basicos (S, Ty V) y de sus
relaciones, asi como la etapa de las acciones materializadas, requirieron aproxi-
madamente de 10 sesiones para un sujeto que duraba 30 minutos. Durante estas
sesiones cada sujeto soluciono de 20 a 24 problemas.

Durante la etapa del lenguaje en voz alta, de la formacion de las magnitudes basi-
cas, los escolares solucionaban los problemas para la blsqueda de las magnitudes
que caracterizan al proceso sin la utilizacion de los modelos de estas magnitudes
y, sin la utilizacion de la tarjeta que senala el orden del analisis del problema. El
paso a esta nueva etapa se daba de la siguiente manera:

Sujeto. (Lee el problema). La distancia entre dos ciudades es de 200 km.
El ciclista hizo esta distancia en 10 horas. jCuantos kilometros hizo el ciclista
en una hora?

Experimentador. Anote los datos.

Sujeto. ;Y donde esta la tarjeta?
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Experimentador. Yo no traje la tarjeta conmigo, porque yo noté que tu ya
puedes trabajar bien sin ella.

Sujeto. Ahora... Lo primero: “5Quién act(ia®” ciclista (anota en el cuaderno
con el namero 1); lo segundo: “Trabajo - S” (busca en el problema), S - 200
km. (anota); lo tercero: “Durante qué tiempo - T7 (busca en el texto del pro-
blema). Nosotros tenemos 10 horas, T=10; lo cuarto: “gCuanto durante una
hora?” - Acerca de esto se pregunta: gescribo el signo de interrogacion?

Experimentador. Muy bien! Repite el problema de acuerdo a los datos.

Sujeto. Actiia el ciclista, él hizo S=200 km durante T=10 horas; hay que
encontrar la velocidad.

Experimentador. ;Qué formula vamos a utilizar para solucionar el problema?

Sujeto. La formula V (anota): V=S : T (después de ésto coloca los niimeros
en la formula y obtiene el resultado).

Durante la etapa del lenguaje en voz alta, el problema especifico era el analisis
de las condiciones del problema. Las magnitudes basicas que caracterizan al
proceso se proporcionaban, ya no en el tipo de los modelos sino, con ayuda de
la descripcion. Entonces, era necesario ensenarles a los alumnos a identificarlas
en la forma nueva.

De acuerdo a la instruccion, a los alumnos se les proponia identificar: quién actaa,
con qué velocidad y durante qué tiempo.

Después de leer el texto del problema, los escolares denominaban -por orden- qué
requeria cada punto de la instruccion. ElI experimentador les proponia encontrar
esto en las condiciones del problema, identificar con paréntesis y escribir el simbolo
correspondiente sobre las palabras del texto. Si la magnitud identificada era conocida,
entonces, el simbolo se incluia en el circulo entero; si la magnitud era desconocida,
el simbolo se incluia en el circulo de la linea punteada. Después de esto, seguia la
escritura de las magnitudes senaladas (con simbolos) en el cuaderno.

Durante esta etapa, el experimentador no tenia que repetir las instrucciones sobre
el analisis del problema: su contenido ya fue asimilado por parte de los sujetos
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en la etapa materializada. Durante la solucion, ya del segundo problema en la
etapa de voz alta, los sujetos realizaban todo lo que requeria la instruccion sin
observaciones del experimentador.

Inicialmente, el proceso de la identificacion de las magnitudes en las condiciones
del problema se realizaba lentamente y, en el orden que se senalaba en las instruc-
ciones. A final de esta etapa, los escolares trabajaban mucho mas rapidamente y
tenian una relacion mas libre con la instruccion, frecuentemente identificando las
magnitudes segln el orden en el problema y, no como en la instruccion.

Durante esta etapa, el experimentador realizaba basicamente las funciones
del control.

Pondremos un ejemplo de la solucion del problema durante esta etapa.

El sujeto Lena L. lee el problema: “A las 13 horas, de la ciudad A a la ciudad B
—-que se encuentra en la distancia de 350 km. de la ciudad A-, sale el tren con
la velocidad 70 km por hora. sCuando va llegar el tren a la ciudad B?”.

Sujeto. La distancia entre las ciudades es de 350 km, esto es S (identifica en
el texto y senala con el simbolo)... con la velocidad 70 km por hora (senala).
“Cuando va a estar el tren en la ciudad B”... se pregunta acerca del tiempo
de la accion. Esto es T (sefiala con el circulo de linea punteada y determina
con el simbolo T).

Nosotros hemos dirigido la atencion especial a la identificacion de las magnitudes
en el texto del problema; la identificacion incorrecta, por 1o menos de una magnitud,
conduce a la solucion incorrecta del problema. Asi, por ejemplo, en el problema
mencionado, la identificacion incorrecta ... [70 km] por hora, conduce al hecho
de que “70 km” se comprende como S en lugar de V. Durante la etapa del len-
guaje en voz alta se soluciono un total de 12 a 14 problemas que significaban 4
sesiones, con una duracion de 30 minutos aproximadamente.

La etapa del lenguaje en voz alta y de la formacion de las magnitudes basicas,
se combinaba con la forma materializada de la asimilacion de los “bloques” ba-
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sicos del método general para la solucion de los problemas para los “procesos”.
Estos “bloques” fijaban las relaciones basicas entre el “producto” del proceso, su
velocidad y el tiempo de su transcurso.

Durante la etapa anterior, los sujetos “practicamente” asimilaron que, de acuerdo a
cualquier tipo, de dos magnitudes se puede obtener la tercera magnitud. Durante
esta etapa, dichas relaciones se materializaban en el tipo de los esquemas. Las for-
mulas que reflejan estas relaciones muestran, no solamente qué magnitudes son
necesarias para la obtencion de lo que se busca sino, también el medio para la
obtencion de esto. Sin embargo, en los esquemas se materializaban estas relacio-
nes; se fijaban solamente las mismas magnitudes, mientras que, el tipo concreto
de las relaciones entre las magnitudes, no se representaba en los esquemas.

Estos esquemas eran del tipo siguiente:

A0 )i@ A
R L O

Figura 7

Estos esquemas de las relaciones entre S, V'y T constituyen los “bloques” basicos
de la solucion de los problemas complejos para los “procesos”.

Los esquemas se introducian de la manera siguiente: al sujeto se le proponia el
problema para la busqueda de la velocidad. Después de que el sujeto anotaba
las condiciones del problema, con ayuda de los simbolos, el experimentador le
hacia una serie de preguntas.

Experimentador. jAcerca de qué se pregunta en el problema?
Sujeto Igor B. Se pregunta acerca de V.

Experimentador. ;Qué se necesita para encontrar V?

117
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Sujeto. Hay que tener Sy T.

Experimentador. Esto se puede representar asi: lo desconocido lo encerra-
mos en los circulos punteados; hacia esto dirigimos dos flechas que significan
que nosotros tenemos que encontrar dos “cosas”. jCuales son éstas?

Sujeto. Sy T.
Experimentador. Senalalas.
Sujeto. (Senala). Ver la figura 8.

Experimentador. Ahora veamos, se conocen S y T. En el problema no se
sabe que S es igual a 400 kg. Lo que se nos da, lo vamos a encerrar en los
circulos enteros y vamos a anotar aqui su magnitud. Lo mismo vamos hacer
en relacion con T.

El esquema obtuvo el siguiente tipo (figura 9).

Experimentador. ;Como encontrar V, si se conocen Sy T?

Sujeto. Dividimos S en T (soluciona).
Los escolares aceptaron con gusto estos esquemas y, de inmediato, los em-
pezaron a utilizar.

/@ S 400

T 8h.

Figura 8 Figura 9

Ellos los utilizaban no solamente para la solucion de los problemas que se les
proporcionaban, sino también, para la elaboracion de los problemas nuevos. Asi,
cuando nosotros les pediamos inventar algiin problema para el encuentro del
tiempo del transcurso de algiin proceso, entonces, la mayoria de los sujetos -sin
recomendacion alguna del experimentador- iniciaba la elaboracion a partir del
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esquema y, después, inscribia en él los datos correspondientes. Por ejemplo, asi
era un problema inventado por parte del alumno Igor B. (Figura 10).

) /@ 100 km

Th_
@ 20 km/4.

Figura 10

Este esquema dirige la atencion central a lo buscado: T, por eso, después de la
utilizacion de los esquemas, los errores que, anteriormente cometian algunos
sujetos al inventar los datos numéricos para lo dado y para lo buscado, se elimi-
naron por completo.

Las relaciones entre el “producto” del proceso, la velocidad y el tiempo de su
transcurso que, participaban en calidad de elementos basicos en el método general
para la solucion de los problemas para los “procesos”, se quedaban en la forma
materializada hasta el final de la ensenanza experimental.

La etapa final de la formacion, es decir, la etapa del trabajo mental con las mag-
nitudes basicas, se caracterizaba por el hecho de que el sujeto solamente leia el
problema o lo escuchaba, cuando éste se presentaba de forma oral, y lo solucionaba
mentalmente. Asi, por ejemplo, se realizaba la solucion en el sujeto Vera S.

Experimentador. ;Cuantas horas es necesario tener la llave abierta, si hay
que soltar 400 litros de agua y, de esta llave salen 50 litros por hora?

Sujeto. 400 litros... 50 litros por hora...es necesario...son en total 8 horas.
Otros sujetos solucionaban de manera similar.

A los escolares se les proporcionaban los problemas con las condiciones abun-
dantes y faltantes, con diferentes formas de expresion de los datos (numeérica,
simbolica o verbal). Se les proponia también inventar los problemas para encon-
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trar el “producto” del proceso, la velocidad o el tiempo, asi como comparar dos
0 varios procesos de acuerdo a una magnitud que los caracteriza.

Por ejemplo: “Dos sujetos realizan la misma tarea. jQuién de ellos tiene mayor
velocidad: el que termina el trabajo en 6 horas o el que termina en 8 horas?”.

Todos los sujetos contestaron correcta y rapidamente que el primer sujeto tiene
mayor velocidad. Los alumnos demostraban de manera muy segura lo correcto
de sus respuestas. Ellos tomaban el segmento S y lo dividian, inicialmente en 6
y después en 8 partes; evidentemente que cada una de las partes (V) resultaba
ser mayor en el primer ¢aso.

Asi como en las etapas anteriores se observaba la reduccion gradual de tiempo
de la solucion de problemas. Durante las primeras tres sesiones (de 30 minutos)
cada alumno realizaba de 22 a 26 tareas.

La rapidez y exactitud de la solucion y de la elaboracion de los problemas basados en
los conceptos del “producto” del proceso, de la velocidad y del tiempo de su transcur-
S0 eran, para nosotros, los indicadores de la asimilacion exitosa de estos conceptos.

Después de esto, nosotros consideramos posible pasar a los problemas para la
“accion conjunta” en la que habia varios participantes en el proceso.

2. Formacion del concepto de la accion conjunta

El segundo nivel de la complejidad de los problemas para los “procesos” se re-
laciona con la situacion de la “accion conjunta”. La solucion de estos problemas
es mas compleja debido a los siguientes factores:

1. La cantidad de los “participantes”: actiia no solo una fuerza sino,
dos, 0 mas.

2. El caracter de la interaccion de las fuerzas: éstas se ayudan una
a otra o se obstaculizan.

3. El tiempo de la inclusion de las fuerzas que actaan: los partici-
pantes se incluyeron en la accion conjunta simultaneamente o en
diferentes tiempos.
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4. Las relaciones complementarias entre las magnitudes basicas:
ademas de las relaciones de una magnitud con otras dos magnitu-
des que se relacionan con la fuerza dada que actua, aparecen las
relaciones entre los significados particulares y generales de cada
una de las magnitudes. Asi, ahora la velocidad general (Vo), no
es unicamente la funcion de tiempo general (To) y del “producto”
sumado (general) (So) sino, también, la funcion de los significados
particulares de las velocidades (Vi) y representa la suma algebraica
de las velocidades particulares.

Estos factores se incluyen en el conjunto de las condiciones que se deben consi-
derar durante la solucion del problema. Esto significa que, todas ellas tienen que
convertirse en las orientaciones para los alumnos y encontrar en el contenido de
la base orientadora del método general de la solucion.

Para esto era necesario organizar la asimilacion de estas condiciones.

La metodica de trabajo -con el sistema dado de las relaciones en su principio- era
la misma, como durante la formacion de los conceptos acerca de las magnitudes
basicas y de sus relaciones en la situacion de un solo participante en el proceso.

Inicialmente, nosotros hemos organizado la asimilacion de las relaciones entre el
“producto” sumado, como entre el resultado de las acciones de todos los parti-
cipantes y los “productos” particulares obtenidos por parte de los participantes
aislados del proceso. La atencion especial se dirigio al caracter de la participacion:
dles ayuda a los otros participantes en el proceso o se contrapone a ellos?

Durante la etapa de las acciones materializadas, se utilizaron, igual que antes, los
pedazos de papel y los segmentos de la recta, que son comodos para modelar las
relaciones que se asimilan. Asi, por ejemplo, durante la solucion del problema:
“En el rancho trabajaban tres equipos. Dos equipos recolectaban las frutas v,
el tercer equipo las vendia. Se sabe que el primer equipo recolecto 800 kg vy el
segundo 700 kg de frutas, mientras que el tercer equipo vendio 900 kg. sCuan-
tas frutas se quedaron en el rancho?”, los escolares senalaban en el pedazo de
papel los resultados de las acciones del primer y del segundo equipos (en escala
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determinada); determinaban sus magnitudes numéricas y, después, tomaban una
parte de papel que modelaba el “producto” de las acciones del tercer equipo.

Durante la etapa de las acciones materializadas, simultaneamente se preparaba
el paso a la etapa verbal en voz alta. Con este objetivo, a los escolares se les
proponia trabajar no solamente con los modelos, sino también, anotar los datos
en la forma verbal con la utilizacion de los simbolos para la determinacion de las
magnitudes basicas. Ellos realizaban el analisis de las condiciones del problema
de acuerdo al plan proporcionado (tarjeta No 2), que era del tipo siguiente:

TARJETA N°. 2.

Determinar:
1. ¢Cuantos participantes actian?
2. ¢Ellos inician y terminan juntos o no?

3. ¢Como actian ellos?
a) ¢Ayudan?
b) ¢Se contraponen?

4. ¢Qué se conoce en el problema acerca de las magnitudes generales (So,
To y Vo)?

5. ¢Qué se conoce acerca de las magnitudes particulares (Si, Ti y Vi)?

6. ¢Qué hay que encontrar en el problema?

Los escolares anotaban las respuestas a todas estas preguntas abajo de los niimeros
correspondientes y, en el resultado se obtenia la escritura breve del problema. Asi,
el problema mencionado anteriormente era escrito de la manera siguiente:

1) 3 part.
2) Juntos (es decir, simultaneamente).

3) 'y Il se ayudan, Ill en contra.
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4) Nada.
5) S1 =800 kg; S2 =700 kg y S3 = 900 kg.
6) So =?

Después de la solucion de varios problemas, para el encuentro de los “productos”
generales y particulares con la utilizacion de los modelos, los escolares pasaban
a la etapa de las acciones verbales en voz alta (lenguaje externo) y, trabajaban
solamente con el apoyo de la escritura.

Se solucionaron varios problemas mas del mismo tipo, después de que nosotros
pasamos a los problemas que exigian la comprension de las relaciones entre las
velocidades general y particulares. Nosotros no teniamos el objetivo para pasar
todas las acciones a la forma mental, por eso la ensenanza se concluia en la
etapa del lenguaje externo.

Durante la formacion del concepto, acerca de las relaciones entre las velocidades
de participantes aislados en el proceso y la velocidad general, la atencion espe-
cial se dirigia no solamente al caracter de interacciones de los participantes (se
ayudan o se contraponen uno al otro), sino también, a las relaciones temporales
de sus acciones: los participantes actian simultaneamente o no.

Los escolares tenian que comprender que, la velocidad general en uno u otro in-
tervalo temporal, puede ser obtenida a través de sumar las velocidades particulares
solamente en las condiciones de la accion simultanea de todos los participantes
en el proceso. Para esto nosotros proponiamos los problemas de este tipo:

“Tres equipos construyeron la carretera durante 10 dias. EI primer equipo
trabajo solamente los primeros 3 dias y construia 200 metros por dia. Después
de esto, empezaron a trabajar el segundo y el tercer equipos. El segundo
equipo construia 300 metros por dia, mientras que el tercero construia 350
metros por dia. Con qué velocidad se construia la carretera después de que
los equipos segundo y tercero iniciaron a trabajar?”.

Durante la etapa materializada de la asimilacion, nosotros necesariamente exigia-
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mos de los escolares la representacion de todos los datos en el esquema. Aqui
esta uno de los esquemas para el problema mencionado:

v, . % .V,

200 m/g 300 m/g 350 m/g
L 1 1

Figura 11

En el esquema elaborado por parte de los sujetos, se ve facilmente que durante
los primeros tres dias la carretera se construye con la velocidad igual a 200 m/
dia, mientras que durante los siguientes 7 dias la carretera se construye con la
velocidad de 650 m/dia.

Los tipos de las interacciones entre los participantes, se asimilaron por los alumnos
practicamente durante el analisis de las relaciones entre los “productos” general
y particulares del proceso, por eso, durante el trabajo con las velocidades esto
no producia ningun tipo de dificultades en ellos.

Los sujetos diferenciaban facilmente los casos, cuando las velocidades se deben
de sumar y cuando hay que restar una de otra. Por ejemplo, en la situacion: a)
el movimiento del barco en contra de la corriente del rio y b) el movimiento de
dos trenes en la direccion hacia su encuentro (opuesta).

Las relaciones entre las velocidades se formaban también en el nivel de la etapa
del lenguaje externo.

Finalmente, se trabajaba con las relaciones entre el tiempo general del proceso y
el tiempo particular de las acciones de los participantes aislados. Con el tiempo
general (To) se comprendia el tiempo necesario para todo el “producto” (So),
cuando los participantes acttian simultaneamente.
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En este caso, el tiempo general es igual al tiempo de la accion de cada uno de los
participantes. Si las acciones se realizan en diferentes tiempos, al tiempo que se
necesita para la produccion del producto nosotros hemos llamado como el tiempo
sumado (Ts). Su relacion con el producto general permite obtener, no la velocidad
general sino, la velocidad media®. Por ejemplo, supongamos que se conoce que
en la produccion de detalles participaron tres equipos. EI primer equipo trabajo 5
horas con la velocidad: 10 detalles por hora; el segundo equipo trabajo 10 horas
con la velocidad: 20 detalles por hora y, el tercer equipo trabajo 5 horas con la
velocidad: 20 detalles por hora. En el caso dado, la velocidad general es de 50
detalles por hora (Vo=V1+V2+V3=10d/h+20d/h+20d/h=50d/h).

El tiempo sumado (Ts) de la produccion de los detalles es igual a 20 horas
Ts=T1+T2+ 13

Para la obtencion del tiempo general (To), nosotros tenemos que conocer anterior-
mente la magnitud de todo el producto (So) y dividirlo entre la velocidad general
(Vo). En el caso dado, el “producto” general que puede ser obtenido como la suma
de los “productos” particulares, los cuales, por su parte, pueden ser obtenidos
como la multiplicacion de las velocidades particulares correspondientes por el
tiempo particular correspondiente:

(V1xT1)+(V2xT2)+(V3xT3)=50d+200d+100d=350d.

Consecuentemente, el tiempo general es igual a 7 horas (To = So : Vo = 350 d
: 50 d=7). Esto significa que si todos los tres equipos hubieron trabajado simul-
taneamente, entonces, ellos hubieron necesitado 7 horas para la produccion de
los detalles. La velocidad media (Vm) es igual a 17,5 d/hora

(Vm=S0:Tm=350d:20 horas).

Los conceptos del tiempo general y del tiempo sumado se diferencian no tan
facilmente: los sujetos intentan obtenerlo por analogia con la velocidad general

5 Nosotros no hemos introducido el concepto de la velocidad media y no hemos propuesto los problemas para su
utilizacion. (Nota de los autores).
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y el “producto” general, es decir, a través de sumar los intervalos parciales de
tiempo. Solamente la modelacion de las magnitudes y de sus relaciones permite
mostrar que el tiempo general tiene lugar Gnicamente en los casos, en los que el
“producto” se produce con la velocidad general, es decir, de manera simultanea
por parte de todos los participantes del proceso.

No todos los sujetos lograron de inmediato captar el concepto acerca de las re-
laciones entre las magnitudes basicas del proceso, asimilado con los problemas
con un solo participante, a la situacion de la “accion conjunta”. Sin embargo,
era suficiente trabajar una vez con los modelos para comprender el caracter
idéntico de las relaciones entre las magnitudes que se relacionan, con uno de
los participantes del proceso, o con todos ellos conjuntamente.

Para la generalizacion de las relaciones en la situacion de la accion conjunta,
nosotros, en la etapa final, les estabamos proponiendo a los sujetos los problemas
abstractos cualitativos del siguiente tipo: “Se da alguna accion conjunta con dos
“participantes”. ¢De acuerdo a qué datos se puede encontrar V29",

Durante esta etapa, todos los sujetos lograron solucionar estos problemas. Nor-
malmente, la solucion se realizaba de la manera siguiente:

Sujeto. De acuerdo a S2 y T2, a través de la division, aqui esta (escribe):
V2 =82 :T2.

Experimentador. Y si no hay estos datos, entonces, ;coOmo se puede encon-
trar V2 de acuerdo a otros datos?

Sujeto. De acuerdo a Vo y V1... aqui esta (escribe): V2 = Vo - V1.

El reforzamiento de los conceptos relacionados con la situacion de la accion
conjunta se concluia en la etapa del lenguaje externo. Los sujetos no solamente
solucionaban exitosamente los problemas, sino también ellos ya podian actuar
en la forma mental. Durante la etapa del lenguaje externo, cada sujeto realizo de
10 a 13 tareas de diferentes tipos.

De esta forma, en el resultado de la ensefianza realizada, los escolares asimilaron
todos los elementos y todas las relaciones entre ellos, que constituyen el contenido
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basico de la solucion de los problemas para los “procesos”. Nosotros suponiamos
que, después de esto, este método no produciria dificultades en nuestros sujetos,
lo cual se demostrd posteriormente de manera definitiva.

3. La formacion del método general para la solucion de los

problemas para los “Procesos”
Para la asimilacion del método general de la solucion de los problemas dados, en
complemento a los conceptos y habilidades formadas anteriormente, era necesario
ensenarles a los escolares a construir el esquema de la situacion del problema y
el esquema para la resolucion, elaborar el plan y elegir el medio para la solucion.

La elaboracion del esquema para la situacion representa la “traduccion” del
texto del problema en el idioma del modelo abstracto concreto, en la que todas
las relaciones participan de manera simultanea ante los sujetos. Evidentemente,
este paso se tiene que basar en las reglas determinadas de la correlacion de los
elementos en la situacion del problema y sus relaciones con la estructura del
esquema. El esquema, asi como los simbolos, permiten abstraerse de los datos
concretos de la situacion y ver el problema dado, como el caso particular de las
relaciones entre las magnitudes basicas que caracterizan a cualquier proceso.
Era necesario ensenarles a los alumnos a elaborar estos esquemas de manera
independiente. En el caso de los problemas sencillos, nosotros ya hemos mostrado,
como los sujetos elaboraban los esquemas y como trabajaban con ellos.

Nosotros hemos iniciado la formacion de la habilidad para representar el esquema
de la situacion compleja, a partir de proponer los modelos abstractos con 10s
cuales los sujetos tenian que establecer el sistema dado de las magnitudes. Aqui
esta un ejemplo de este modelo:

Figura 12

127
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Este modelo se puede interpretar como un encuentro de dos trenes o como el
trabajo de dos “participantes” (sujetos, maquinas, llaves, etc.), pero, en todos
los casos, el segmento AB modela el resultado de la accion conjunta (distancia
que hicieron dos trenes que se mueven hacia el encuentro mutuo; el trabajo que
hicieron dos trabajadores, etc.). En este esquema, no hay cantidad de tiempo;
éste se puede representar junto a lo demas en la forma conocida o simplemente
determinar con el simbolo T.

El esquema dado modela la accion conjunta de dos participantes como en el caso
de la colaboracion, tanto en el caso de la contraccion. Los alumnos consideraban
a esta condicion, debido a que, durante el analisis ellos establecian todas aquellas
preguntas que antes les hacia la “tarjeta”: “gComo actuan ellos?”. Sin embargo,
en este esquema, se puede reflejar facilmente también el caracter de la accion.
La colaboracion se puede determinar con el signo “+” sobre la flecha que senala
la velocidad del participante dado v, la accion contraria se puede determinar con
el signo “-”. Después de esto, a los sujetos se les propuso elaborar los esquemas

para diferentes situaciones de problemas de manera independiente.

Por ejemplo: “Se conoce la velocidad de dos caminantes, que salieron hacia el
encuentro mutuo simultaneamente. Hay que encontrar, gqué distancia hicieron
ellos hasta su encuentro, si ellos caminaron durante 5 horas?”.

El sujeto representa este esquema de la situacion: So determina lo que se busca.

=2
v S,= y

1 2
y B v
|
LL Ll
T

0

Figura 13

To significa que los participantes iniciaron el movimiento simultaneamente. Todos
los sujetos elaboraron de 6 a 7 esquemas cada uno. Después de esto, nosotros
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les ensenamos a los alumnos elaborar el esquema para la solucion del proble-
ma. Este esquema tenia el tipo del “arbol del razonamiento” y, se iniciaba con la
pregunta del problema que determinaba, tanto la eleccion de los datos, como la

eleccion de la formula.
WORSO, ; @ W

'S, (f,)\ v, v,

Figura 14

Todos los sujetos ya conocian bien los “bloques” basicos del esquema del razo-
namiento (figura 14); ellos también conocian los esquemas de los problemas
que no tienen solucion (figura 15).

Ahora, nosotros teniamos que ensefarles a unir estos bloques en esquemas muy

diferentes. O

Figura 15

Inicialmente, el experimentador les presentaba a los sujetos el siguiente esquema
abstracto y les pedia explicar qué significa este esquema (figura 16).

.\ )\4,—'-); DI . O
Figura 16 \ '\O \ '\O
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Todos los sujetos comprendieron el esquema y dieron la explicacion correcta. Asi
fue como explico el sujeto Yura M.

Experimentador. Explica, qué esta dibujado.
Sujeto. Es el esquema del problema.
Experimentador. ;De qué tipo de problema?
Sujeto. Bueno, de algin tipo.

Experimentador. Es correcto. ¢Qué significa el primer circulo del lado iz-
quierdo?

Sujeto. La pregunta del problema.
Experimentador. ;Y después?

Sujeto. Para contestar a la pregunta, nosotros necesitamos dos datos...no: tres
datos - uno ya esta (muestra el circulo entero) y no hay dos datos; para encontrar
ésta (muestra el primer circulo punteado en la parte superior) son necesarios dos
datos, éstos se dan en el problema, aqui estan (muestra los circulos enteros, de los
cuales se parten dos flechas); para encontrar ésta (muestra el circulo punteado
en la parte inferior) son necesarios dos datos, uno ya esta, el otro no esta, pero
éste se puede encontrar (muestra los circulos enteros, de los cuales se parten
las flechas hacia este desconocido). jEs interesante! Muéstreme este problema.

Experimentador. Nosotros vamos a solucionar estos problemas, pero inicial-
mente yo quiero saber, qué tan preparado estas tu para esto. Dime, gcuantas
acciones (operaciones) va a tener el problema?

Sujeto. 6 acciones (incorrecto).

(El conteo de las acciones, de acuerdo al esquema, lo realizaron incorrecta-
mente otros 12 sujetos).

Experimentador. Muestra la primera accion. jQué hay que encontrar en
primer lugar?

Sujeto. Aqui (muestra incorrectamente el primer circulo punteado en la parte
izquierda).
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Experimentador. ;T( tienes todo lo necesario para esto?

Sujeto. {No!. Si, aqui estd (muestra el circulo punteado superior en la se-
gunda serie vertical).

Experimentador. jEs correcto!. ;02

Sujeto. jAqui esta! (muestra el segundo circulo punteado en la misma serie).
No, sera ésta. (muestra correctamente el circulo punteado en la tercera serie
vertical).

Experimentador. Cuente, cuantas preguntas hay de acuerdo al esquemay,
entonces, cuantas acciones hay en el problema. Pon los nameros ordinales.

Sujeto. (Senala correctamente en el esquema 4 acciones).

En las tareas posteriores, los escolares tenian que elaborar los esquemas para
la solucion de manera independiente. Se daban los problemas sin los datos
numeéricos. Por ejemplo:

Experimentador. Hay que encontrar So de tres participantes que trabajan
conjuntamente (“amistosamente”); se conocen los resultados del trabajo de
cada uno. Elabora el esquema para la solucion!

Sujeto. Vera S. Entonces, se conocen S1, S2, S3... Aqui (dibuja). Ponemos
en los circulos aquello que se conoce (Figura 17).

Experimentador. ;Se puede solucionar el problema?

Sujeto. Claro, que si, sumamos S1 + S2 + S3 y obtenemos So.

®)

(:éo 4—@
T ®

Figura 17

Otros alumnos solucionaban los problemas de manera aproximadamente similar.
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Otro tipo de problemas consistia en el hecho de que, a los sujetos se les daba el
esquema preparado de acuerdo al cual ellos inventaban los problemas tematicos.
Por ejemplo, para el esquema representado abajo, el sujeto Lena G. elaboro el
problema siguiente: “Trabajaron dos equipos; el primer equipo recolectd 100 kg
de papas y el segundo 150 kg. Ellos trabajaron 3 horas juntos. jCuantos kilos de
papas recolectaron ellos en cada hora?®”.

Cada sujeto ejecuto de 3 a 6 tareas.

;- \
T
Figura 18

El siguiente componente que se formaba en los escolares: la eleccion del método
de la solucion, que tiene lugar durante la solucion incluso de un problema sencillo.
Esto se determina por el hecho de que, como nosotros vimos, lo buscado puede
tener simultaneamente varias relaciones funcionales. Debido a que nuestros su-
jetos ya han asimilado todos los sistemas de las relaciones, en las cuales pueden
encontrarse el tiempo, la velocidad y el “producto” del proceso, a nosotros nos
faltaba ensenarles a elegir aquel tipo de las relaciones, el que, en las condiciones
del problema dado, conduce a la solucion. La ensenanza se inicio con el problema
siguiente: “Estan abiertas dos llaves. Hay que encontrar la cantidad de agua que
lleno la alberca, si se sabe que la primera llave estaba abierta durante el tiempo
T1 y ella “trabajaba” con la velocidad V1, mientras que la segunda llave estaba
abierta durante el tiempo T2 y “trabajaba” con la velocidad V2”. El sujeto Sasha
M. solucionaba este problema de manera siguiente:

Sujeto. ;Qué hay que encontrar en el problema? Repita, por favor.

Experimentador. La cantidad de agua en la alberca...
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Sujeto. Y trabajaron dos llaves? Entonces, (escribe): SoP Se conoce T1, V1,
T2 y V2.

Experimentador. Elabora el esquema.

Sujeto. (En el circulo punteado escribe So y dirige hacia él 3 flechas: a partir
de T1, V1 y T2.(Figura 19). Quiere dibujar una flecha mas, pero el esquema
obtenido no lo satisface).

Sujeto. Como a partir de T1 y V1 obtener So. Tenemos T2... V2; no, a partir de
T1 y V1 se puede obtener S1, pero no So (representa otro esquema, Figura 20).

- — /@'\QD

\ \/é /@
T, )
T®
Figura 19 Figura 20

Experimentador. Es correcto. Muy bien. ¢De cuantas acciones es este
problema? Senalalas.

Sujeto. De tres acciones (las senala en el esquema).

Nosotros hemos propuesto a algunos sujetos los problemas con datos numericos
para este esquema. Ellos los solucionaron facilmente.

A pesar de que los escolares ya conocian bastante bien todas las formulas, ini-
cialmente, la eleccion de la formula necesaria era dificil. Por eso, nosotros hemos
presentado una tarjeta con la escritura de todas las formulas basicas.

Normalmente, la solucion transcurria de la manera siguiente: los sujetos identi-
ficaban las magnitudes en el problema, subrayaban la pregunta, colocaban (en
el texto del problema) los datos numéricos en los rectangulos de lineas enteras
y determinaban con el simbolo correspondiente, después de esto, anotaban los
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datos en el cuaderno, repetian el problema de acuerdo a ellos y empezaban a
elaborar el esquema. En el esquema ellos senalaban el orden de las acciones y
las realizaban utilizando formulas v, la escritura de la “solucion con preguntas”,
conocida a partir del trabajo en el salon. Asi se veia uno de los problemas después
del analisis de sus condiciones:

To So
“[Tres carros] gastaron durante [10 horas] [250 litros] de la gasolina. Se
S1
sabe que, durante este tiempo, el primer carro gasto [60 litros], y el segundo carro
S2
gastd [100 litros]. Encuentren, cuantos litros de gasolina gasto el tercer carro

en una hora?

Asi era la escritura de los datos:

To = 10 horas

So = 350 litros
S1 = 60 litros

$2 =100

V3 =7

Inicialmente, se observaba en los escolares una tendencia para empezar a utilizar
los datos, antes de establecer las relaciones entre ellos. La parte de ejecucion,
sin ser garantizada por la base orientadora adecuada, evidentemente, puede
conducir nicamente a traves de la via de “ensayo y error”.

La construccion del esquema (arbol de razonamiento), constituye la forma mate-
rializada de la representacion de la base orientadora que, hace objetivar los datos
y las relaciones entre ellos que se contienen en las condiciones del problema.

Debido a que nosotros, de manera decisiva, hemos cortado estas tendencias los
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escolares, muy rapidamente, se acostumbraron a pasar después de la escritura
de las condiciones a la elaboracion del esquema.

Los sujetos conocian las relaciones necesarias entre los elementos basicos
de la situacion, por eso, ellos comprendian qué tipo de hipotesis son posibles
en las condiciones de cada problema concreto. Asi, durante la solucion del
problema mencionado anteriormente, lo buscado (V3) puede ser encontrado
solamente a través de dos vias: como la funcion de S3 'y T3 o como la funcion
de Vo, V1 y V2.

Durante la realizacion de la serie dada de los experimentos, nosotros les permitia-
mos a los sujetos verificar todas las hipotesis una por una. Posteriormente, noso-
tros hemos llegado a la conclusion que, para la generalizacion de las relaciones
funcionales entre las magnitudes y, para la eleccion de la via mas racional de la
solucion del problema, es mas util, a partir del inicio mismo, modelar todas las
vias posibles de basqueda en el esquema.

Ante las propuestas secuenciales de las hipotesis posibles de los sujetos, inicial-
mente, los sujetos estaban intentando obtener la velocidad del tercer participante
utilizando el “producto” (S3) y el tiempo de la participacion. Intentando utilizar
la formula correspondiente (V3 = S3 : T3), los sujetos veian que para esto era
necesario encontrar S3. Este también puede ser obtenido a través de dos vias:
1) como la funcion de la velocidad y de tiempo del tercer participante y 2) como
la funcion del “producto” general y de “productos” de otros participantes, es
decir, como la parte de lo entero (general). La primera hipotesis se rechazaba
rapidamente debido a que, la velocidad del primer participante del proceso es 1o
que se busca. La verificacion de la segunda hipotesis condujo a la solucion. Aqui
pondremos un ejemplo del protocolo:

Variante A
I. V3 = S3:T3.
II.S3=9?S3=V3 x 13

Il. V3 =2 V3 - es lo que se busca, no lo tenemos. Ese esquema se rechaza.




LA FORMACION DE LAS HABILIDADES GENERALES PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS ARITMETICOS
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Figura 21 Figura 22
Variante B
=)
IL.S, =§,-8, -8,

|||1\9 =? T,=T,

Conclusion: El problema tiene 2 acciones (operaciones) (se sefialan en el
esquema figura 22: | y Il). Se inicia la solucion. Los demas sujetos utilizaron la
segunda via, es decir, decidieron encontrar la velocidad del tercer participante como
la funcion de la velocidad general y, de las velocidades de los otros participantes.
En estos casos, los escolares hacian la escritura y representaban el esquema de
los tipos aproximadamente siguientes (figura 23).
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Variante C

1. V3 =(:|‘;D _(:9 (:Q

nv,=2 V,=S,:T,

m. v, =2V, =(v)

IV.T, =? T, =T (simultaneamente)

= e
V.y,=? v2-.\9

VLT, =? T, =T, (simultaneamente)

Conclusion: El problema tiene 4 acciones (se senalan en el esquema |, 11, lll'y
IV). Se inicia la solucion.

Como observamos, esta via no es racional, debido a que para el encuentro de
lo que se busca se necesitan el doble de acciones que en el primer caso. Sin
embargo, debido a que los sujetos aprobaron esta via como la primera y ésta los
condujo a la solucion del problema, ellos no han modelado la segunda via en el
esquema y, consecuentemente, no podian elegir la via mas racional de las dos.

En el caso de la modelacion simultanea, de todas las vias posibles de la solucion
en el esquema, los alumnos aprenderan con facilidad como elegir la mejor de
ellas. Asi, durante la solucion del problema dado, el escolar, al identificar lo bus-
cado (la velocidad del tercer participante en el proceso), de inmediato debe de
sefialar ambas vias posibles (figura 24).

V—\:)/ )
v/ T~

Figura 24
Posteriormente, al analizar las condiciones del problema y al senalar las vias
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posibles para el encuentro de las magnitudes necesarias, el alumno llega hasta
el siguiente esquema (figura 25).

O
@\, v
T, $)+—1)
D h
9 )

Figura 25

En este esquema, se ve facilmente que la via representada a la derecha de la
buscada, es mas corta que la via representada a la izquierda.

Posteriormente, cuando el alumno asimile el método general para la solucion y
aprenda a utilizarlo mentalmente, él, evidentemente, podra encontrar la via racional
muy rapido sin pasar por su mente todas las vias posibles. Sin embargo, para
esto, durante la etapa de las acciones materializadas, él necesita modelar las vias
de manera desplegada y representar todo de manera completa.

La efectividad del esquema dado para la solucion se explica por el hecho de que
éste modela simultaneamente, tanto la situacion concreta del problema, como las
relaciones generales de aquella esfera de la realidad con la cual se relaciona
el problema. Materializando las relaciones, el esquema le permite al escolar re-
presentar cualquier tipo de la situacion concreta de las relaciones como el caso
particular de las relaciones generales que constituyen la esencia de la esfera dada.

Este esquema no contiene las operaciones de ejecucion, pero ellas son conocidas
para los sujetos y como tales, no representan para ellos ningan tipo de dificultad.
Gradualmente, el esquema puede dejar de utilizarse como apoyo material. El
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mismo destino deben de poseer las formulas vy, la colocacion de los nameros en
ellas, tienen que ceder el lugar a la transformacion inmediata de los datos. Sin
embargo, nosotros no hemos establecido el objetivo de alcanzar este nivel para
la solucion de problemas.

Precisamente con el apoyo en los esquemas, los alumnos solucionaban facilmente
los problemas que eran bastante complejos, identificando de manera muy segura,
el sistema necesario de las relaciones y, realizando las transformaciones corres-
pondientes. Debido a que la asimilacion del método general para la elaboracion
del esquema de la solucion, no producia dificultades en los sujetos, el trabajo
posterior condujo, indudablemente, a la elaboracion aliin mas segura y rapida de
los esquemas y, a su elaboracion para la solucion.

La asimilacion de los conceptos basicos, relacionados con la situacion de la “ac-
cion conjunta” y del método general para la solucion de los problemas para los
“procesos”, ocupd de 11 a 12 sesiones (de 30 minutos). La cantidad basica de
las sesiones, se requirio para la asimilacion de las nuevas relaciones que surgen
en la situacion de la accion conjunta.

El método general para la solucion de los problemas complejos (elaboracion del
“arbol de razonamiento”) se asimilo, por su parte, de manera bastante rapida en
el nivel materializado: los escolares solucionaban, normalmente, solo tres proble-
mas. Nosotros no hemos seguido la via de esta accion hasta llegar a la etapa de
las acciones mentales.

Con esto se concluia la ensenanza de los escolares. Nosotros supusimos que 0s
alumnos, al asimilar las magnitudes basicas que caracterizan a los procesos y
las relaciones entre ellas, asi como aprender a modelar estas relaciones en las
condiciones de los problemas concretos (elaborar la base orientadora en la for-
ma materializada) y realizar las transformaciones correspondientes (acciones de
ejecucion), podrian solucionar cualquier tipo de problemas para los “procesos”.

. Los experimentos de control y de comparacion
Nosotros les hemos anunciado a los sujetos que ellos tendran examen escrito.
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Ademas, nosotros hemos dicho a los 12 sujetos que el examen se realiza con el
objetivo de elegir, quién de ellos continuara las sesiones con nosotros. A los demas
sujetos, simplemente se les dijo que ellos obtendran las calificaciones (durante
la ensenanza, nosotros no hemos puesto las calificaciones).

Las sesiones del control eran del siguiente tipo: escribir las formulas para algu-
nas magnitudes en las condiciones dadas; verificar una serie de las formulas
propuestas y solucionar dos problemas para la “accion conjunta”.

Aqui esta un ejemplo de la tarea del primer tipo:

“Escribe la formula para el encuentro de la velocidad general de dos “partici-
pantes”, cuando ellos “trabajan” simultaneamente y colaboran”. Se dio el total
de 10 tareas de este tipo, para cada uno de los sujetos que incluyeron casi
todas las relaciones entre las magnitudes, tanto en la situacion de un partici-
pante del proceso, como en la situacion de la accion conjunta. Se elaboraron
diferentes variantes de las tareas del tipo dado. En una de las variantes, los
sujetos tenian que escribir las formulas siguientes:

1) Vo= V1+V2

2) T1=S1:V1

3) To=So:Vo

4) So= ToxVo

5) S1=S0-S2

6) So=S1-S2+S3

7) T1=T12=13=To

8) V1=Vo-V2

9) To=T1=12

10) V1= S4:T4

Ahora pondremos los ejemplos de las tareas del segundo tipo:
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“Verificar las formulas siguientes (tachar las formulas incorrectas y escribir
junto las correctas):

1) S1= S0+S2 (cuando trabajan amistosamente)
(tiene que ser: S1= S0-S2)

2) V2=S82:12

3) To=T1 (cuando trabajan simultaneamente)
4) Vo= To:So (tiene que ser: Vo=So:T0)

5) S1=TxV1 (tiene que ser: ST=T1xV1)

6) So=Vo:To (tiene que ser: So=VoxTo)

7) S2=S0-S1”

Se proporcionaron los siguientes problemas para la “accion conjunta”

Problema 1. De dos ciudades, la distancia entre las cuales es de 540 km,
salieron simultaneamente en la direccion, hacia el encuentro mutuo, dos trenes.
Uno de ellos iba con la velocidad 40 km por hora. Los trenes se encontraron en
6 horas. Determinar la velocidad del segundo tren.

Problema 2. Hay que plantar 60 arboles. Si trabajara solamente el tercer grado,
entonces, el trabajo se realizara en 3 horas; si trabajara solamente el cuarto grado,
entonces, el trabajo se realizara en 6 horas. ¢Durante qué tiempo se realizara el
trabajo, si trabajaran dos grados de manera conjunta?

Todas las tareas se realizaron de manera bastante exitosa. Durante la realizacion
del primer grupo de las tareas, se cometieron solamente 6 errores, lo que cons-
tituye 3% de la cantidad general de las tareas de este tipo. Ademas, cabe senalar
que, los mismos alumnos corrigieron los errores cuando el experimentador los
sefialo. Aproximadamente el mismo cuadro se observo para la ejecucion de las
tareas del segundo tipo.

El primer problema lo solucionaron todos los sujetos, ademas, casi la mitad
de los sujetos inicio la basqueda a partir de la formula V2=S2:T2 y soluciono
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el problema con tres acciones (inicialmente, encontraron la distancia que hizo
el primer tren; después: la distancia que hizo el segundo tren y, finalmente, la
velocidad que se buscaba). Los demas sujetos iniciaron a partir de la formula
V2= Vo-V1 y solucionaron el problema en dos acciones (encontraron la velocidad
general y, después, restaron de ella la velocidad del primer tren). Después de la
realizacion del trabajo de control, el experimentador le propuso a cada uno de
los sujetos solucionar el problema a través de otra via. Todos los sujetos lograron
realizar esta tarea.

El experimentador no daba nada de instrucciones acerca de la construccion y
de la utilizacion del esquema de la situacion y del esquema de la solucion. (A los
escolares se les dijo: “Solucionen como sea mas facil para Ustedes”). A pesar de
esto, 4 sujetos elaboraron el esquema de la situacion y, 15 sujetos elaboraron el
esquema de la solucion en el cual senalaron todos los datos de las condiciones
del problema. Los sujetos también anotaban las formulas que necesitaban para
el proceso de la solucion.

Durante la solucion del segundo problema, algunos sujetos tuvieron dificultades
para el reconocimiento de los “60 arboles”. Este dato participa en las condi-
ciones del problema en tres funciones: a) el “producto” de las acciones de los
escolares del 32 grado; b) el “producto” de las acciones de los escolares del 4°
grado y c©) el “producto” general. Este problema tiene las diferencias esenciales
de los problemas de la serie de la ensefianza por una particularidad mas: en el
problema se da el tiempo de la accion de cada participante en la situacion de la
accion aislada, mientras que se requiere de encontrar el tiempo en la situacion
de la “accion conjunta”, es decir, el tiempo general. En la serie de la ensenanza
no hubo problemas de este tipo. Todos los sujetos determinaron los datos en la
condicion del problema de la manera siguiente: 60 arboles como el “producto”
general; 3 horas como el tiempo de la accion del primer participante; 6 horas
como el tiempo de la accion del segundo participante y el tiempo buscado como
el tiempo general. Todos, sin excepcion, iniciaron la basqueda con la formula
To= So:Vo. Ninguno de los sujetos cometio el error muy tipico, no solamente para
los escolares de la escuela primaria, sino también de la escuela media: sumar el
tiempo de cada participante del proceso para obtener el tiempo general.
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Sin embargo, 7 sujetos no pudieron construir el esquema para la solucion del
problema, hasta que el experimentador les ayudo6 a representar el cuadro de las
tres situaciones separadas en el tiempo.

60 ¢ 60 60 ¢

T.||_I_IJ T2I_I_I_I_I_I_l To_';
Figura 26

Esto les ayudo a los sujetos; ellos comprendieron que las primeras dos situacio-
nes permiten conocer la velocidades de los participantes y, consecuentemente,
también la velocidad general. Posteriormente, el problema se solucionaba con
facilidad. Los demas sujetos lograron solucionar el problema exitosamente. Ellos
necesitaron solo una pregunta directora del experimentador: “5Tu encontraste
todo acerca de los participantes?”. Antes de esto, los sujetos ya han establecido
que S1=60 arboles y que S2=60 arboles. Teniendo S1 y T1, S2 y T2, ellos de
inmediato tomaban la decision de encontrar las velocidades de los participantes
del proceso y de sumarlas para obtener la velocidad general.

La ejecucion de las tareas del primer y del segundo grupos mostro que los con-
ceptos basicos (S, Ty V), y las relaciones entre ellos, se asimilaron por parte de
los sujetos en el plano mental. Sin embargo, durante la solucion de los problemas,
los escolares utilizaban la materializacion parcial (elaboraban el esquema de la
situacion descrita en el problema y el esquema de la solucion) y las acciones
verbales externas.

Asi, el plano de la solucion se senalaba en el esquema de la solucion con ayuda de
la escritura de una serie de las formulas, o, a veces, con ayuda del lenguaje oral.

De esta forma, el método general de la solucion basicamente se asimilo solo a
nivel de las acciones materializadas pero, en este caso, los escolares trabajaron
de manera segura y, en general, solucionaron los problemas exitosamente.
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Nosotros hemos realizado el experimento de comparacion con 72 alumnos del
nivel promedio de calificaciones (éxitos escolares) tomando 18 escolares de los
grados 42, 5%, 62y 72y proponiéndoles las tareas del tercer grupo, es decir, dos
problemas mencionados anteriormente. A los escolares de grados 4°y 5° se les
dieron tareas complementarias para la determinacion del tiempo del transcurso de
los procesos conocidos para ellos (movimiento y trabajo), del resultado del proceso
y de su tiempo. El experimento individual se realizo de manera separada con los
5 escolares de 4° grado y con 8 escolares de 5% grado. Los demas escolares
realizaron las tareas por escrito, como el trabajo de control en su salon. De los
escolares con los que nosotros hemos trabajado de manera individual, solo un
alumno de 52 grado soluciono el problema N© 1. EI argumento cada accion vy, de
inmediato, inicio la solucion sin algin tipo de ensayo.

Los datos acerca de todos los sujetos se representan en la tabla siguiente.

Tareas La cantidad Realizacion correcta
de tareas Total
propuestas [\Y) Vv vi vii
en la clase grado grado grado grado
Problema 1 18 4 (22%) | 7 (39%) | 8(44%) | 4 (22%) | 3 (16%)
Problema 2 18 4 (22%) (33%) 10 (50%) | 3 (17%) | 3 (16%)
Problema 3
(determinacion 54 6 (30%) | 7 (50%) - - 3 (40%)
de magnitudes
basicas)

Como vemos, la mayoria de los sujetos no logro solucionar el problema.

A los alumnos de los grados 52 y 62 se les permitio solucionar también a través
de los métodos algebraicos. Sin embargo, solo un alumno de 72 grado soluciond
el problema con ayuda de la ecuacion:
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1+1=1
3 6 x

Para los alumnos, con los que hemos trabajado de manera individual, nosotros
hemos dibujado en el pizarron el esquema de la situacion para el problema N©
1. En el caso de dificultades, nosotros proporcionabamos las mismas preguntas
complementarias, las que hemos proporcionado a nuestros sujetos, pero esto era
de poca ayuda.

Los escolares realizaban diferentes pruebas, en relacion de las transformaciones
de nameros, sin tener algin tipo de plan para la busqueda. Aqui hay algunos
ejemplos:

Problema N° 1:

— 350 km: 40
— 40 km x 6 = 240 km; 540 : 240 km, efc.

Problema N° 2:

— 3 horas + 6 horas = 9 horas; 60 : 9 horas, etc.

Los escolares de los grados 4°y 5%, como ya se senal0d, obtuvieron la tarea
para determinar: qué es la velocidad, en particular, la velocidad del movimiento;
de acuerdo a qué datos se calcula la distancia y el tiempo que se necesita. A
pesar de que en la escuela a partir de 3° grado, los escolares han solucionado
los problemas para el movimiento, ellos presentaron dificultades para definir
estos conceptos. Como se ve en la tabla, las respuestas correctas se obtuvieron
solo en 43 casos del total de 108.

De esta forma, la serie comparativa de los experimentos, mostro que la mayoria
de los escolares de los grados medios e incluso superiores, ante la metodica
existente de la ensenanza de los problemas aritméticos para los “procesos”, no
posee las habilidades correspondientes con el grado suficiente de la conciencia
y de la generalizacion. La metodica, propuesta por parte de nosotros, permitio
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poseer el método general para la solucion de los problemas de la clase dada,
incluso a los alumnos que se consideraban como débiles para las matematicas.

* k%

Nuestra hipotesis, acerca de la posibilidad para formar las habilidades gene-
rales, para la solucion de los problemas de la clase dada al garantizar la base
orientadora completa y generalizada de las acciones y, la formacion de dichas
acciones por etapas, se demostrd. Todos los sujetos poseyeron el método
proporcionado por nuestra parte, para la solucion de los problemas para los
“procesos” y, lo utilizaron exitosamente, para diferentes situaciones particulares.
Ademas, nuestros sujetos obtuvieron los conocimientos necesarios, durante
el proceso de la ejecucion de las acciones adecuadas del pensamiento. Ellos
no memorizaban mecanicamente ni una sola formula y ni una sola regla para
el encuentro de las magnitudes dadas, pero, en cualquier momento, podian
determinar estos conceptos y descubrir el sistema de sus relaciones.

Es importante senalar un hecho mas. Antes del experimento, todos los sujetos
tenia una relacion negativa hacia la solucion de los problemas; a ellos no les
gustaba solucionarlos. La ensenanza, de acuerdo a nuestra metodica, produ-
jo en los ninos un gran interés hacia las matematicas. En cada sesion ellos
querian solucionar -posiblemente- mas problemas. Después de las primeras
2 0 3 sesiones, ya desaparecieron la distraccion, falta de atencion y la lectura
superficial de las condiciones de problemas.

Después del “examen” (experimento del control), nosotros les hemos informado
a los sujetos que la forma de nuestras sesiones se cambia: ellos mismos tendran
que buscar y solucionar problemas de los manuales de los grados superiores
y, entregarnos las soluciones para el control. Todos los alumnos del grupo
experimental le entregaron al experimentador los problemas solucionados de
manera independiente y correcta. Los escolares no elaboraban el esquema
para la solucion, senalaban el orden de la solucion con formulas y el paso
determinado de la forma materializada a la forma verbal.

Las soluciones complementarias de los escolares eran el indicador de su interés
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sincero hacia la solucion de los problemas. A nadie se le pedia que lo hiciera; no
se les ponia calificacion; a nadie se le recordaba acerca de los problemas y nadie
controlaba el proceso de su ejecucion. La asimilacion del método de la elabora-
cion de la base orientadora completa, necesaria para el encuentro de la solucion
correcta de los problemas de la clase dada, les permitio a los alumnos de manera
independiente y exitosa, solucionar incluso los problemas mas complejos.

En la practica existente de la ensenanza, la estructura de la base orientadora
de las operaciones ejecutivas no se identifica; a los escolares no se les ensena
cOmo orientarse en las condiciones que se incluyen en ella. La identificacion
independiente y la asimilacion de estas condiciones resulta ser accesible solo
para algunos alumnos. En el resultado, la mayoria de los escolares no poseen
el método general para la solucion de los problemas aritméticos.

Para la asimilacion del método general tiene un gran significado el esquema
que, modela las relaciones entre las magnitudes; ayuda a elaborar facilmente
el plan para la solucion y a elegir la via mas racional.

Cabe senalar que la metodica de la ensefianza de la aritmética propone utilizar
los esquemas de la solucion solo en el caso de los problemas no tipicos®. Sin
embargo, en este caso, los esquemas tampoco obtuvieron su reconocimiento
en la practica escolar debido a que, los esquemas que se proponen duplican
la solucion misma por lo que constituyen una representacion inGtil y com-
plicada de la solucion ya una vez encontrada y no la via para su busqueda.
Pondremos el ejemplo de un esquema propuesto por E.M. Semionov para la
solucion de problemas para el encuentro de la suma. (Por ejemplo, tenemos
el siguiente problema: “En un estante hay 7 libros y, en el otro, hay 5 libros
mas. Cuantos libros hay en el segundo estante?”). No es dificil ver que elabo-
rar el esquema presentado posteriormente se puede solamente cuando ya se
encuentra la solucion: para obtener la respuesta de la pregunta del problema
hay que sumar un namero con el otro’.

6 Ver: Popova N.S. Metodica de la ensefianza de la aritmética. Mosct, 1954.
7 Ver: Semionov E.M. Las matematicas. 1er. grado. Metodicas para los maestros. Sverdlovsk, 1963.
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Figura 27

En el experimento de la ensefanza, nosotros hemos utilizado el esquema como
el medio para el establecimiento de las dependencias entre las magnitudes
que, por su parte, sefialaban también el método para la solucion.

Mostraremos, con un ejemplo, diferentes posibilidades de dos esquemas en
la solucion del problema.

Problema: “Si a una vaca le dan 10 kg de heno por dia, entonces el heno
preparado va alcanzar para 120 dias. Para cuantos dias va alcanzar el heno,
¢si le dan a la vaca 2 kg mas por dia?”8.

El autor del libro propone el esquema siguiente (de acuerdo a LM. Fridman) (Figura
28). El autor dice que, después de la utilizacion de este esquema, el escolar
podra solucionar el problema. ¢Como elaborar el esquema?, esto no se explica.

kg

kg / dia

kg/dia

Q

dias dias
Figura 28

8 El problema se retoma del libro de Semionov E.M. Los ejercicios aritméticos como el medio para la formacion del
pensamiento l0gico en los escolares de la escuela media. (La solucion de los problemas aritméticos. | - IV grados.
Metodicas para los maestros. Sverdlovsk, 1963.
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(En el esquema los circulos determinan lo conocido y los cuadrados lo des-
conocido). Aqui esta el esquema elaborado de acuerdo a nuestro método:

120 dias

O,
/\\ \@ 10 kg/d
/@10 kg/d
)

2kg

Figura 29

El esquema se elabora de acuerdo al principio funcional: lo que se busca se
representa como la funcion de algunos argumentos.

Este esquema lo podian elaborar nuestros alumnos y sobre su base encontrar
la solucion del problema.

En el esquema de LM. Fridman no se identifican las relaciones entre los elementos
de la situacion y, lo que es lo mas importante, a los escolares no les ensenan
a comprender estas relaciones y utilizarlas durante la solucion del problema.

Finalmente, en este esquema se senalan los datos concretos que tienen lugar
en el problema. Consecuentemente, este esquema no puede servir como
modelo para el analisis de otros problemas relacionados con la comprension
de otros procesos concretos.

Nosotros, a partir del inicio mismo de la ensefianza, hemos utilizado los simbolos que
participaban en calidad de portadores de los significados generales que se encuen-
tran detras de ellos y, permitian orientarse durante el andlisis de cualquier proceso.
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La ventaja de la ensenanza a través de la formacion, antes que nada, de la base
orientadora de las acciones, consiste en el hecho de que ella garantiza la com-
prension del sistema dado de las relaciones y, consecuentemente, su traduccion
adecuada al idioma de las acciones aritmeéticas. Las acciones aritméticas como
tales (parte de ejecucion) no presentaban dificultades para los escolares durante
la solucion de los problemas complejos, porque eran las mismas acciones. Las
dificultades en la solucion de los problemas consiste no en la realizacion de las
acciones (operaciones) aritméticas, sino en su utilizacion adecuada.

Los datos obtenidos, nos hacen dudar del caracter correcto de la basqueda
de la base para la clasificacion de los problemas aritméticos en las acciones
ejecutivas. La logica de las acciones de la ejecucion, se determina por la logica
de las relaciones que se representan en las condiciones del problema.

Precisamente las particularidades de estas relaciones (y no el temay tampoco
las acciones aritméticas) se tienen que encontrar en la base de la clasificacion
de los problemas aritmeéticos.

El objetivo principal de la ensenanza tiene que consistir en el descubrimiento
de estas relaciones para el alumno; en la formacion de la base orientadora
completa y adecuada de las acciones ejecutoras en ély, no en el entrenamiento
solamente de su parte ejecutiva.

Actualmente, nosotros realizamos estudios sobre la generalizacion posterior
del método considerado. EI analisis previo mostro que, los problemas para
los “procesos” y los problemas para “compra - venta” poseen un sistema
idéntico de relaciones y, que, la diferencia consiste (nicamente en el plano
concreto objetal, lo cual, en este caso, no es lo esencial. Nosotros pensamos
que puede encontrarse el método para el analisis que les permitira a los
escolares acercarse a estas dos grandes clases de problemas aritméticos,
como a las variedades del mismo tipo de problemas.

Ademas, se abre la posibilidad de pasar el método considerado al curso de
fisica, en el cual éste puede ser aplicado exitosamente para el estudio no
solamente del movimiento, sino también de presion, de peso y de otros con-
ceptos fisicos.




Capitulo 4
L.a formacion de las habilidades que se encuentran
en la base de la demostracion geometrica

G. A. Butkin

Objeto de la investigacion

EI presente trabajo pertenece al ciclo de investigaciones realizadas, sobre la
base de los principios metodologicos de la teoria de formacion de acciones y
conceptos mentales de P. Ya. Galperin.

El objeto de nuestra investigacion era el problema de las demostraciones en el
curso inicial de geometria.

La asimilacion de la geometria presupone no solo el dominio del sistema de con-
ceptos geometricos sino también, una serie de otras habilidades diferentes, entre
las cuales, la habilidad para demostrar es la mas importante.

Es ampliamente conocido que los escolares de la educacion media, normalmente,
no poseen dicha habilidad. Los alumnos no solo no pueden solucionar las tareas
para demostraciones y demostrar los teoremas de manera independiente sino,
tampoco, son capaces de realizar la reproduccion simple de la demostracion de
un teorema conocido para ellos, si éste se acompana por el dibujo con otras letras
0, si el dibujo se encuentra en alguna posicion diferente.

En nuestra investigacion, sobre la base del analisis de la habilidad para demostrar,
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se hizo un intento para descubrir su contenido e identificar sus componentes, asi
como organizar su asimilacion.

El problema interesante para nosotros constituye el objeto de la atencion no solo
de los maestros de geometria, de los metodologos y matematicos sino, también, de
los psicologos. Sin embargo, en la literatura metodologica y psicologica nosotros
no encontramos investigaciones, cuyos autores se hubieran acercado a dicho
problema desde el punto de vista del analisis de la habilidad para demostrar y de
la identificacion de los componentes del contenido de sus acciones y operaciones.
Por otra parte, en estas investigaciones tampoco se descubrio el contenido de
aquel proceso, cuyo resultado es la asimilacion de la habilidad para demostrar.

La realizacion de la demostracion geomeétrica, es posible solo con la condicion de que
los escolares dominen un sistema previo de conocimientos y habilidades geométricas.

La ausencia de los conocimientos necesarios para la solucion de las tareas o, su
mala calidad, produce en los alumnos diferentes tipos de dificultades. Frecuen-
temente, este hecho se ha senalado en la literatura metodologica de geometria.
En los trabajos de V. I. Zikova y E. N. Kabanova-Meller, éste mismo hecho se
sometio a una investigacion especial. En particular, éstos autores han demostrado
fehacientemente que, la falta de la habilidad para solucionar los problemas puede
estar relacionada, por ejemplo, con el hecho de que en los escolares se formo un
concepto, 0 sea muy amplio 0 sea muy estrecho, de una u otra figura geomeétrica
(8), con una asimilacion insuficientemente generalizada del teorema (10) o con
la ausencia de conceptos sistematizados (7), etc.

De esta forma, la formacion de un sistema completo y valido de los conceptos
geomeétricos iniciales es muy importante, sin embargo, solo constituye una con-
dicion previa para la solucion exitosa de los problemas para demostracion. La
habilidad para solucionar los problemas, es la habilidad de utilizar los conoci-
mientos que ya poseen los escolares, de acuerdo a las condiciones concretas del
problema o del teorema.

En relacion con esto llama la atencion la idea de una serie de matematicos y
metodologos, acerca de la regulacion de la actividad mental en el proceso de la
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demostracion, a través de un sistema de reglas, indicaciones, consejos, etc. (Zh.
Adamar (1), D. Poya (12), N. N. lovlev (9), A. Sontsov (13) y otros).

El reflejo mas completo del punto de vista mencionado se encuentra en las in-
vestigaciones de L. N. Landa (11). Este autor mostro que las dificultades de los
alumnos para demostrar, pueden estar relacionadas no s6lo con la ausencia
de los conocimientos necesarios para la demostracion o con su mala calidad,
sino también, con la incapacidad de aplicar correctamente estos conocimientos
y analizar correctamente la tarea.

En relacion con esto, dicho autor propone, en el proceso de solucion de las tareas
de demostracion proporcionarles a los estudiantes el “método de razonamiento”.
Para garantizar la formacion del método senalado L. N. Landa recomienda, a los
escolares, utilizar una regla especial que descubre el contenido y la secuencia
del analisis de la condicion de la tarea. La regla incluye en si las siguientes reco-
mendaciones: observar qué es lo que se day lo que hay que demostrar; hacer las
conclusiones a partir de lo que se da; recordar todas las caracteristicas conocidas
de las figuras y compararlas con lo que se da y también con el dibujo; identificar
los elementos en el dibujo y aclarar qué otra cosa pueden ser, etc. Hablando
acerca del contenido de diferentes puntos de la regla, es necesario senalar que
a los escolares se les recomienda realizar acciones que representan habilidades
bastante complejas. La formacion de estas habilidades requiere de la utilizacion
de una metodica especifica y de un sistema especial de ejercicios.

Evidentemente, esto hace dudar acerca del beneficio de la formacion del “método de
razonamiento” en los escolares, sin el trabajo previo con aquellas acciones como, por
ejemplo, la deduccion de las consecuencias de aquello que se da en las condiciones
0, de la conduccion de los fenomenos geomeétricos dados en las condiciones hacia
el sistema de las caracteristicas de los conceptos que se buscan, etc.

Sin duda, la utilizacion de este tipo de reglas es necesaria y atil, pero sélo como
el medio de regulacion del proceso de la aplicacion de las acciones ya formadas.
En el estudio de N.L. Landa, se observa que, la formacion de estas acciones, en
general, no se considera.
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De esta forma, en las investigaciones dedicadas al problema de la demostracion,
las acciones que constituyen el contenido de la habilidad para demostrar no se
identifican, o en el caso de que se identifiquen, no participan en calidad del objeto
especial de asimilacion.

La demostracion de un teorema (o la solucion de un problema de demostracion)
consiste, como se sabe, en argumentacion de la posicion del teorema dado a través
de axiomas, de conceptos determinados o de posiciones geometricas demostradas
anteriormente. Sin embargo, para aclarar el hecho de qué es lo que representa
la habilidad para demostrar, es necesario saber qué acciones y operaciones tiene
que realizar el alumno para que se de esta argumentacion.

Como se sabe, un teorema geomeétrico (asi como un problema de demostracion)
consiste de las condiciones y de la conclusion. Existe una categoria bastante amplia
de teoremas, cuya demostracion consiste en la argumentacion de la presencia de
uno u otro concepto geometrico en las condiciones de estos teoremas. Demostrar
un teorema de este tipo significa conducir los fenomenos geométricos dados en
sus condiciones hacia el concepto que se busca, es decir, verificar si poseen 0
no los fenomenos geomeétricos, dados en las condiciones, todas las caracteristi-
cas necesarias y suficientes del concepto que se busca, que se encuentra en la
conclusion. El caracter de las operaciones de la verificacion depende del conjunto
de diferentes condiciones, entre otras cosas, también de la estructura logica del
concepto que se busca.’ Ante la estructura conyuntiva de las caracteristicas, para
la demostracion, tienen que ser descubiertas todas las caracteristicas necesarias
y suficientes del concepto. Por el contrario, ante la estructura disyuntiva de las
caracteristicas, la operacion de la verificacion se limita por el descubrimiento por
lo menos de una de estas caracteristicas.

Evidentemente, la conduccion hacia una de las caracteristicas requiere el estable-
cimiento previo del hecho de qué caracteristica precisa del concepto geometrico
que se busca, tiene que ser utilizada en cada caso concreto.

9 Con la estructura logica de las caracteristicas del concepto nosotros comprendemos las relaciones internas entre estas
caracteristicas que se determinan por la conjuncion logica que las relaciona entre si.
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De esta forma, ante la estructura disyuntiva de las caracteristicas del concepto
geometrico que se busca, la accion de la conduccion se mediatiza a través de la
accion de la eleccion. Ademas, en la estructura del proceso de la demostracion,
esta accion participa en calidad de la condicion previa necesaria para la realiza-
cion de la accion basica: la conduccion.

Los conceptos geometricos que se buscan, pueden tener, no uno, sino varios
sistemas de caracteristicas suficientes y necesarias, cada uno de los cuales da
la posibilidad para verificar la presencia del concepto geométrico que se busca
en las condiciones del teorema (0 del problema de demostracion). Naturalmente,
sin conocer estos sistemas, la accion de la conduccion y, consecuentemente, el
proceso mismo de demostracion no pueden realizarse. El dominio de la accion
de conducir (en el caso de la estructura disyuntiva de las caracteristicas, también
la accion de elegir), el conocimiento de los sistemas de las caracteristicas de los
conceptos geometricos que se buscan son las condiciones indispensables para
la realizacion exitosa de la demostracion geoméetrica.

Sin embargo, ambas condiciones mencionadas no son suficientes.

Las caracteristicas del concepto geometrico que se buscan se encuentran en las
condiciones en forma mediatizada, es decir, se dan a través del sistema de otros
conceptos. Ademas, el grado de la mediatizacion puede ser diferente, lo que
constituye uno de los indicadores mas importantes de la complejidad del teorema.
Consecuentemente el alumno que, inclusive domina correctamente la accion de
conducir hacia el concepto y conoce las caracteristicas suficientes y necesarias
del concepto que se busca, puede no saber como encontrarlas, es decir, cOmo
detras de un sistema de conceptos encontrar el sistema de otros. Por ejemplo,
para demostrar que las bisectrices de los angulos adyacentes son reciprocamente
perpendiculares, es necesario aclarar si detras de los conceptos “angulos adya-
centes” y “bisectriz” se esconden las caracteristicas de las rectas perpendiculares
(dos lineas rectas que forman angulo recto). Para esto es necesario “desplegar”
estos conceptos, es decir, de los conceptos “bisectriz” y “angulos adyacentes”
deducir las consecuencias necesarias. El analisis realizado nos permite hablar
sobre los siguientes componentes que forman parte de la habilidad de demostrar.
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1. La accion de conducir los fenomenos geomeétricos hacia el concepto. Demos-
trar, significa establecer si los fenomenos geométricos dados en las condiciones
poseen las caracteristicas necesarias y suficientes del concepto que se busca.

2. El conocimiento de los sistemas de las caracteristicas necesarias y suficientes
de los conceptos geométricos que se buscan.

3. La habilidad de desplegar las condiciones, obtener el sistema de sus conse-
cuencias y descubrir las caracteristicas del concepto que se busca detras de
los conceptos que se encuentran en las condiciones.

Las acciones identificadas por nosotros son el resultado del analisis 10gico de la
habilidad para demostrar. EI dominio de la habilidad dada, presupone la asimila-
cion de estas acciones por parte de los escolares.

Hay que senalar que, la accion de conducir hacia el concepto se utilizaba tam-
bien en las investigaciones realizadas anteriormente basadas en la metodica de
la formacion de las acciones mentales por etapas. Sin embargo, esta accion par-
ticipaba solo como medio de la formacion de diferentes conceptos (2), (3), (5).
En particular, en las investigaciones dedicadas a la formacion de los conceptos
geometricos iniciales (6), (14), el problema de la demostracion no era el objeto
especifico del estudio. No obstante, entre estos trabajos hay dos que tienen relacion
directa con el problema que nos interesa.

En estos trabajos se mostro la posibilidad de utilizar la accion de conducir hacia
el concepto en las condiciones mas complejas. Consecuentemente, los resultados
de dichos estudios hablan acerca de la existencia de una relacion estrecha entre,
la habilidad de los escolares para apoyarse en el conjunto de las caracteristicas
esenciales durante la conduccion de uno u otro fenomeno geomeétrico hacia el
concepto y, la habilidad para solucionar los problemas de demostracion.

A la luz de los resultados de nuestro analisis de la habilidad para demostrar, el
contenido de esta relacion se aclara.

Proporcionarles a los escolares el conocimiento de las caracteristicas esenciales de
los conceptos geometricos que se buscan y, la habilidad para conducir diferentes
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fenomenos geomeétricos hacia el concepto es, al mismo tiempo, proporcionarles los
componentes de la habilidad para demostrar. Consecuentemente, cuando los suje-
tos se encontraban con problemas de demostracion, ellos ya poseian parcialmente
la habilidad para demostrar: ellos sabian que demostrar significa establecer si las
figuras dadas poseen 0 no el sistema de caracteristicas necesarias y suficientes
de los conceptos que se buscan.

Se puede suponer que los problemas hubieran sido resuelios de manera adn
mas exitosa (especialmente en la segunda de las dos investigaciones descritas
posteriormente), si nosotros hubiéramos realizado el trabajo también con el tercer
componente de la habilidad para demostrar. Para verificar si los componentes
basicos de la habilidad para demostrar se han identificado correctamente, es
necesario establecer si los escolares (después de aprenderlos) serian capaces
0 no de mostrar los teoremas y solucionar los problemas de demostracion de
manera independiente. Para esto es necesario garantizar la asimilacion completa
y valida de los componentes senalados.

Todo lo anterior precisamente era el objeto de nuestra investigacion experimental.

Metodica

Para la elaboracion de la metodica, nosotros partimos de las posiciones basicas
de la teoria de la formacion de las acciones y los conceptos mentales elaborada
por P.Ya. Galperin y sus colaboradores.

En una serie de investigaciones concretas dedicadas a la formacion de los conoci-
mientos aritméticos, gramaticales y otros, se mostro que, la realizacion de los prin-
cipios metodologicos de la teoria dada garantizan, en la ensenanza, la posibilidad
para dirigir el proceso de la asimilacion, es decir, permiten formar los conocimientos
que se programan anteriormente de manera completa y valida (4), (5), etc.

Nosotros hemos retomado los problemas geométricos elementales y los teoremas
de igualdad en calidad del material experimental.

De acuerdo a lo expuesto anteriormente era necesario garantizar:
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1) la asimilacion en los escolares de la accion de conducir hacia el concepto
de la igualdad vy, la comprension del hecho de que, demostrar significa
precisamente realizar la conduccion hacia el concepto de la igualdad;

2) la asimilacion de las caracteristicas de la igualdad de las figuras
geométricas;

3) el dominio de la accion de desplegar las condiciones y, de la
habilidad para encontrar en ellas, las caracteristicas necesarias
y suficientes de las figuras que se buscan.

En nuestro experimento los sujetos eran 20 alumnos de quinto grado de la escuela
media (que no habian estudiado geometria). La formacion de conceptos se realizd
especialmente sobre la base del material de tareas tales, en los que las caracteristicas
que se buscan de los conceptos fueron dados en forma abierta. Para la realizacion de
las tareas no se exigia la realizacion de una basqueda especial de signos significativos.
Se daba, por ejemplo, la siguiente tarea: “Aparecen dos radios. Uno parte del punto A,
el otro del punto B. gForman estos radios un angulo?”. Para la realizacion de esta tarea
es suficiente comparar los resultantes en sus condiciones; los fendmenos geometricos
con los signos del angulo (dos radios, parten de un mismo punto).

Después que a los escolares se les formaron todos los conceptos previstos en la
investigacion dada, se les propuso una serie de tareas de control en las cuales,
para poder hallar las caracteristicas significativas de los conceptos, fue necesario
realizar determinado cambio en las condiciones. Resultd que los escolares realiza-
ron exitosamente dichas tareas. Asi, en el 95% de los casos las respuestas dadas
fueron correctas, es decir, las caracteristicas significativas fueron encontradas.
No obstante que el nivel de mediatizacion de las caracteristicas significativas fue
pequeno, es decir, las tareas en si mismas no eran dificiles (para poder responder
era necesario realizar uno o dos razonamientos). Hay que reconocer que eran
tareas que exigian la habilidad de realizar demostraciones sencillas.

En otra investigacion, realizada por N.F. Talizina, conjuntamente con el autor de este
trabajo, a los experimentados por esta metodologia se les formo el mismo grupo
de conceptos geometricos. No obstante a diferencia de la investigacion anterior,
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en la serie de control se les propuso a los participantes tareas mas complejas:
su complejidad radicaba en que las caracteristicas del concepto que se busca
fueron presentadas en una forma aun mas “oculta”. Para poder solucionar las
tareas era necesario utilizar no solo las caracteristicas del concepto senaladas
en las condiciones de la tarea, sino también, las consecuencias de éstas. Para
solucionar dichas tareas se exigia hacer no uno o dos razonamientos, sino tres
y cuatro. Resulto, que los experimentos pudieron resolver estas (ltimas, aunque
su solucion se desarrollo con facilidad como tuvo lugar en la serie de control de
la investigacion anterior. En una serie de casos, a los experimentados les surgian
dificultades relacionadas con la ausencia de algunos conocimientos geometricos
previos o, por la incapacidad de ellos de poder encontrarlos en las condiciones
concretas de las tareas.

De acuerdo a sus éxitos escolares, la composicion de los sujetos era la siguiente:
18 alumnos con calificaciones regulares, uno con calificaciones bajas y uno con
calificaciones excelentes.

El contenido de la parte de la ensefianza del experimento consistia en la forma-
cion de estos componentes de la habilidad para demostrar. Pero para acercarse
a su formacion, era necesario formar anteriormente en los alumnos, un sistema
estrictamente determinado de conocimientos y habilidades geométricas iniciales, en
el cual se basaban los teoremas y problemas elegidos por nosotros. El contenido
de este sistema se reducia, a la formacion en los escolares, de los conocimientos
y las habilidades siguientes:

1. Los escolares tenian que asimilar los conceptos geométricos iniciales: linea
recta, angulo, triangulo, la bisectriz del angulo, rectas perpendiculares,
angulos adyacentes, complementarios y opuestos por el vértice, asi como
angulos opuestos por el lado y los unilaterales™.

2. Era necesario presentarles a los sujetos las caracteristicas de los angulos
adyacentes (la suma de los angulos adyacentes es 180°) y las caracteris-

10 Laformacion de los conceptos de los angulos opuestos por el lado, correspondientes y unilaterales, estaba relacionada
con algunas tareas complementarias realizadas en el experimento dado. Los detalles se presentaran mas adelante.
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ticas de la linea recta (la recta es la distancia mas corta entre dos puntos,
a traves de dos puntos se puede trazar una linea recta y solo una).

3. A los escolares se les ensefio la accion con segmentos y angulos.

El trabajo con los alumnos se realizo con el sistema de conocimientos y habilidades
previos de acuerdo a la metodica de la formacion de acciones mentales. Debido
a que esta metodica se describio en las investigaciones de P.Ya. Galperin y N. F.
Talizina, en forma detallada, nosotros no la presentaremos. Senalaremos solo los
aspectos principales que garantizan la direccion del proceso de formacion de
los conceptos.

1. Eleccion de la accion adecuada.

En nuestra investigacion, asi como en otras investigaciones anteriores, dicha
accion era la de conducir los fenomenos geométricos hacia el concepto que se
esta formando.

2. Encontrar la forma material (materializada) inicial de la accion dada vy la
construccion de la accion en esta forma.

3. Descubrir -ante el alumno- la composicion de las operaciones de la accion
dada, el orden de su realizacion y las reglas para la evaluacion de los
resultados obtenidos después de la realizacion de la accion.

4. Realizar el trabajo por etapas en la accion, con el objetivo de pasarla al
plano interno (mental).

5. Realizar el control de las operaciones de la accion en todas las etapas de
su realizacion.

6. EClegir el material especial para poder aplicar las caracteristicas del concepto
que se esta formando, asi como determinar la secuencia de presentacion
de este material a los escolares.

Después de trabajar con el sistema de conocimientos geometricos previos, no-
sotros hemos iniciado ensenarles a los alumnos la habilidad para demostrar. La
ensenanza se inicio con la formacion del concepto de igualdad geoméirica.
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El medio para la formacion de este concepto (asi como de los conceptos previos)
era la accion de conducir diferentes figuras hacia el concepto de la igualdad
geométrica. Inicialmente, todos los componentes de la accion se presentaban en
forma materializada, posteriormente la accion se realizaba en forma oral en alta
voz y, finalmente, se realizaba el trabajo en el plano interno, mental.

Durante todas las etapas de la elaboracion de la accion dada, se controlaba la
realizacion de cada una de sus operaciones.

Nosotros hemos retomado las siguientes caracteristicas de la igualdad.
1. Dos figuras son iguales entre si, si coinciden al sobreponerlas.

2. Dos figuras que consisten de la misma cantidad de segmentos, son iguales
entre si cuando al sobreponerlas, todos los puntos limites de los segmentos
de una figura coinciden con los mismos de la otra figura.

3. Dos figuras son iguales entre si, cuando, cada una de ellas es igual a una
tercera figura geomeétrica.

4. Si de dos segmentos iguales (0 angulos) restamos segmentos iguales (0
angulos) se obtienen dos segmentos iguales (o angulos).

5. Si a dos segmentos iguales (o angulos) sumamos segmentos iguales (o
angulos) se obtienen dos segmentos iguales (o angulos).

Durante la elaboracion del sistema de las caracteristicas de la igualdad, nosotros
hemos intentado darle aquella forma que permitiera la posibilidad de su utilizacion,
con diferentes clases de figuras.

Hay que subrayar que en los manuales escolares de geometria, una serie de ca-
racteristicas de igualdad, en general, no se senala, a pesar de que la demostracion
de muchos teoremas del curso inicial de geometria requieren su conocimiento
y utilizacion. Con esas caracteristicas se pueden relacionar, por ejemplo, las si-
guientes: dos figuras son iguales, si ellas por separado son iguales a una tercera
figura; si a dos segmentos iguales (0 angulos) sumamos un segmento igual (o
angulo) se obtienen dos segmentos iguales (0 angulos). Por otra parte, algunas
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caracteristicas de igualdad se introducen en relacion con un solo tipo particular
de figuras, mientras que ellas pueden utilizarse en diferentes casos. Por ejemplo,
aquella caracteristica como la coincidencia de los puntos limites de segmentos,
se utiliza solo para la determinacion de la igualdad de los segmentos, se emplea
solo para la determinacion de la igualdad de los segmentos, sin embargo, puede
ser utilizada para la determinacion de la igualdad de triangulos y poligonos en
general. La introduccion de las caracteristicas generalizadas excluye la necesidad
de memorizar una gran cantidad de caracteristicas concretas de igualdad. Una
misma caracteristica de igualdad proporcionada en forma generalizada, puede ser
utilizada para la demostracion de teoremas diferentes de acuerdo a su contenido,
que se relacionan con partes totalmente diferentes del curso de geometria. Ademas
de la identificacion de las caracteristicas de la igualdad geométrica nosotros les
hemos presentado a los escolares la estructura de las operaciones de la accion
de conduccion. Los escolares obtenian las indicaciones precisas acerca de qué
operaciones y en qué secuencia ellos tenian que realizar. También se daban las
indicaciones correspondientes relacionadas con la forma necesaria de la valoracion
de los resultados de la accion con las caracteristicas de igualdad.

En investigaciones anteriores dedicadas a la formacion de conceptos geometricos
iniciales, asi como durante la formacion de los sistemas de conceptos previos
en esta investigacion, los alumnos trabajaron con la estructura conyuntiva de las
caracteristicas de los conceptos que se estan formando. Durante la conduccion
de uno u otro fendomeno geometrico hacia el concepto que se busca, los alumnos
tenian que basarse constantemente en todo el conjunto de sus caracteristicas.

El concepto de igualdad geomeétrica tiene una estructura disyuntiva. Consecuente-
mente, para poder determinar si las figuras dadas en las condiciones son iguales
0 Nno, es necesario encontrar en ellas por 1o menos una de las caracteristicas de
la igualdad. Para ello, es necesario realizar una verificacion secuencial de cada
una de las caracteristicas desde el punto de vista de la posibilidad de su utilizacion
para las condiciones de uno u otro teorema.

En nuestra investigacion, a los escolares se les proporcionaron todas las caracte-
risticas de igualdad simultaneamente. En relacion con esto, a la utilizacion de la
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caracteristica para las condiciones del teorema (o el problema) tenia que anteceder
su eleccion en el sistema de caracteristicas equivalentes de igualdad. La accion de
la eleccion presupone la presencia de un sistema especial de orientaciones, que
garantiza su realizacion exitosa. Sin embargo, durante la formacion de conceptos
geometricos de igualdad, nosotros no hemos identificado las orientaciones de este
tipo. La misma accion de la seleccion no se formaba de manera especial.

Inicialmente, la accion de la conduccion se construia en la forma externa (ma-
terializada), asi como durante la formacion del sistema de los conocimientos
geomeétricos elementales. Las caracteristicas de la igualdad se anotaban en co-
lumna bajo niimeros correspondientes en una tarjeta. La regla para su utilizacion
también estaba escrita en una tarjeta especial. En lo que se refiere a las tareas,
su materializacion tenia un caracter similar. En cada una de las tarjetas estaba
escrita una tarea que se acompanaba por un dibujo.

El paso de la accion de conduccion hacia el concepto en el plano interno (mental)
se realizaba durante el trabajo por etapas. Este (ltimo consistia en el paso de las
acciones de la forma materializada en la forma del lenguaje oral, posteriormente, en
el plano del lenguaje interno en silencio v, finalmente, en el plano interno (mental).

En todas las etapas de la asimilacion de la accion de conduccion, el experimenta-
dor controlaba la realizacion tanto de diferentes operaciones, como de la accion
en general.

La formacion del concepto de igualdad geométrica se daba sobre la base de la
accion con caracteristicas del concepto dado. Ademas, la realizacion de operaciones
para la utilizacion de estas caracteristicas para tareas seleccionadas especialmente,
se regulaba con ayuda de una regla especial.

En nuestro experimento, cada alumno realizd 72 tareas para la formacion del
concepto dado.

Ademas de las tareas con el conjunto completo de las condiciones, a los escolares
también se les propusieron tareas con el conjunto de las condiciones abundantes
e incompletas, asi como tareas, donde la abundancia de unas condiciones se
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combinaba con la insuficiencia de otras. A los escolares se les propusieron de 12
a 15 tareas para la utilizacion de cada una de las caracteristicas de la igualdad.
Presentaremos algunos ejemplos de dichas tareas: “Se dan dos segmentos igua-
les AB y CD. Del segmento AB se restaron el segmento KB, y del segmento CD
restaron el segmento ED igual al segmento KB. gSeran los restantes segmentos
AK'y CE iguales entre si?”, 0: “Se dan dos angulos: CEK y MOB. Al angulo CEK
sumaron el angulo KEH, y al angulo MOB sumaron el angulo AOB igual al angulo
MOB. Seran iguales entre si los angulos obtenidos CEH y MOA?P”. Como prome-
dio a los escolares se les propuso de 12 a 15 tareas para la utilizacion de cada
una de las caracteristicas de la igualdad. El trabajo con el concepto de igualdad
geomeétrica se realizd con segmentos y angulos simultaneamente.

El resultado de la formacion del concepto de igualdad geométrica era que los
escolares asimilaron dos componentes de la habilidad para demostrar: la accion
de conduccion hacia el concepto de la igualdad y el sistema de caracteristicas
concretas de la igualdad.

En lo que se refiere al tercer componente de la habilidad para demostrar, es decir,
de la accion de desplegar las condiciones, entonces, éste se formaba de manera
especial. Su formacion se daba de acuerdo a la misma metodica. Su realizacion
concreta tenia un caracter especifico que requeria la descripcion mas detallada
de la metodica para la formacion de dicho componente.

Elaborando la metodica nosotros partimos de las siguientes consideraciones. La
demostracion de un teorema (0 la resolucion de un problema de demostracion),
en un principio puede ser realizada a través de desplegar las condiciones de
manera secuencial, es decir, a través de deducir de manera completa todas sus
consecuencias posibles. Sin embargo, esta via resulta ser demasiado larga. Ade-
mas, su realizacion estricta es posible mas desde el punto de vista teorico que
practico debido a que, las consecuencias, a partir de las condiciones, se pueden
deducir hasta cantidades infinitas. La habilidad para demostrar teoremas (o pro-
blemas) requiere no solo la habilidad para desplegar todo sin orden, sino también,
realizar una buasqueda en una direccion determinada que se determina por el
contenido especifico de las condiciones del problema o del teorema. La accion
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de desplegar las condiciones, tiene que conllevar al alumno a la identificacion
de las caracteristicas del concepto que se busca a través de la via mas corta
y econdmica. En nuestro experimento nosotros partimos de la necesidad para
formar en los escolares, tanto la habilidad general de deducir las consecuencias
a partir de las condiciones, como la habilidad para realizar su desplegamiento
diferencial y dirigido.

Inicialmente, la accion de desplegar se formaba en su tipo general. El analisis de
dicha accion nos permitio identificar la regla de su realizacion. Esta representaba
un sistema determinado de indicaciones que descubria, el contenido y la secuen-
cia de la realizacion de las operaciones de accion de desplegar las condiciones.
Mostraremos algunas de estas indicaciones: senale las figuras mencionadas en
las condiciones; comente todo lo que se sabe acerca de ellas; senale qué tipo de
figuras nuevas se obtienen a partir de las figuras dadas y nombre todo lo demas
que sabe acerca de ellas.

La regla se anotaba en una tarjeta, en la que cada uno de sus puntos estaba
numerado. En la etapa de la accion materializada, los escolares tenian que utilizar
dicha tarjeta realizando la accion de desplegar correspondencia estricta, con el
orden y el contenido de cada punto de la regla. La realizacion de cada punto de
la regla era controlado estrictamente por el experimentador. En la etapa dada,
los alumnos también utilizaban una tarjeta con el listado de todas las figuras
conocidas para ellos y sus relaciones entre si.

Realizando el desplegamiento, los escolares debian realizar la verificacion siste-
matica de la presencia o0 ausencia de las figuras vy, las relaciones entre ellas (se-
fnaladas en la tarjeta) en las condiciones de la tarea. Esto también era controlado
cuidadosamente por el experimentador. En la etapa del lenguaje oral, el contenido
de la accion era el mismo, a pesar de que su forma se modificaba. Ahora la accion
se realizaba en el plano del lenguaje oral sin apoyo de las tarjetas con la regla y
tampoco del listado de las figuras y de sus relaciones.

En esta etapa, la realizacion de cada punto de la regla también se controlaba
estrictamente por el experimentador, quien verificaba si ésta era correcta 0 no.
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En la etapa “del leguaje externo en silencio”, nosotros solamente le sefialabamos
al escolar el nimero del punto de la regla, pidiéndole recordar su contenido y
aplicarlo “en silencio” para las condiciones de la tarea. El alumno debia decir en
voz alta solo el resultado de la aplicacion, de acuerdo al cual precisamente se
realizaba el control.

La etapa de “lenguaje interno” se caracterizaba por el hecho de que los alumnos
utilizaban “en silencio” todos los puntos de la regla, pronunciando en voz alta
solo el resultado final. De esta forma, aqui el control se realizd solo de acuerdo
al resultado final de la realizacion de la accion de desplegar.

El trabajo de los alumnos, con la accion dada, se daba durante el proceso de la
resolucion de tareas especialmente elegidas. La particularidad principal de dichas
tareas consistia en el hecho de que, las caracteristicas de los conceptos que se
buscan en ellas se daban en forma “oculta”, es decir, a traves del sistema de
otros conceptos. Por ejemplo, se proponian tareas del siguiente tipo: “Se dan dos
angulos adyacentes iguales: COD y DOK. ¢Qué mas se nos da con esto?”; “Del
punto O salen dos semirrectas: OB y OC. La recta AD se cruza con las semirrectas
en los puntos E y K. Se sabe que los angulos obtenidos AEB y CKD son iguales.
¢Qué mas se nos da con esto?”. La resolucion de este tipo de tareas requeria
siempre de la identificacion de los datos ocultos, es decir, el desplegamiento de
las condiciones. Esto Gltimo representaba el contenido principal de la realizacion
de estas tareas, lo cual conducia a la formacion de la accion de desplegamiento.

Nosotros proporcionabamos tareas de dos categorias de acuerdo a los dos medios
para la obtencion de los datos “ocultos” en las condiciones:

1) Las tareas en las que los datos “ocultos” se obtienen como resultado de
la presencia en las condiciones de unas u otras figuras geométricas, que
poseen (0 no poseen) caracteristicas particulares (para ilustrar este tipo de
tareas podemos dirigirnos al primer ejemplo mencionado anteriormente).

2) Las tareas en las que la formacion de datos “ocultos” se da, tanto por la
presencia, como por las relaciones entre las figuras (o entre sus elementos)
dados en las condiciones. (La ilustracion puede ser el segundo ejemplo
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mencionado, donde los angulos adyacentes, opuestos por el vértice, etc., se
forman en el resultado de la interseccion de la recta AD con los segmentos
OBy 0C).

En la mayoria de las tareas era necesario determinar, queé figuras en general (y sus
relaciones) se dan de acuerdo a las condiciones. De esta forma, todas las figuras,
sus caracteristicas y relaciones conocidas por los alumnos representaban aquello
que se buscaba en las tareas. Unicamente en algunas tareas que se proponian en
las etapas iniciales de la ensenanza, era necesario solo establecer la presencia de
una u otra figura concreta en las condiciones de la tarea. (Por ejemplo: “Se da
el triangulo EOM. Del vértice E sale la semirrecta EB, que intersecta el lado OM
en el punto K. ¢Se han formado en el punto K angulos adyacentes?”). Durante el
proceso de realizacion de las tareas para el desplegamiento los alumnos tenian,
no solamente que senalar la presencia de figuras “ocultas” en las condiciones
(y ademas sus caracteristicas y relaciones) sino, también, dar la argumentacion
completa de su respuesta. Esto Gltimo era uno de los criterios esenciales para
valorar hasta qué grado era correcta la realizacion de la tarea.

En aquellos casos, cuando la respuesta era erronea o cuando ésta era correcta
pero faltaba su argumentacion, nosotros considerabamos la respuesta como inco-
rrecta. Si se observaba solamente el desplegamiento parcial de las condiciones 0
la respuesta era correcta pero, algunas de sus partes no tenian la argumentacion,
entonces la solucion se consideraba como incompleta. La habilidad para realizar
el desplegamiento general, no diferencial, se consideraba formado cuando los
escolares iniciaban a identificar el contenido “oculto” de las condiciones de in-
mediato. Esto se reflejaba en el hecho de que, el alumno, al terminar de leer las
condiciones, inmediatamente daba la repuesta exacta y argumentada. Después de
esto, nosotros pasabamos a la formacion de la habilidad para realizar el desplega-
miento diferencial, es decir, realizar la busqueda selectiva de lo desconocido y no
sefialar consecutivamente todo el contenido oculto de las condiciones. Elaborando
la metodica, nosotros considerabamos el hecho de que la realizacion de este tipo
de basqueda es posible solo en caso de que el alumno se dirija siempre por
una idea respecto a donde buscar, es decir, por una imagen de la situacion de
blsqueda. Evidentemente, las imagenes de este tipo se tienen que formar en los
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escolares. Con el objetivo de formar dichas imagenes asi como de la habilidad
misma para realizar la bisqueda de lo desconocido, nosotros hemos identificado
los conjuntos de “zonas de busqueda”. Cada zona de basqueda representaba una
“situacion geomeétrica” tipica, cuyo desplegamiento necesariamente conduce a la
identificacion de las caracteristicas del concepto que se busca. Asi, por ejemplo, en
las condiciones de la tarea en “forma clara” pueden incluirse conceptos tales como
“angulo recto”, “angulos adyacentes iguales “ o “bisectriz de angulo llano”. Cada
uno de los conceptos senalados, ademas de otros conceptos, contiene también el
de “rectas perpendiculares”. De esta forma, los tres conceptos mencionados, pue-
den servir en calidad de zonas de busqueda, es decir, de situaciones geométricas
tipicas, las cuales orientan la busqueda del concepto de “rectas perpendiculares”.
En el ejemplo mostrado anteriormente, el “angulo recto”, los “angulos adyacentes
iguales”, etc., son figuras aisladas, cuyo desplegamiento conduce necesariamente
a la identificacion de las caracteristicas de las rectas perpendiculares. Obviamente,
la “zona de basqueda” puede ser también un grupo de figuras conectadas entre
si a través de una relacion determinada.

Los alumnos elegian las “zonas de busqueda” de manera independiente. Esto se
lograba a traves de proporcionarles un sistema de tareas-preguntas, en el que era
necesario representar una u otra figura sin decir su nombre ni tampoco sus carac-
teristicas en “forma clara” . (Por ejemplo: “gComo se puede presentar un angulo,
sin mencionar ninguna de sus caracteristicas ni tampoco la palabra angulo?”).

De esta forma, la resolucion de dichas tareas consiste, no en la deduccion de
las consecuencias a partir de los conceptos dados en las condiciones (como se
hizo en las tareas con el “desplegamiento”) sino al contrario, en la eleccion de la
base, es decir, de las figuras de las cuales se deducen las figuras dadas en las
condiciones como consecuencia.

El principio de la eleccion era el siguiente: buscar aquella figura (o grupo de
figuras) que incluyera en si las caracteristicas de la figura que se busca.

Nosotros les pediamos a los escolares que explicaran por qué el “desplegamiento”
de las zonas de busqueda que ellos determinaban, realmente conduce al descubri-
miento de las caracteristicas de los conceptos que se buscan. El conocimiento de
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queé “situaciones geometricas” incluyen unas u otras figuras, convierte estas situa-
ciones en caracteristicas, de acuerdo a las cuales los alumnos pueden establecer
rapidamente la presencia en las condiciones de la figura geomeétrica que se busca.

Asi, por ejemplo, durante el desplegamiento, ellos ya no necesitaban dar siem-
pre la explicacion completa de por qué las condiciones de la tarea incluyen las
caracteristicas de la figura geométrica que se busca. En lugar de esto, ahora era
suficiente simplemente senalar la presencia, en las condiciones de la tarea, de la
“situacion geometrica” que corresponde al concepto que se busca. Evidentemente,
todo esto conducia a una reduccion notable de todo el proceso del desplegamiento.
Por un lado, esto Gltimo era la consecuencia del hecho de que los escolares no
realizaban una serie de operaciones de la accion dada, por otro lado, de que el
proceso de desplegamiento adquiria el caracter selectivo. Debido a que la metodica
para la formacion de la habilidad para “desplegar” selectivamente era la misma,
nosotros no la describiremos. Solo sefialaremos que las “zonas de bisqueda” para
cada concepto se anotaban en tarjetas separadas. En la etapa “materializada”,
los alumnos realizaban la accion de “desplegar” con la ayuda de dichas tarjetas.
Las tareas, con las cuales se formaba la habilidad de desplegar las condiciones
con el apoyo de las “zonas de blsqueda”, eran un poco mas complicadas en
comparacion con aquellas tareas que se les presentaban a los escolares durante
la formacion de la habilidad de “desplegar” las condiciones de manera general.
El incremento de la complejidad de estas tareas se debe, no al aumento del grado
de la mediatizacion de las caracteristicas de los conceptos que se buscan, sino
al aumento de la cantidad de datos ocultos en las condiciones de dichas tareas.

Para el trabajo con la accion del “desplegamiento”, los escolares tenian que
resolver un total de 18 a 20 tareas. La asimilacion de los tres componentes por
parte de los escolares, tenia que responder a la pregunta, si los componentes
elegidos realmente constituyen o no los componentes basicos de la habilidad para
demostrar. Si esto es asi, entonces los alumnos, después de asimilarlos, tenian
que resolver los problemas con demostracion de igualdad y demostrar teoremas
de igualdad de manera independiente.

Con el objetivo de verificar esta suposicion, en la serie del control del experimento,
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a los alumnos se les propusieron los teoremas siguientes para la demostracion
independiente: 1) teorema acerca de la igualdad de dos triangulos de acuerdo
a dos lados y al angulo entre ellos; 2) teorema acerca de la igualdad de los
triangulos de acuerdo a un lado y a sus angulos adyacentes; 3) teorema acerca
de la igualdad de los angulos con lados perpendiculares correspondientes y 4)
teorema acerca de la igualdad de los angulos opuestos por el vértice.

Ademas de los teoremas mencionados, a los sujetos se les propuso también el
teorema acerca de la perpendicularidad de la bisectriz de dos angulos adyacentes
y el problema para su demostracion: “Se dan los angulos adyacentes AOB y BOC.
En el interior del angulo AOB se trazo la bisectriz OH. A partir del vértice de los
angulos adyacentes hacia la bisectriz OH se trazo la perpendicular OK. ¢Sera
0 no la perpendicular OK también bisectriz del angulo BOC?” . La realizacion de
las dos Gltimas tareas de control (teorema acerca de la perpendicularidad de la
bisectriz de los angulos adyacentes vy, el problema con demostracion), también
requeria el establecer la igualdad. Sin embargo, la igualdad de las figuras no
era lo que se buscaba. La igualdad participaba como un medio para encontrar
lo que se buscaba.

Cabe senalar que, todos los teoremas presentados a los alumnos, asi como el
problema, eran desconocidos para ellos. Organizando la asimilacion de los tres
componentes de la habilidad para demostrar, nosotros partimos del hecho de que
los componentes senalados representan acciones y conocimientos que se incluyen
en la habilidad para demostrar. Sin embargo, el proceso real de demostracion
requiere que el contenido de estos componentes se utilice en una secuencia es-
trictamente determinada, es decir, de acuerdo a la estructura del proceso mismo
de la demostracion. A partir de esto, nosotros hemos sugerido a nuestros sujetos,
durante el proceso de la realizacion de las tareas de control, apoyarse en una
regla especial que consistia de los siguientes puntos: 1) identifica lo que se da
en las condiciones; 2) senala lo que se debe demostrar; 3) menciona todas las
caracteristicas, a través de las cuales se puede demostrar aquello que se exige;
4) senala de qué otra forma estas caracteristicas pueden ser dadas (“ocultas”)
en las condiciones; 5) compara cada una de las caracteristicas con la condicion
y elige aquella que se va a utilizar en la demostracion; 6) senala la caracteristica
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que se debe utilizar para la demostracion y 7) explica, por qué consideras que
esta caracteristica se encuentra en las condiciones.

De esta manera, los puntos de la regla representaban un sistema de indicaciones
acerca de las acciones que los estudiantes tenian que realizar.

Resultados de la serie de la ensenanza

Los resultados de la formacion del sistema de los conceptos previos, en general
coinciden con aquellos que se obtuvieron en los estudios realizados anteriormente,
dedicados a la formacion de los conceptos geomeiricos iniciales (6), (14).

Los alumnos solucionaron la mayoria de los problemas correctamente.

Los resultados de la formacion del concepto de la “igualdad geométrica”, que era
basico para nuestra investigacion, eran los siguientes.

Los sujetos resolvieron los problemas para la determinacion de la igualdad exi-
tosamente. De 1440 problemas propuestos, 1371, es decir, 95 % eran resueltos
de manera totalmente correcta y sOlo en la solucion de 69 problemas, es decir,
4.8 % se cometieron errores.

Pondremos los ejemplos tipicos que ilustran los pasos de la solucion de problemas.

Problema 3: “Se dan segmentos AB y CD iguales enire si. Del segmento AB
restaron el segmento KB y del segmento CD restaron el segmento OD igual
al segmento KB. Seran los segmentos restantes iguales entre si 0 no?” (Se
presenta el dibujo correspondiente).

Sujeto R. L.: Lee las condiciones del problema y la primera caracteristica de
la igualdad en voz alta y después dice: “Aqui no sirve la primera caracteristica,
porque aqui no estamos sobreponiendo una figura sobre otra (después de
leer la segunda caracteristica): la segunda tampoco sirve”.

Experimentador: “;Por qué lo dices asi?”

Sujeto: Lee la segunda caracteristica de la igualdad en voz alta y después dice:
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“Aqui dice que las figuras son iguales si los puntos limites de los segmentos
coinciden en el caso de sobreponerlos. En las condiciones no hay nada acerca
de esto. Aqui los segmentos se restan”. Después dice: “Dos figuras geomeétri-
cas son iguales si cada una es igual a una tercera” pero, en las condiciones
no hay nada acerca de esto. Aqui no tenemos ninguna tercera figura.” Lee la
cuarta caracteristica en voz alta y después dice: “En las condiciones se dice
que dos segmentos AB y CD son iguales y de ellos restaron segmentos iguales,
entonces se quedaron también iguales. Aqui sirve la cuarta caracteristica. Los
segmentos AK y CO seran iguales”.

Como se ve en el ejemplo presentado, la solucion del problema consiste en con-
ducir el caso concreto de la igualdad dado en las condiciones, hacia una de las
caracteristicas de la igualdad.

Para poder hacer esto, el sujeto inicialmente tenia que elegir una caracteristica de
todo el sistema, que puede ser utilizada en el caso concreto dado. La blsqueda
de la caracteristica, como se ve en el ejemplo mencionado, transcurria en forma
totalmente desplegada. Esta blasqueda consistia en la verificacion secuencial y
sistematica de la presencia, en las condiciones, por 1o menos de una de las ca-
racteristicas necesarias y suficientes de la igualdad.

Cabe senalar que, los sujetos memorizaban las caracteristicas de manera bas-
tante rapida (después de solucionar de tres a cuatro problemas) y asimilaban el
principio de las acciones con ellas. La accion se hacia independiente. El proceso
mismo de la solucion adquiria el caracter cada vez mas reducido.

Problema 11: “En la linea recta MK se senalaron dos segmentos iguales
MO y CK. El segmento CK se senald de tal forma que el punto C se encuentra
entre los puntos My O del segmento MO. Seran los segmentos MC y OK
iguales entre si 0 no?” (Para el problema se da el dibujo no adecuado para
las condiciones: el segmento CK era mas largo que el segmento MO).

Sujeto B.N.: Lee las condiciones del problemay después dice: “Aqui hay que
solucionar de acuerdo a la cuarta caracteristica (lee la cuarta caracteristica
de la igualdad en voz alta). Del segmento MK hay que restar el segmento CK
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y vamos a tener el segmento MC. Después del mismo segmento MK hay que
restar el segmento MO igual al segmento CK y vamos a tener el segmento OK.
Los segmentos MC y OK seran iguales, porque nosotros hemos restado dos
segmentos iguales del mismo segmento y se quedaron segmentos iguales.”
Después el sujeto dice: “Aqui se puede solucionar también de otra forma”. El
experimentador pregunta: “gComo?”. El alumno contesta: “También de acuerdo
a la cuarta caracteristica pero hay que tomar otros segmentos. Del segmento MO
restar el segmento CO y después del segmento CK restar el mismo segmento
CO. Se obtienen los segmentos iguales: MC y CK. De dos segmentos iguales
nosotros hemos restado el mismo y nos quedaron iguales”.

De esta forma el proceso de blsqueda ya obtiene el caracter reducido. Como se
ve en el ejemplo senalado, el sujeto después de leer las condiciones, de inme-
diato senalo la caracteristica hacia la cual se tiene que conducir la condicion, de
manera correcta y realizo la accion misma de la conduccion.

En lo que se refiere al tercer componente, es decir, a la accion de obtener las
consecuencias (la accion de “desplegar” las condiciones), entonces, los resultados
de la formacion de la habilidad de los escolares para desplegar las condiciones
eran los siguientes.

De 200 problemas propuestos a los sujetos, 192, es decir, 96 % se resolvieron
correctamente. En ocho casos (que constituyen 4 %), los sujetos dieron soluciones
incompletas. No hubo casos cuando los sujetos en general no lograban desplegar
las condiciones.

Mostraremos los ejemplos mas tipicos de la resolucion de problemas para la
accion de desplegar las condiciones.

Problema 2.: “Se dan dos angulos adyacentes iguales COB y BOD. ¢Qué
mas se nos da con esto?”

Sujeto M. T.: Lee las condiciones del problema y después el primer punto de la
regla del desplegamiento (senale las figuras dadas en las condiciones). Después
dice: “Aqui se trata de los angulos adyacentes COB y BOD.” Después de esto lee
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el segundo punto de la regla (nombra todo lo que se dice acerca de las figuras
dadas) y dice: “Se dice que los angulos adyacentes son iguales entre si”. Lee el
tercer punto de la regla (sefiale qué nuevas figuras se obtienen a partir de las
dadas). El sujeto toma la lista de las figuras conocidas y verifica una por una si
éstas se contienen en las condiciones del problema dado: “La linea recta si la
tenemos. CD es la linea recta. Estos son los angulos adyacentes pero, sus lados
que no son compartidos, forman la linea recta. También tenemos la semirrecta
OB, que es la parte de la recta, entonces, se nos da otra linea recta”.

Posteriormente, el dialogo se contintia de la siguiente manera:
Experimentador: “Sigue”.

Sujeto: “Se da la semirrecta. No, son tres semirrectas OC, OB y OD. No hay
segmentos de la recta. Hay solo semirrectas. Se dan también muchos angulos.”

Experimentador: “;Cuales?”
Sujeto: “Hay angulo llano COD. Son dos”.
Experimentador: “;Por qué son llanos?”

Sujeto: “Porque son angulos adyacentes y su suma es de 180°. Se dan dos
angulos rectos COB y BOD, ellos son rectos porque se dice que se dan angu-
los adyacentes iguales... (pausa). Aqui también se dan cuatro angulos rectos.

Experimentador: “;Cuales?”

Sujeto: “OB es semirrecta, pero si vamos a continuar la recta y, por ejemplo,
aqui ponemos la letra X, entonces obtenemos otros angulos rectos COX y XOD.
Aqui no hay triangulos.

Experimentador: “;Por qué?”

Sujeto: “Triangulo es una figura cerrada, pero aqui hay angulos, éstos no
estan cerrados. Aqui también hay perpendicular, porque las rectas CD y BX
son perpendiculares una a otra. Estas se cruzan con angulo de 90°. También
se nos dan los angulos adyacentes, esto se dice en las condiciones.
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Experimentador: “Continda”.

Sujeto: “Se dan los angulos complementarios porque todos los angulos
adyacentes son también complementarios. Aqui no hay angulos opuestos por
el vertice...(pausa). También podemos obtener los angulos opuestos por el
vertice, si vamos a continuar la recta hacia aca (senala en el dibujo la recta
cuya parte es la semirrecta OB), entonces, se obtienen los angulos opuestos
por el vértice COB y XOD vy, ademas, BOD y XOC.

Experimentador: “;Por qué son opuestos por el vértice?”

Sujeto: “Porque COB y XOD son dos angulos, tienen vértice comdn y tienen
angulo adyacente com(n XOC, o podemos tomar también angulo BOD. Para
angulos COX y BOD el angulo adyacente comun sera el angulo XOD o COB.

En lo que se refiere a otras figuras (asi como a sus caracteristicas y particularida-
des), entonces, en la etapa de la accion “materializada”, los alumnos identificaban
su presencia (0 ausencia) en las condiciones de manera similar.

El protocolo presentado manifiesta que, el proceso de la deduccion de las conse-
cuencias transcurria de manera muy desplegada. Sin embargo, esto se observo
solo en las etapas iniciales del trabajo con la accion dada, cuando nosotros les
pediamos a los sujetos que dieran una argumentacion completa de la presencia
de unas u otras condiciones “ocultas”." Posteriormente, esta exigencia se quitaba
de manera gradual. Inicialmente, esto tenia que ver solo con aquellos conceptos
acerca de los cuales nosotros no teniamos la seguridad de que, los sujetos pu-
dieran argumentar de manera correcta, su presencia en las condiciones; mas
tarde, estas exigencias desaparecian por completo. La posibilidad de quitarlas
se basaba en el hecho de que, los conceptos con los cuales se relacionaban los
sujetos en el proceso del desplegamiento, se encontraban en diferentes tipos de

11 No hay que confundir la accion del “desplegamiento” con la forma desplegada de su transcurso. En nuestro estudio,
con el “desplegamiento” nosotros comprendemos la accion cuyo contenido consiste en deducir las consecuencias a
partir de las condiciones. Sin embargo, cualquier accion, entre otras la accion de “desplegar las condiciones” puede
transcurrir en forma desplegada (o reducida). El caracter desplegado o reducido es la caracteristica de cualquier
accion que se relaciona con la realizacion completa (incompleta) de sus operaciones.
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situaciones geométricas. De esta forma, ahora los sujetos simplemente podian
nombrar los “datos ocultos” de las condiciones sin argumentar su presencia.
Evidentemente, todo esto conducia a la transformacion significativa de la accion
del desplegamiento, la cual, en la etapa final de su formacion adquiria el tipo de
la accion mental reducida, generalizada y automatizada.

Con el ejemplo del siguiente protocolo mostraremos como transcurria el “desple-
gamiento” en la etapa de la accion mental.

Problema 9.: “Se da el triangulo CNB. El angulo del vértice C es recto. Del
vertice C sale la semirrecta CK que coincide con el lado CB de este triangulo.
Menciona todo lo que se nos da con esto.” (Se proporciona el dibujo corres-
pondiente).

Sujeto A. K.: Lee las condiciones del problema y después dice: “Se dan
segmentos, semirrectas y lineas rectas. Ademas se dan dos angulos rectos: el
angulo HCB es recto de acuerdo a las condiciones y el angulo HCK. También
se dan los angulos adyacentes KCH y HCB y la bisectriz, porque los angulos
adyacentes son iguales.

Experimentador: “;Cual sera la bisectriz?”

Sujeto: “CH. Se dan los angulos opuestos por el vértice si continuaramos este
lado (senala en el dibujo el lado CH). Aqui vamos a poner la letra X, entonces
los pares de angulos KCH-XCB y HCB-KCX seran opuestos por el vértice. Asi,
también obtendremos mas angulos adyacentes. Si continuaramos todos los
lados del triangulo, se pueden obtener muchos angulos adyacentes y opuestos
por el vértice. Se me olvido decir acerca de los angulos perpendiculares. El
angulo HCD es recto, entonces, HC es perpendicular a KB”.

La identificacion de otras condiciones “ocultas” por parte del sujeto se daba de
manera similar.

Inicialmente, durante el paso de los sujetos hacia el “desplegamiento” con la orienta-
cion en las zonas de busqueda, nosotros les pediamos a los sujetos que argumenten
la presencia de aquellos conceptos que se buscaban en las condiciones.
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El protocolo que mostraremos posteriormente constituye el ejemplo tipico del
transcurso del proceso del desplegamiento en estos casos.

Problema 9.: “Del punto O salen cuatro semirrectas OA, OB, OC y OD. La
linea recta EX cruza las semirrectas en los puntos H, K, My P. Se sabe que
el angulo AOB es igual al angulo DCO y HM es igual a KP. Diga que es lo que
se nos da con esto.” (Se proporciona el dibujo correspondiente).

Sujeto S. M.: Lee las condiciones del problema y después dice: “Se dan los
angulos opuestos por el vertice, es decir, las rectas se cruzan. Aqui hay muchos
angulos opuestos por el vértice. GLos tengo que nombrar?”

Después se da el siguiente dialogo:

Experimentador: “No, no es necesario”.

Sujeto: “Hay angulos adyacentes. Si tenemos angulos opuestos por el vértice,
entonces, también tenemos angulos adyacentes. Se da el triangulo. Aqui hay
incluso cuatro triangulos.”

Experimentador: “;Por qué tu consideras que se dan los triangulos? Nom-
bralos.”

Sujeto: (nombra correctamente). “No son cuatro sino seis triangulos, se me
olvidaron estos dos (en el dibujo muestra los triangulos HOM y KOP) . También
tenemos segmentos iguales.”

Experimentador: “;Cuales?”

Sujeto: “HM es igual a KP de acuerdo a las condiciones, los segmentos HK'y PM
también seran iguales de acuerdo a la cuarta caracteristica, debido a que aqui dos
segmentos iguales incluyen a otros dos iguales. También se dan los angulos AOB
y COD como iguales, entonces, el angulo AOC sera igual al angulo BOD. Esta es la
quinta caracteristica. Estos angulos consisten de otros angulos iguales”.

La identificacion de otras condiciones “ocultas” se daba de manera similar.

De esta forma, “desplegando” las condiciones con el apoyo en las zonas de b(s-
queda, los sujetos argumentaban la presencia en las condiciones de una serie de
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conceptos geometricos en forma “oculta”. Como se ve en el ejemplo presentado
anteriormente, ahora la argumentacion se reducia a un simple senalamiento de la
presencia de las “situaciones geométricas”, que correspondian a los conceptos que
se buscan, en las condiciones del problema. Sin embargo, nosotros gradualmente
dejabamos de exigir que los sujetos senalaran estas situaciones, inicialmente en
relacion con algunos conceptos “ocultos” en las condiciones y, posteriormente,
con todos los conceptos.

En general, la realizacion exitosa de la mayoria de los problemas propuestos en la
serie de la ensenanza, nos permite suponer que el objetivo basico de esta serie del
experimento se ha logrado: nuestros sujetos asimilaron los tres componentes de la
habilidad para demostrar los problemas con demostraciones y aprendieron a demostrar
los teoremas, cuyo contenido basico era establecer la igualdad de las figuras.

La serie del experimento de control

Esta serie del experimento se realizd con el objetivo de aclarar qué tan correc-
tamente los alumnos lograron asimilar los componentes basicos de la habilidad
de demostrar. A los sujetos se les proporcionaron las tareas de control con los
dibujos correspondientes. Esto les ayudaba a los alumnos superar las dificultades
que pudieran estar relacionadas con la construccion del dibujo. En la base de la
construccion se encuentran las habilidades especiales, que nosotros no estabamos
formando en nuestros sujetos.

Las tareas de control propuestas a los sujetos consistian en la demostracion de
los tres teoremas siguientes: 1) teorema acerca de la igualdad de dos triangulos
de acuerdo a dos de sus lados y a un angulo que se encuentra entre estos dos
lados; 2) teorema acerca de la igualdad de los angulos con sus lados corres-
pondientes perpendiculares y 3) teorema acerca de la igualdad de los angulos
opuestos por el vértice.

Resultados de la ejecucion de tareas de control
El aspecto cuantitativo de los resultados de la ejecucion de tareas de control por
parte de los sujetos era el siguiente.
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Se proporciono un total de 50 teoremas y 10 problemas. Todos los teoremas
eran demostrados correctamente. También todos los problemas eran resueltos
correctamente.

Mostraremos algunos protocolos que reflejan el transcurso tipico de la resolucion
de los problemas de control y la demostracion de teoremas por parte de los
sujetos de este grupo.

Se propone demostrar el teorema acerca de la igualdad de dos triangulos de acuerdo
a dos de sus lados y, a un angulo que se encuentra entre estos dos lados.

El teorema se formula de la manera siguiente: “Si los dos lados y el angulo
comprendido entre ellos en un triangulo son correspondientemente iguales a los
dos lados y el angulo entre ellos de otro triangulo, entonces, estos triangulos son
iguales” (dibujo 1).

B E

A . cD

PN

Dibujo 1

Sujeto Sh. L.: (Lee las condiciones del teorema y el primer punto de la
regla: “Senale lo que se da en las condiciones”)'. “Se dan dos triangulos y
también se dice que sus lados correspondientes son iguales”.

Experimentador: “;Cuales?”

Sujeto: “AB es igual a BD, AC es igual a DK y los angulos entre ellos son
también iguales: el angulo BAC es igual al angulo BDK (lee el segundo punto
de la regla: “Senale lo que hay que demostrar”), hay que demostrar que los
triangulos son iguales.”

12 El contenido de los puntos de la regla dada se da en la pagina 171.
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Experimentador: “Contindia”.

Sujeto (Lee el tercer punto de la regla: “Nombra todas las caracteristicas de
acuerdo a las cuales se puede demostrar lo necesario”). “Aqui hay que sobre-
poner los triangulos de acuerdo a la primera o a la segunda caracteristica.”
Experimentador: “Lee el siguiente punto de la regla”.

Sujeto (Lee el cuarto punto de la regla: “Senale como estas caracteristicas
pueden ser dadas u “ocultas” en las condiciones”). “Aqui hay la primera y
la segunda caracteristicas. Estas se dan si algunos elementos de las figuras,
cuya igualdad tenemos que establecer, son iguales y aqui, en los triangulos,
son iguales sus lados y angulos”.

Experimentador: “;Todos los lados son iguales?”

Sujeto: “No, solo dos lados de un triangulo son correspondientemente igua-
les a dos lados del otro triangulo. También los angulos entre estos dos lados
son iguales. Aqui no se dice nada acerca de BC y EK, pero éstos también
seran iguales, porque entre estos dos puntos se puede trazar una linea recta
y solamente una.”

Experimentador: “Lee el siguiente punto”.

Sujeto (Lee el sexto punto de la regla: “Nombra la caracteristica que se
puede usar para la demostracion”). “Aqui se pueden usar la primera y la
segunda caracteristicas.”

Experimentador: “Continia”.

Sujeto: (Lee el séptimo punto de la regla: “Explica, por qué ti consideras
que esta caracteristica esta en las condiciones”). “Estos triangulos podemos
sobreponerlos para que sus lados y angulos iguales coincidan: AB coincide
totalmente con DE, entonces, el punto B coincide con el punto E, el punto A
con el punto D, el angulo BAC con el angulo EDK y AC coincide con DK.

Experimentador: “;Por qué?”

Sujeto: “Porque AC es igual a DK. Los puntos C y K van a coincidir. En los
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triangulos coinciden todos sus vértices, entonces, también seran iguales todos
sus lados.”

Experimentador: “; Seran iguales o no los lados BC y EK?”

Sujeto: “Ellos también van a coincidir de acuerdo a la segunda caracteristica
de la igualdad, porque en estos segmentos ya coincidieron sus puntos limites
y entre dos puntos se puede trazar solamente una linea recta. Estos triangulos
coincidieron por completo, entonces, ellos son iguales.”

Pondremos un ejemplo de la solucion del problema por parte del sujeto M. Sh. La
particularidad de este problema consistia en el hecho de que el establecimiento
de la igualdad participaba como el medio de su solucion.

Sujeto: (Lee las condiciones del problemay el primer punto de la regla”). “En las
condiciones se dan los angulos adyacentes. Se dice que dentro del angulo BOC
se trazo la bisectriz OH, entonces, los angulos BOH y HOC son iguales entre si.
También se da la perpendicular PK, que se trazo hacia la bisectriz OH. Entonces,
esta claro que el angulo KOH es recto. Si continuamos OH 'y ponemos la letra
X, entonces vamos a obtener otro angulo recto XOK (lee el segundo punto de
la regla). Hay que demostrar que la perpendicular OK es la bisectriz del angulo
AOB, entonces, los angulos AOK y KOB tienen que ser iguales.

Experimentador: “Continia”.

Sujeto: (Lee el tercer punto de la regla). “Aqui hay que solucionar de acuerdo
a las caracteristicas de la igualdad (nombra las caracteristicas de la igualdad).
Tal vez, aqui hay que usar la cuarta caracteristica, pero tengo que pensar.”

Experimentador: “Lee el siguiente punto de la regla”.

Sujeto: (Lee el cuarto punto de la regla y realiza las acciones que correspon-
den a su contenido). “Si, claro, es la cuarta caracteristica”.
Experimentador: “;Por qué?”

Sujeto: “Vea usted, si nosotros continuamos OH, entonces, obtenemos dos
angulos rectos y estos consisten de otros dos angulos iguales.”
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Experimentador: “;Cuales?”

Sujeto (pausa). “Aqui hay que solucionar no solamente de acuerdo a la cuarta
caracteristica: hay que usar dos caracteristicas”.

Experimentador: “Explica”.

Sujeto: “Si continuamos OH y ponemos la letra X, entonces, se obtienen el
angulo X0A y éste sera igual al angulo BOH.”

Experimentador: “;Por qué?”

Sujeto: “Los angulos HOC y BOH son iguales entre si, los angulos HOC y X0A
también seran iguales como opuestos por el vertice, entonces, los angulos BOH
y XOA también seran iguales. Esto esta de acuerdo a la tercera caracteristica
de la igualdad. Ahora de dos angulos iguales (rectos) XOK y KOH restamos
angulos iguales KOB y KOA. Entonces, KO sera la bisectriz del angulo AOB.”

Experimentador: “Correcto. 3Se puede solucionar este problema sin con-
tinuar OH?”

Sujeto (pausa). “Si, se puede, también de acuerdo a la cuarta caracteristica.
Pero yo no sé de donde tomar el otro angulo recto (pausa). Aqui hay que restar
de la suma de dos angulos. Los angulos AOK y HOC en su suma dan 90°.”

Experimentador: “;Por qué?”

Sujeto: “El angulo KOH es recto. El se incluye en el angulo llano AOC. Del
angulo AOC restamos el angulo KOH vy se obtienen dos angulos KOA y HOC.
Su suma es de 90°. Ahora hay que solucionar de acuerdo a la cuarta ca-
racteristica: del angulo KOH restar el angulo BOH y se queda el angulo KOB.
Después, de la suma de los angulos AOK y HOC restar el angulo HOC y se
queda el angulo AOK. De dos partes iguales nosotros restamos dos iguales y
obtenemos dos angulos iguales.”

Mostraremos un ejemplo de la demostracion del teorema acerca de la igualdad
de los angulos opuestos por el vértice.
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El teorema se formula de la siguiente manera: “Los angulos opuestos por el
veértice son iguales”

Dibujo 2

Sujeto: (Lee las condiciones del teorema y después el primer punto de la
regla). “Se dan los angulos opuestos por el véertice. También de forma “oculta”
se dan los angulos llanos y adyacentes (muestra en el dibujo y después lee
el segundo punto de la regla). Hay que demostrar la igualdad de los angu-
los opuestos por el véertice, por ejemplo, ACK y DCM. Hay que solucionar de
acuerdo a las caracteristicas de la igualdad. gPuedo decir?”

Experimentador: “Por favor”.

Sujeto: “Del angulo KCD nosotros restamos el angulo ACD y nos queda el
angulo DCM. Aqui esta la cuarta caracteristica. De dos angulos iguales (llanos)
nosotros restamos el mismo angulo y nos quedan angulos iguales.”

Como se ve en los ejemplos presentados anteriormente, la presencia de la regla
para la solucion, asi como el dominio de la habilidad para desplegar les permitia
a los sujetos realizar el analisis secuencial y planeado de las condiciones de teo-
remas y de problemas. Como se ve en estos ejemplos, este analisis, durante la
demostracion de algunos teoremas, tenia el caracter demasiado desplegado. Los
sujetos realizaban las acciones senaladas en los puntos de la regla de manera
estrictamente secuencial y determinada. Sin embargo, en algunos ¢asos, como
se ve en los ejemplos mencionados, nuestros sujetos realizaban la demostracion
sin realizar todas las acciones consideradas en la regla para la demostracion.
Ademas, a veces, ellos después de leer las condiciones, se dirigian de inmediato
a la regla y daban la demostracion correcta. Es interesante sefialar que, los su-
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jetos no simplemente realizaban las tareas de control de manera correcta sino
que, a veces, proponian dos variantes de la demostracion. Por ejemplo, esto se
observd durante la demostracion del teorema acerca de la igualdad de los an-
gulos con lados correspondientes perpendiculares, asi como durante la solucion
del problema para demostracion. Ademas, en el Gltimo caso, como se ve en el
ejemplo presentado, se propuso la variante de la demostracion relacionada con
la utilizacion de la construccion complementaria, lo que nosotros no les hemos
ensenado a los escolares.

Como mostraron los ejemplos presentados, durante la realizacion de las tareas de
control, “el ensayo y error” no se observo. Los sujetos actuaban con seguridad.
El proceso de la demostracion tenia el caracter consciente y, en todas las etapas
transcurria, practicamente sin errores.

Los resultados de esta parte del experimento de control, manifiestan acerca de
la formacion suficiente de los componentes sefialados, de la habilidad para de-
mostrar teoremas presentados, tanto en forma de problemas, como con aquellas
formulaciones que usualmente se dan en los manuales escolares de geometria.
Sin embargo, cabe senalar que, la habilidad formada se aplicaba solo a los teo-
remas y problemas para demostracion de la igualdad. En relacion con esto, es
necesario senalar la posibilidad del paso mas amplio de la habilidad para demos-
trar, en particular, hacia teoremas y problemas para demostracion de algiin otro
tipo. De alguna forma, la solucion de este problema se reflejo en algunos estudios
anteriores dedicados a la formacion de los conceptos geométricos iniciales. Como
se sabe, la asimilacion de los conceptos geométricos, antes que nada, consiste
en la asimilacion de las acciones y operaciones correspondientes con las caracte-
risticas del concepto dado. En el estudio de N. F. Talizina se mostro que, durante
la formacion del sistema de los conceptos geomeétricos homogéneos, junto con la
asimilacion de los primeros conceptos del sistema dado, los escolares, también
asimilan las operaciones determinadas del pensamiento que, posteriormente, se
utilizan para el dominio de otros conceptos de este grupo. Ademas, el paso de
estas operaciones puede transcurrir a diferentes niveles en dependencia de una
serie de las condiciones, sin embargo, aquel siempre tiene lugar y su presencia
conduce a una asimilacion mas rapida de los siguientes conceptos de este sistema.
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En el resultado, se logra una formacion del sistema de los conceptos geometri-
cos de manera mas rapida, en comparacion con la ensenanza tradicional. Los
resultados de este estudio nos permitieron suponer que, el paso de este tipo,
puede tener lugar también durante la demostracion de teoremas. Nosotros hemos
verificado la posibilidad del paso, de la habilidad para demostrar los teoremas
y los problemas, formado durante las demostraciones de la igualdad hacia los
teoremas y problemas para la demostracion del paralelismo.

Después de la realizacion de las tareas de control para la igualdad, los sujetos dije-
ron que los teoremas de la igualdad de los triangulos, de los angulos opuestos por
el vertice, asi como de los angulos con sus lados correspondientes perpendiculares
que ellos han demostrado, ahora se pueden considerar como las caracteristicas
especiales de la igualdad de los triangulos y los angulos.

Con el objetivo de aclarar la posibilidad del paso de la habilidad, para demostrar
teoremas de la igualdad hacia los teoremas y los problemas de otro tipo, a los sujetos
se les propusieron los siguientes teoremas de paralelismo sin alguna ensenanza
complementaria: 1) teorema acerca de la igualdad de los angulos agudos y obtusos
con sus lados correspondientemente paralelos; 2) teorema acerca de la igualdad de
los angulos con sus lados correspondientemente paralelos 2d, si uno de éstos es
agudo y, el otro es obtuso y 3) teorema acerca de la paralelismo de las bisectrices
de dos angulos agudos con sus lados correspondientemente paralelos.

Ademas de los teoremas mencionados, a los sujetos se les propusieron cuatro
problemas de demostracion. En estos problemas, el establecimiento del paralelismo
de las lineas rectas era tanto el objetivo, como el medio para su solucion. Cabe
sefialar que algunos de estos problemas requerian para su solucion la utilizacion
de los teoremas de la igualdad, demostrados anteriormente.

Queremos recordar que en los sujetos se formaron especialmente los conceptos
acerca de los angulos opuestos por el lado, correspondientes y unilaterales. Ade-
mas, a ellos se les proporcioné la definicion del paralelismo de las lineas rectas:
dos lineas rectas son paralelas si éstas se encuentran en el mismo plano y no se
cruzan en su continuacion.
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Antes de realizar las tareas de control de este tipo, los sujetos obtuvieron una
tarjeta con las caracteristicas del paralelismo.

Nosotros hemos retomado las siguientes caracteristicas del paralelismo: 1) dos
lineas rectas son paralelas si éstas se encuentran en el mismo plano y no se
cruzan en su continuacion; 2) dos lineas rectas son paralelas si las cruza una
tercera linea recta y los angulos opuestos por el lado que se forman, son igua-
les; 3) dos lineas rectas son paralelas si las cruza una tercera linea recta y los
angulos correspondientes que se forman son iguales; 4) dos lineas rectas son
paralelas si la suma de los angulos unilaterales es de 180° y 5) dos lineas rectas
son paralelas si éstas son perpendiculares a una tercera linea recta.

Los resultados de la realizacion del segundo grupo de las tareas de control para
la determinacion de la paralelismo, por parte de los sujetos, eran los siguientes.

En general los sujetos lograron ejecutar teoremas y problemas de control para el
establecimiento del paralelismo de las lineas rectas de manera bastante exitosa;
ellos dieron la demostracion correcta en 63 casos de un total de 70, y s6lo en siete
casos los sujetos no lograron demostrar los teoremas o solucionar los problemas.

Mostraremos un protocolo que refleja la ejecucion tipica de las tareas de control
de este tipo.

Se propuso el problema siguiente: “Se dan dos triangulos rectangulos OCD y MOK
que tienen el vértice comin 0. Se sabe que un cateto OC del triangulo OCD junto
con el cateto OK del triangulo MOK forman una linea recta. Hay que demostrar
que los catetos CD y MK son paralelos entre si”.

Sujeto B. T.: (Lee las condiciones del problema). “Aqui los catetos CD y MK
son paralelos. Se puede solucionar de acuerdo a la segunda caracteristica.
Aqui los angulos opuestos por el lado seran iguales.”

Experimentador: “;Cuales?”

Sujeto: “Los angulos DCO y OKM son opuestos por el lado. La linea de in-
terseccion es CK. Se dice que CO y OK forman una linea recta. Los angulos
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opuestos por el lado seran iguales, porque ambos son rectos. Entonces, CD
sera paralela a MK. También se puede solucionar de acuerdo a la cuarta
caracteristica”.

Experimentador: “Por favor”.

Sujeto: “Aqui CD y MK seran paralelos, si se continta, por ejemplo, CD y se
pone el punto X. Entonces, obtendremos angulos bilaterales XCO y MKO y su
suma sera de 180°”.

Experimentador: “Correcto. jDe qué otra forma se puede solucionar el
problema?”.

Sujeto: “;De otra forma? A lo mejor, solamente de acuerdo a la quinta ca-
racteristica”.

Experimentador: “Intenta”.

Sujeto: CK es la linea de interseccion y forma angulos rectos con CD y MK,
entonces, ella es perpendicular a ellos. CD sera paralela a MK.

Como se ve en el ejemplo mostrado, los sujetos se relacionaban con las tareas
de control para el paralelismo también de manera segura, igualmente esto se
observo con las tareas para la igualdad.

En una serie de casos, los alumnos daban no so6lo una variante de la demostra-
¢ion, sino varias.

Realizando la demostracion, los sujetos se orientaban todo el tiempo en las carac-
teristicas de la demostracion, utilizandolas como el criterio de la presencia de las
lineas paralelas. Los escolares no presentaron ninguna dificultad debido a que,
en los teoremas y en los problemas, el paralelismo participaba no como lo que
se buscaba, sino como el medio para encontrar lo desconocido. Es importante
sefialar que ellos no tuvieron miedo a las tareas, cuya realizacion requeria la
utilizacion de los teoremas de la igualdad demostrados anteriormente. Ahora, los
sujetos consideraban a los teoremas de este tipo como las caracteristicas com-
plementarias de la igualdad, cuya certeza ya no requiere demostracion repetitiva.
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Los buenos resultados de la ejecucion del segundo grupo de las tareas para
el paralelismo permiten ser consideradas, como consecuencia del paso de la
habilidad para demostrar los teoremas de la igualdad, asi como solucionar los
problemas de otro tipo, cuyo contenido basico era establecer el paralelismo
de las lineas rectas.

Sin embargo, cabe senalar que, la realizacion de las tareas de control para el
paralelismo no siempre transcurria facilmente y sin problemas. En algunos ca-
sos, la demostracion de los teoremas y la solucion de problemas producia en los
escolares ciertas dificultades.

El analisis de las demostraciones erroneas mostro que, la causa de las faltas en
la realizacion de las tareas por parte de algunos sujetos se relaciona, antes que
nada, con su trabajo insuficiente con los conceptos de la igualdad geomeétrica.
Asi, en particular, en estos alumnos se observo no solo la ausencia de la habilidad
para cambiar una figura por otra figura igual sino, también, la incomprension de
la posibilidad misma de dicho cambio.

La ejecucion erronea de las tareas de control -en los siete casos- se puede
explicar con el hecho de que, la demostracion de algunos teoremas requeria la
utilizacion de las caracteristicas de la igualdad, las cuales, nosotros, no hemos
identificado ni hemos realizado un trabajo especial con ellas.

Nosotros hemos realizado las sesiones complementarias dirigidas a la
formacion de los conocimientos y habilidades faltantes, con los sujetos
que no lograron ejecutar las tareas de control. Después de esto, a ellos
se les propusieron una vez mas las tareas de control que han producido
dificultades. Los sujetos lograron solucionarlas de manera exitosa ante esta
presentacion repetitiva.

Como se menciond anteriormente, todos los problemas y teoremas que rea-
lizaban los sujetos en la serie de control del experimento, se propusieron
también a los alumnos de 5%y 72 grados. Los resultados de la realizacion
de las tareas de control, por parte de los alumnos de 5° y 72 grados, se
muestran en la tabla 1.
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TABLA 1
Sujetos Tipos de Cantidad Cantidad % de la Cantidad % de la
tareas de de tareas de tareas | realizacion | de tareas | realizacion
control de control | de control | correcta de | de control | incorrecta
propuestas | realizadas | tareas de | realizadas | de tareas
a los sujetos | correcta- control incorrecta- | de control
mente mente
6° grado Igualdad 60 15 25 45 75
(grupo de [ Paralelismo
compara- 70 35 50 37 50
cion)
7° grado Igualdad 60 21 35 39 65
(grupo de | Paralelismo
compara- 70 32 45.7 38 54
cion)

Como se ve en la tabla, los escolares de sexto grado realizaron las tareas de
control para la igualdad correctamente solo en 15 casos de un total de 60 v,
solo en 35 casos de un total de 70 lograron realizar los teoremas y problemas
para el paralelismo.

Queremos recordar que, los sujetos del grupo experimental realizaron las tareas
para la igualdad de manera correcta en 60 casos de un total de 60 vy, las tareas
para el paralelismo en 63 casos de un total de 70. En lo que se refiere a los
escolares de 7° grado, entonces, como se ve en la tabla, sus resultados de las
tareas de control de ambos tipos son similares a los de los alumnos del 62 grado.
Los escolares de 72 grado y, en particular los de 62, realizaron las tareas para el
paralelismo de manera mas exitosa, en comparacion con las tareas de control para
determinar la igualdad de las figuras. Esto se explica, por un lado, por el hecho
de que el tema “lineas paralelas”, en el curso de geometria para el sexto grado,
se estudia al final del afo escolar y, consecuentemente, los escolares no habian
olvidado todas las tareas relacionadas con este tema. Por otro lado, esto se puede
explicar también por el hecho de que, en el curso de geometria, se identifican las
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caracteristicas del paralelismo. A pesar de que no se realiza ninglin trabajo especial
al respecto, éstas se utilizan durante la demostracion de los teoremas concretos
de paralelismo y la solucion de problemas para demostracion.

De esta forma, los resultados del experimento realizado nos hablan acerca de las
ventajas de nuestra metodica en comparacion con la tradicional. Esto se refleja no
solo en el hecho de que, los sujetos lograron demostrar los teoremas y solucionar
los problemas con mayor éxito que los escolares de 62 e, incluso de 72 grado, sino
también, mostro que la formacion en los sujetos de la habilidad para demostrar
los teoremas de la igualdad y del paralelismo, requirid aproximadamente la mitad
de tiempo, en comparacion con el tiempo considerado en los programas escolares
para el estudio de las partes correspondientes del curso.

Los resultados obtenidos en este experimento también nos permiten considerar
que, los componentes identificados constituyen en realidad el contenido de la
habilidad para demostrar.

En este estudio se identificaron los componentes de la habilidad para demostrar
teoremas y solucionar problemas de demostracion de un solo tipo. El analisis de
otras partes del curso de geometria, permitira identificar componentes similares
en cada uno de ellos. Esto significa que se puede ensenar a todos los escolares
a demostrar la mayoria de los teoremas geometricos.

Como mostro el estudio, el trabajo completo con estos componentes, no siempre es
necesario. La asimilacion de dichos componentes de la habilidad para demostrar
los teoremas de la determinacion de la igualdad de figuras, era suficiente para
que, los sujetos posteriormente, pudieran solucionar exitosamente los teoremas y
problemas para el establecimiento del paralelismo de las lineas rectas. El paso de
la habilidad para demostrar teoremas de un tipo hacia los teoremas y problemas
de otro tipo que, tuvo lugar en nuestro estudio, se explica por la estructura logica
general de las caracteristicas de los conceptos que, constituian la base para la
inclusion de teoremas y problemas dados en grupos especificos. El contenido de
los conceptos “igualdad” y “paralelismo” es totalmente diferente, sin embargo,
la estructura l0gica de la accion de la conduccion hacia estos concepios es la
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misma. Para poder establecer si unas u otras figuras geomeétricas son iguales o
no, es necesario verificar si éstas poseen por lo menos una de las caracteristicas
de la igualdad. De la misma forma, para poder determinar si las dos lineas rectas
son paralelas o no, es necesario verificar también si estas lineas rectas poseen o
no por lo menos una de las caracteristicas del paralelismo. Consecuentemente,
tanto el método del desplegamiento de las condiciones, como el orden de su
analisis eran iguales.

De esta forma, la estructura general de las habilidades que se utilizaban durante
la demostracion de teoremas de ambos tipos, precisamente determind el paso
descrito anteriormente.

Durante el estudio de geometria, es muy importante formar en los escolares 10s
métodos generales para la demostracion de teoremas geométricos. Sin embargo, en
la practica escolar casi no se presta ninguna atencion a la formacion de los métodos
de este tipo. Los escolares no ven nada general en la demostracion de diferentes
teoremas. Cada teorema se percibe como un teorema nuevo, cuya demostracion
s0lo se debe memorizar. Esto explica precisamente que, cuando se cambia el dibu-
jo del teorema o se introducen las determinaciones nuevas de letras, los alumnos
presentan dificultades para reproducir la demostracion memorizada anteriormente.

El experimento realizado mostro la posibilidad para formar en los escolares los
métodos generales para la demostracion geométrica. La identificacion de las ca-
racteristicas generales de la igualdad, la formacion de la accion de la conduccion
hacia el concepto “igualdad”, asi como la accion de “desplegar” las condiciones,
garantizan la orientacion libre de los sujetos en los teoremas del establecimiento
de la igualdad de las figuras geométricas. Nuestros sujetos percibian los teoremas
de este tipo como los problemas simples para la utilizacion de las caracteristicas
de la igualdad. En la practica escolar, no solo no se realiza el trabajo con las
caracteristicas generales de la igualdad sino, incluso, éstas no se identifican. Si
consideraramos también el hecho de que, en los manuales muchos teoremas de
la igualdad se relacionan con diferentes partes del curso de geometria, entonces
se aclararia por qué los escolares perciben diferentes teoremas de este tipo como
teoremas que no tienen nada en comun.
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Evidentemente, en el resultado del trabajo constante con los teoremas de uno
u otro tipo, en los escolares, se forman los métodos para la demostracion de
teoremas de manera espontanea. Sin embargo, con este medio de la formacion,
estos métodos aparecen muy lentamente, casi siempre son incompletos y, como
mostro nuestro estudio, no se forman en todos los escolares.

Debido a que, en las condiciones de teoremas y problemas de demostracion, las
caracteristicas de los fenomenos geomeétricos que se buscan se proporcionan en el
tipo “oculto”, el dominio de los escolares del tercer componente de la habilidad para
demostrar a través de la accion de “desplegar” las condiciones (gracias al cual se
logra la identificacion de las caracteristicas que se buscan), adquiere un significado
muy grande. El trabajo completo y preciso con el componente dado, incrementa
significativamente la calidad de la realizacion de la demostracion geomeétrica.

El estudio mostro la necesidad de formar en los escolares, no solo la habilidad para
“desplegar” las condiciones en tipo general, sino también, realizar la busqueda
en la direccion determinada.

En el experimento se mosiro la posibilidad para formar en los alumnos, la habili-
dad para realizar la busqueda “dirigida” durante el proceso de la ejecucion de la
demostracion geométrica. Esto altimo se lograba a través del trabajo con la accion
de “desplegar” con el apoyo en las “zonas de busqueda”. Este trabajo permite
racionalizar el proceso del “desplegamiento”, lo cual conduce a la reduccion
significativa del tiempo de la basqueda de las caracteristicas correspondientes.

De esta forma, el éxito de la realizacion de la demostracion geométrica depende
no solo del hecho de qué tan correctamente se desplego el contenido real de la
habilidad para demostrar, sino también, de qué tan completamente se asimilo
este contenido. Asi, la realizacion exitosa de las tareas de control por parte de
nuestros sujetos se explica, antes que nada, por el hecho de que al identificar tres
componentes basicos de la habilidad para demostrar, nosotros hemos convertido
simultaneamente cada uno de ellos en el objeto especial de la asimilacion.

En nuestro experimento, durante el proceso de la demostracion, la interrelacion
y el caracter secuencial de la utilizacion de diferentes componentes se proporcio-
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naban a traves de una regla especial que dirigia a los sujetos en la realizacion
de las tareas de control.

Los estudios futuros deberian prestar mayor atencion al trabajo con esta regla.
El objetivo basico de nuestro siguiente trabajo sera la identificacion de las con-
diciones para la formacion de los métodos mas generales, que garantizaran la
aproximacion independiente de los sujetos, hacia las clases mas amplias de
teoremas geomeétricos y de problemas de demostracion.

Indudablemente, la solucion de este problema permitira incrementar el nivel del
pensamiento geometrico de los escolares y, dara la posibilidad de obtener un efecto
mayor en relacion, tanto con la calidad de la ensefanza, como con la reduccion
del tiempo necesario para la ensefianza de geometria.
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Capitulo 5
L.a formacion de las habilidades generalizadas del
Pensamiento Geometrico

I. A. Valadarskaya

EI presente trabajo pertenece al ciclo de las investigaciones realizadas sobre la
base de los principios de la teoria de la formacion de las acciones mentales por
etapas de P. Ya. Galperin; en particular, ella realiza el tercer tipo de orientacion
en la organizacion de la ensenanza.

El objeto de nuestra investigacion es la formacion de las habilidades generalizadas,
sobre la ejecucion de las transformaciones geomeétricas elementales que se estudian
en el curso escolar de geometria (transformaciones de un grupo de movimiento, es
decir, rotacion alrededor de un punto; simetria central y axial; traslacion paralela y,
en general, las transformaciones de la semejanza y homotecia). Durante la seleccion
de este material nosotros partimos de las consideraciones siguientes:

En primer lugar, las transformaciones geométricas no son otra cosa que una
generalizacion del concepto acerca de las funciones y, por eso, ellas permiten
“considerar desde un punto de vista tanto, determinadas partes de la geomeitria,
como sus relaciones mutuas”.'

Esto significa que, el estudio de las transformaciones geomeétricas descubre la
posibilidad de subordinar a una sola idea toda la geometria escolar, es decir, a
la idea de la dependencia funcional.

13 F. Klein. La matematica elemental desde el punto de vista de la matematica superior. Mosc( - Leningrado, 1934.
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En segundo lugar, lo mucho que tienen en coman estas transformaciones da la
posibilidad de simplificar significativamente la demostracion de muchos teoremas.

En tercer lugar, el estudio de las transformaciones proporciona a los escolares
procedimientos (métodos) de solucion de problemas de construccion que,
constituyen uno de los medios del desarrollo del pensamiento geométrico de
los alumnos.

Hasta ahora, en la ensenanza de la geometria no se les ha prestado la atencion
debida a las transformaciones geométricas mientras que, el desarrollo de la ciencia
geomeétrica hace mucho tiempo mostro que, las transformaciones constituyen una
de las areas mas importantes de la geometria cientifica.

El analisis de los manuales didacticos y de numerosas investigaciones metodolo-
gicas acerca del problema del estudio de las transformaciones geometricas en la
escuela media, mostro que, estos conocimientos y habilidades estan representados
no como un sistema, sino, como una serie de fenomenos particulares cuyo estudio
se prolonga durante varios anos. Ademas, cada transformacion se da de manera
aislada, sin relacion con otras, a pesar de que tal relacion existe.

Las caracteristicas que poseen las transformaciones se consideran para cada tipo
concreto por separado. Al mismo tiempo, muchas caracteristicas son analogas,
por ejemplo, las transformaciones de un grupo de movimientos.

Posteriormente, para cada transformacion se da un procedimiento particular para
su realizacion. Ademas, lo fundamental en las acciones de los alumnos, es la parte
ejecutiva: los alumnos producen mecanicamente las construcciones sin tener una
base orientadora completa y adecuada. La orientacion de los alumnos se da solo
sobre algunos rasgos particulares de cada una de las transformaciones. Esto se
explica por el hecho de que, las condiciones que permiten comprender la logica
de la construccion, no se abren ante los alumnos.

El medio irracional de exposicion de las transformaciones geométricas, conduce
a las dificultades con las que se enfrentan los maestros durante la ensenanza y
los alumnos durante la asimilacion de esta parte del curso.
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La ensenanza transcurre de acuerdo al primer tipo de la orientacion con la utili-
zacion de elementos del segundo tipo."

En nuestro trabajo se realizo un intento por estructurar el estudio de las transfor-
maciones geometricas elementales, de acuerdo al tercer tipo de la orientacion que
se caracteriza, en primer lugar, por la identificacion de las unidades basicas del
material del area dada de los conocimientos y de las reglas de su combinacion en
fendmenos concretos en el momento inicial de la ensefianza. Las unidades basicas
del material son todos aquellos elementos y condiciones objetivas que, son esenciales
para cualquier fenomeno en una rama determinada de los conocimientos, y que,
descubren las particularidades especificas de la materia que se estudia.

En segundo lugar, la orientacion del tercer tipo se caracteriza por proporcionarle
al alumno el método para analisis de un nuevo fenomeno en esta area. El método
consiste en la basqueda independiente de la combinacion concreta de las unidades
basicas del material para cualquier fenomeno. Conociendo las unidades basicas del
material y, utilizando conscientemente el método de analisis, el alumno conforma la
base orientadora completa de la accion de manera independiente que es adecuada, no
sOlo para cualquier fendmeno conocido de una area determinada de los conocimientos,
sino también, para fenomenos nuevos ain desconocidos pero teoricamente posibles.

El caracter del proceso de la formacion de esta accion, asi como la calidad del
producto final que constituyen conocimientos y habilidades determinadas, depende
del tipo de la base orientadora de la accion. Consecuentemente, el tipo de la
base orientadora determina el tipo de ensenanza. El tercer tipo de la ensenanza
corresponde al tercer tipo de la base orientadora, que se caracteriza por:

1) La formacion del método de analisis del material, es decir, la formacion de las
habilidades para identificar las unidades basicas del material y las reglas de
su combinacion.

14 Ver P. Ya Galperin. El desarrollo de las investigaciones sobre la formacion de las acciones mentales. En: “Ciencia psicologica
en la URSS”. Tomo I, Moscil, Academia de Ciencias Pedagogicas de la Federacion Rusa, 1959. ; P. Ya. Galperin. Tipos de
la orientacion y tipos de la formacion de acciones y conceptos “Discursos de la Academia de Ciencias Pedagogicas de la
Federacion Rusa”, 1959, No.2; P. Ya. Galperin: Psicologia del pensamiento y el estudio de la formacion de las acciones
mentales por etapas. En: “Las investigaciones del pensamiento en la psicologia soviética”. Moscu, “Ciencia”, 1966.
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2) Laformacion de la habilidad para utilizar este método para cualquier fenomeno
del area dada de conocimientos, es decir, la formacion de la habilidad para
construir independientemente la base orientadora completa, para cada uno
de estos fenomenos.

En dependencia de los objetivos de la ensenanza, la actividad de los alumnos
puede ser orientada hacia el analisis de todos los fenomenos particulares de una
area dada de conocimientos, hacia la reconstruccion de la multitud fenoOmenos
particulares desconocidos por el alumno anteriormente o, hacia la creacion de
fenomenos nuevos. En cada uno de estos casos, el proceso de construccion in-
dependiente de una base orientadora completa de la accion adecuada para cada
fendmeno, se realiza a traves de vias diferentes.

En el caso, cuando el alumno necesita analizar todos los fendOmenos particulares
de una area dada de conocimientos, el proceso de construccion independiente
de una base orientadora completa de la accion para cada fendomeno se realiza
de la siguiente manera. Al alumno se le describe el fenomeno y él debe dis-
tinguir en ese fenomeno las unidades basicas conocidas para él, caracterizar
la combinacion de estas Gltimas vy, construir la base orientadora completa de
la accion que le permitira obtener un producto, segin el modelo dado o rea-
lizar una caracterizacion para el analisis del fenomeno dado. Asi, durante la
ensefianza de la escritura de las letras de diferentes alfabetos™, el alumno, al
obtener el modelo del contorno nuevo de las letras, lo dividia en partes (antes
de reproducirlo) que no cambian su direccion (curvas), es decir, distinguia en el
contorno las unidades basicas. Después el alumno caracterizaba la posicion de
cada una de las “unidades” en las lineas de una hoja de papel, es decir, indica-
ba las reglas de la combinacion de estas unidades. De esta manera el alumno
elaboraba la base orientadora completa de la accion para la reconstruccion del
contorno dado para la escritura correcta de esta letra.

Los alumnos de segundo grado que trabajaron de acuerdo al programa experimental

15 Ver: N.S. Pantina. La formacion del habito motor de la escritura en dependencia del tipo de orientacion en la tarea.
Problemas de psicologia, 1957. No. 4.
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de LN. Aidarova', al descubrir la dependencia de la informacion (significado)
de la “anatomia” de la palabra -de determinadas particulas significativas de la
palabra (morfemas)- y al dominar, de esta manera, el método de trabajo con el
material lingiiistico, elaboraban la base orientadora completa de la accion sobre
el analisis, no solo de las palabras de la lengua materna, sino también, de una
lengua artificial para la determinacion de la estructura morfologica de una serie
de palabras desconocidas por los ninos en idiomas extranjeros (inglés, aleman,
francés), para la aclaracion de la estructura de palabras rusas antiguas, etc.

En el caso de la estructuracion senalada de la ensenanza, el alumno analiza el
fenomeno dado pero no reconstruye los fenomenos desconocidos para él y tam-
poco, es capaz de crear fenomenos nuevos.

Es posible otra via cuando el alumno crea fenOmenos nuevos, hasta entonces
desconocidos para él. En este caso, diferentes variantes de construccion in-
dependiente de una base orientadora completa para la obtencion de nuevos
fenomenos también son posibles: a) a través de variar las unidades basicas
de manera inmediata, cuyas caracteristicas pertenecen a la misma area de los
conocimientos que los fendomenos estudiados; b) a través de la via indirecta
con ayuda de las unidades basicas de los productos para los cuales son nece-
sarios los fenomenos reconstruidos. Ademas, los conocimientos en los cuales
se apoya el alumno, durante la reconstruccion de los fenomenos de acuerdo a
sus unidades, no se limitan solamente por el area que incluye esos fenomenos.
Asi, los alumnos que estudian de acuerdo a programas elaborados por . P.
Kaloshina', crearon tornos para cortar metales e instrumentos para la prepara-
cion de piezas de cualquier forma de manera independiente. En la elaboracion
de estos nuevos objetos se considerd la naturaleza especifica de los tornos vy, 10s
instrumentos para reflejar en sus funciones, las propiedades de los productos
preparados y parecerse a ellos.

16 Ver A.l. Aidarova. La formacion de algunos conceptos gramaticales de acuerdo al tercer tipo de orientacion en la
palabra. La dependencia de la ensefianza del tipo de actividad orientadora. Mosc, Editorial de la Universidad de
Moscl, 1968.

17 Ver: 1.P. Kaloshina. Los problemas de la formacion del pensamiento técnico. Moscd, Editorial de la Universidad de
Mosca, 1974.
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En relacion con lo anterior, la base para la creacion de nuevos tornos e instrumen-
tos eran los conocimientos, en primer lugar, acerca de las unidades basicas de
los productos (piezas de diferentes formas obtenidas con la ayuda de los tornos
e instrumentos) y de las reglas de su combinacion; en segundo lugar, acerca de
las dependencias funcionales (leyes de similitud) de las unidades basicas vy, de
las reglas de su combinacion en los tornos e instrumentos a partir las unidades
basicas vy, reglas de su combinacion en las piezas. Ademas, el alumno obtuvo los
conocimientos necesarios acerca de las piezas de las matematicas y no de la téc-
nica: las unidades basicas de las piezas que representan figuras geométricas de
diferentes formas, son aquellas figuras que reproducen las lineas en la cantidad
no menor de dos, mientras que las reglas de su combinacion se proporcionan a
través de la funcion de la linea (una de ellas es formadora, la linea real, la que
debe moverse; la otra, orientadora, la linea ideal, la que determina la direccion
del movimiento de la linea formadora); a través del angulo (la linea formadora se
debe de colocar con el angulo determinado en relacion con la superficie de la linea
orientadora) y, a traves de la forma (las lineas pueden ser de diferentes formas).

Respecto a las transformaciones geomeiricas las exigencias del tercer tipo de
orientacion son las siguientes: a) los alumnos desde el inicio mismo deben asi-
milar aquellos elementos generales, aquellas unidades basicas que caracterizan
a todas las transformaciones geométricas que se estudian en la escuela; b)
asimilar el método de trabajo con estas unidades que permite obtener todos los
tipos de transformaciones dadas. Consecuentemente, los alumnos deben asimilar
la habilidad generalizada para ejecutar estas transformaciones.

Los elementos generales de todas las transformaciones que se estudian en la
escuela son los siguientes:

1. El objeto inicial de la transformacion, es decir, aquello que es lo que hay que
transformar (prototipo); cualquier figura geomeétrica puede ser el objeto inicial.

2. El objeto final de la transformacion (imagen), es decir, la figura que se obtiene
como resultado de la transformacion.

3. El objeto, en relacion con el cual se realiza la transformacion; este objeto es
un punto, una linea recta o un plano.
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4. Todas las transformaciones consideradas se caracterizan por:

a) Correspondencia a los puntos, es decir, todas las transformaciones convierten
un punto en otro punto; a cada punto del plano A le corresponde un punto
determinado del plano A", en el cual se transforma el plano A;

b) Correspondencia biunivoca, es decir, todas las transformaciones convierten
un punto en uno y solo uno mientras que, dos puntos diferentes se convierten
en dos puntos diferentes;

¢) Conservacion de una relacion estrictamente determinada de las distancias
entre dos puntos cualesquiera:

P(A’,B’)=Kp (A B),

donde los puntos A" y B” son las imagenes de los puntos correspondientes
Ay B. K es el coeficiente de proporcionalidad.

El significado de K depende solo del tipo de transformacion, pero no de la
seleccion de los puntos A y B; para todas las transformaciones de movimiento
[K|= 1, en el caso de la semejanza (homotecia) |K|# 1.

5. Para la realizacion de cualquiera de estas transformaciones es necesario
realizar una de las acciones siguientes: rotar el objeto inicial alrededor de un
punto (eje; plano), trasladarlo sobre un vector (con diferentes coeficientes de
proporcionalidad) o ejecutar ambas acciones una tras otra.

El conjunto de las posiciones generales senaladas conforma la base orientadora
completa y adecuada del procedimiento, para la ejecucion de las transformaciones
geometricas. En calidad de las unidades fundamentales del material, la variacion
de las cuales ofrece toda una gama de transformaciones que se estudian en la
escuela, fueron elegidas las siguientes: 1) el objeto, en relacion con el cual se
realiza la transformacion, 2) la accion de traslacion y rotacion. Las reglas de su
combinacion se dan por el angulo de rotacion y el vector de traslacion.

En dependencia de las diferentes combinaciones de estos factores se pueden
obtener todos los tipos de transformaciones que se estudian en la escuela media.
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Asi, al tomar un punto en calidad de objeto (en relacion con el cual se realiza
la transformacion) y la accion de la rotacion, se pueden obtener diferentes
transformaciones, cambiando el valor del angulo de rotacion: si a @ 180° la
rotacion se hace alrededor del punto, si a = 1802 la simetria es central. Con-
secuentemente, ante todas las condiciones iguales la variacion del angulo de
rotacion puede conducir al cambio del tipo de la transformacion. De la misma
forma, el cambio del vector de traslacion con el mismo objeto, en relacion con
el cual se realiza la transformacion (un punto), la accion de la traslacion per-
mite obtener dos tipos diferentes de transformacion: si el vector es conocido,
la traslacion es paralela; si el vector se determina en el resultado del analisis
del coeficiente de proporcionalidad dado, es homotecia.

Posteriormente, el cambio del objeto, en relacion con el cual se realiza la transfor-
macion, sin cambiar la accion conduce al cambio del tipo de la transformacion. De
esta forma, si la accion es de rotacion, a = 1802 y el objeto, en relacion con el cual
se realiza la transformacion, es un punto o una recta, entonces, en el primer caso,
tenemos una simetria central y en el segundo caso una simetria axial.

Los elementos generales identificados y, las reglas de su combinacion, determinan
la estructura de la actividad de los alumnos sobre la realizacion de las transfor-
maciones. Esta actividad incluye los siguientes componentes.

a) El analisis del objeto inicial de la transformacion que consiste en la identi-
ficacion de los llamados puntos determinantes del objeto dado. Con puntos
determinantes entendemos, el conjunto finito de los puntos de acuerdo a los
cuales puede ser reconstruido el objeto dado. Asi, el segmento tiene dos pun-
tos determinantes, éstos son sus puntos limites; para el triangulo los puntos
determinantes son sus vertices; los puntos determinantes de una circunferencia
seran el centro y cualquier punto situado en la propia circunferencia, etc.

b) La seleccion del objeto, en relacion con el cual se realiza la transformacion.
Como fue senalado anteriormente, esos objetos en las transformaciones con-
sideradas son un punto, una recta o un plano.

El objeto, en relacion con el cual se realiza la transformacion, puede ocupar cualquier
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posicion en relacion con el objeto transformado. Por ejemplo, durante la transforma-
cion del triangulo con ayuda de la simetria central, el centro de la simetria puede
encontrarse fuera o dentro del triangulo; por ejemplo, puede coincidir con el punto
en que se cruzan las medianas o estar ubicado en uno de sus lados. Durante la
construccion de un tetragono, simétrico a un tetragono dado a respecto a un eje
dado, en calidad de este eje puede servir, uno de los lados del tetragono, cualquiera
de sus diagonales o la bisectriz de uno de sus angulos (interno o externo), etc.

¢) La seleccion de la accion. Como mostro el analisis de las transformaciones
elementales, su realizacion se resume en acciones tales como: la rotacion (al-
rededor de un punto, de un eje o de un plano) la traslacion sobre el vector o
la realizacion secuente de ambas acciones. En realidad, asi como la simetria
central constituye un caso particular de la rotacion alrededor de un punto con
el angulo de 1802y, la simetria axial es la rotacion alrededor del eje en 1802,
entonces, para la realizacion de tales transformaciones, como el movimiento
giratorio alrededor del punto y del eje (simetria central y axial), es suficiente
realizar la rotacion alrededor del punto o del eje.

Para la realizacion de la traslacion y la homotecia es necesario pasar el objeto
inicial a un vector determinado. Ademas, en caso de la traslacion paralela, se da
la magnitud del vector y, en el caso de la homotecia, dicha magnitud se determina
con la ayuda del coeficiente de homotecia. La obtencion de figuras semejantes
se reduce a la realizacion de la transformacion de la homotecia y de uno de los
tipos de movimiento: la rotacion alrededor del punto o eje, la simetria central o
axial, la traslacion paralela.

d) La realizacion de la accion elegida.
e) El analisis del objeto final.

En correspondencia con la estructura de la actividad, se identificaron las instruc-
ciones generales para la ejecucion de las transformaciones, las cuales dan el
método general de su realizacion con el siguiente orden de las acciones:

1. Senale el objeto inicial de la transformacion.
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. Senale el objeto, con respecto al cual se realiza la transformacion.

. Seleccione los puntos determinantes del objeto inicial.

. Senale las acciones, con cuya ayuda se pueden realizar las transformaciones.
. Seleccione la accion necesaria para la solucion del problema dado.

. Realice la accion elegida.

Senale el objeto final de la transformacion.

N o A~ W N

. Compare los objetos inicial y final.

De esta forma, la habilidad generalizada para realizar transformaciones geomeé-
tricas, consiste de una pequena cantidad de componentes adecuados al conjunto
de las condiciones objetivas que garantizan la realizacion correcta de cualquier
transformacion elemental. Ademas, cada transformacion concreta, participa como
un caso particular de la realizacion de estos componentes generales. Los alumnos,
al asimilar la habilidad generalizada, obtienen cada transformacion particular
del grupo dado de manera independiente. El maestro solo informa el nombre
matematico correspondiente.

Cada componente de la habilidad senalada fue objeto de una asimilacion especial.
Para esto fue indispensable identificar el contenido de las acciones relacionadas
con cada uno de los componentes: determinar las operaciones incluidas en ellas
(orientadoras y ejecutivas) y elaborar la prescripcion para la utilizacion de la accion
en la solucion de las tareas concretas. Asi, durante la formacion de la accion sobre la
identificacion de los puntos determinantes del objeto que se transforma, en la parte
orientadora de esta accion, se incluyen los conocimientos siguientes: cuales son los
puntos necesarios para senalar en el objeto, para después, teniendo estos puntos,
construirlo. Por ejemplo, como fue sefialado, el segmento se determina completamente
con sus puntos limites, el triangulo se determina por sus tres vértices, etc.

La direccion del proceso de asimilacion de la habilidad generalizada para la rea-
lizacion, sobre la realizacion de las transformaciones geométricas elementales, se
logro en el resultado del trabajo por etapas, tanto con las acciones, que se incluyen
en cada uno de los componentes identificados, como con toda la habilidad. En
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relacion con esto, se planifico anteriormente hasta qué nivel debe llegar la formacion
de todas las acciones y de la habilidad en general. Asi, las acciones: “seleccion del
objeto inicial de la transformacion”, “seleccion del objeto con respecto al cual se
realiza la transformacion”, “seleccion de las acciones”, alcanzaron el nivel mental
(la parte orientadora y ejecutiva de estas acciones). En las acciones: “identifica-
cion de los puntos determinantes”, “ejecucion de la accion elegida”, solo la parte
orientadora alcanzo el nivel mental. La parte ejecutiva se quedaba siempre en la
forma materializada externa: el alumno marcaba en el papel los puntos determi-
nantes obtenidos en el resultado de la accion elegida en correspondencia con

estos puntos, de acuerdo a los cuales él construia el objeto final.

La organizacion de la formacion de la habilidad generalizada exigio de los alumnos
la asimilacion del sistema de conceptos y acciones, los cuales ellos no habian
estudiado anteriormente: el concepto acerca de la figura orientada, el concepto
de vector, angulo dirigido, sus igualdades y las reglas de su construccion; el
concepto de distancia entre figuras, el concepto de coeficiente de congruencia
(homotecia) y otros. Todos estos conceptos y acciones previas se formaron antes
del estudio de las transformaciones.

El programa experimental se comprobo con 10 nifos por la via de la ensefianza
individual y, también con 40 alumnos en condiciones de experimento grupal: un
grupo de 16 nifios y otro grupo de 24. Los nifos que participaron en el experi-
mento fueron alumnos de 70. grado: dos alumnos tenian buenas calificaciones
en matematicas y los demas tenian malas y regulares.

La investigacion incluyo las siguientes series del experimento:

I. Experimento de constatacion, cuyo objetivo era la determinacion del nivel de
partida de los conocimientos y las habilidades que poseian los alumnos.

IIl. Experimento de ensenanza que incluyo: 1) la formacion de los conocimientos y
habilidades previas, indispensables para la asimilacion de la habilidad generali-
zada para la realizacion de las transformaciones geometricas y 2) la formacion
de la habilidad generalizada para la realizacion de las transformaciones.

Ill. La serie de experimento de control.
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La determinacion del nivel inicial de los conocimientos y las habilidades
de los escolares

Antes de pasar a la eleccion del material que se debe de asimilary, a la elaboracion
del programa de la actividad de los alumnos sobre su asimilacion y realizacion,
es necesario determinar las posibilidades reales del alumno y establecer el nivel
de partida de sus conocimientos y habilidades.

La determinacion del nivel inicial de los conocimientos y las habilidades de los
alumnos que participaron en el experimento de ensenanza, se realizd en tres
direcciones. En primer lugar, debido a que la ensefianza experimental se realizd
con los alumnos, quienes de acuerdo al programa de matematicas en la escuela
ya conocieron estas transformaciones geomeétricas (la simetria central y axial),
entonces, antes del inicio de la ensenanza, fue necesario comprobar el nivel de
conocimientos de los alumnos acerca de este material. En segundo lugar, se deter-
mino la presencia en ellos, de aquellos conocimientos y habilidades matematicas
que eran necesarias para adquirir los nuevos conocimientos y habilidades. Asi, en
los alumnos se comprobo el conocimiento de los conceptos matematicos iniciales,
sus caracteristicas, la habilidad de utilizar el compas, la regla y la escuadra. En
tercer lugar, se comprob6 si los nifos dominaban o no aquellas acciones cog-
noscitivas, las que se utilizaron, como medios para la asimilacion de los nuevos
conocimientos. En particular, se determin6 si los alumnos pudieron o no utilizar
la accion de reconocimiento como medio de asimilacion de los conceptos.

Para la determinacion del nivel inicial de los conocimientos y las habilidades en
las tres direcciones sefialadas, a los alumnos se les proporciono un trabajo de
control con 11 tareas.

Las tareas se dividieron en dos grupos: primer grupo (5 tareas) eran tareas para
la verificacion de los conocimientos, acerca de los rasgos necesarios y suficientes
de las figuras (triangulo, segmento, punto y otros) simétricas, con respecto a un
punto (eje), y las habilidades para utilizar la accion de reconocimiento; el segundo
grupo (6 tareas) eran tareas dirigidas a la verificacion de la habilidad de realizar
la transformacion de figuras, con ayuda de la simetria axial y central y los cono-
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cimientos de las caracteristicas de estas transformaciones. La realizacion de las
tareas, tanto del primero, como del segundo grupo, simultaneamente significo la
verificacion de los conocimientos acerca de los conceptos geométricos iniciales,
sus caracteristicas, las habilidades para utilizar los instrumentos de dibujo: la
regla, la escuadra y el compas.

Durante la realizacion de cada una de las once tareas la atencion se dirigio, no
solo al resultado final, sino también, al hecho de como el alumno resolvia esta
tarea y como €l se orientaba. Se considerd también si él podia fundamentar o no
las acciones que realizaba.

Para la verificacion de los conocimientos acerca de los rasgos de los conceptos de las
figuras simétricas (simétricas con respecto al punto o al eje) y, también para verificar
si los alumnos dominan o no la accion de reconocimiento, como el medio de asimi-
lacion de los conceptos, se les proporcionaron tareas de dos tipos: a) tareas, en las
cuales los rasgos de los conceptos que se verificaban, fueron presentados de manera
indirecta; b) tareas, en las cuales los rasgos fueron presentados de manera directa.

Al primer tipo de tareas pertenecen los ejemplos 1y 2.

Ejemplo 1. “En un paralelogramo CDEF las diagonales CE y DF se cruzan en
el punto 0. ¢Seran simétricos los puntos D y F con respecto al punto 02 3Seran
simétricos los puntos D y F con respecto a la recta CE? Escriba la respuesta de
forma detallada”(el dibujo no se presentaba).

Ejemplo 2. Se da una circunferencia con centro en el punto 0; AB y MN son dos
diametros diferentes de esta circunferencia. Escriba detalladamente su respuesta
a las tres preguntas siguientes:

1. ¢ Seran los puntos A y B simétricos con respecto al punto 0 ?
2. ¢ Los puntos A y B seran simétricos con respecto a la recta MN ?

3. ¢ En qué situacion reciproca los diametros AB y MN de la circunferencia dada,
los segmentos 0OA 'y OB se pueden llamar simétricos con respecto a la recta
MN ? (El dibujo no se presentaba).
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Con el segundo tipo de tareas se relacionan los ejemplos 3 y 4.

Ejemplo 3. “Se dan la recta I, dos puntos Cy G, situados a los lados opuestos
de la recta, y el punto 0, perteneciente a la recta |. Se conoce que 0C = 0C” y
el segmento CO es perpendicular a la recta I. ¢Se podra llamar a los puntos C y
C~ simétricos respecto a la recta | dada? (EI' dibujo no se presentaba).

Ejemplo 4. ;Seran simétricos los triangulos ABC y MNP representados en el
dibujo, con respecto a la recta EF, si se conoce, que la recta EF es perpendicular
a cada uno de los segmentos AM, BP y CN vy los divide a la mitad? Para este
ejercicio se dio el siguiente dibujo:

N

M P

Dibujo 1

El orden de la presentacion de las tareas fue el siguiente: inicialmente se dieron
tareas del primer tipo, después se proporcionaron las tareas de segundo tipo.
Aqui nosotros partimos del hecho de que si el sujeto realiza correctamente las
tareas, en las cuales los rasgos de los conceptos estan dados de manera indirecta
(por la realizacion correcta nosotros entendemos no solo la respuesta sin errores,
sino también, su argumentacion completa) entonces, esto demuestra la formacion
en él de los conceptos de las figuras simétricas con respecto al punto (eje) y las
acciones de reconocimiento vy, por lo tanto, la realizacion de las tareas del segundo
tipo ya no es tan necesaria. Si las tareas del primer tipo resultan dificiles para
el alumno, entonces, a él se le proporcionan las tareas en las cuales, [0S rasgos
de los conceptos se dan de forma directa y, la formacion de los conocimientos y
las habilidades que nos interesan se comprueban en el transcurso de la solucion
de estas tareas.
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Los resultados de la realizacion del primer grupo de tareas se presentan en
la tabla 1.

TABLA 1

Conocimiento de los rasgos de Habilidad para
las figuras simétricas respecto a: | utilizar la accion de
reconocimiento.

Eje Punto

Cantidad de tareas presentadas 200 150 250

Porcentaje de tareas resueltas
correctamente del total de las 6 % 9,3 % 3,5 %
tareas presentadas

Como muestra la tabla el porcentaje de los ejercicios resueltos correctamente es
muy bajo. Asi, en la realizacion del ejercicio 1 antes expuesto, de 50 sujetos solo
4 ( 8%) dieron una respuesta correcta y argumentada a la primera pregunta
de la tarea y, tres sujetos (6%) a la segunda pregunta, ademas, dos de estos
sujetos habian respondido correctamente la primera pregunta. Las respuestas
de los demas alumnos no contenian errores pero, faltaba su fundamentacion o,
sus respuestas fueron incorrectas. Una parte de los alumnos se nego a resolver

el ejercicio, argumentando su rechazo diciendo que “a ellos se les olvido” o que
ellos “no recuerdan”.

Las respuestas incorrectas de los alumnos pudieron deberse a una asimilacion
incompleta del material matematico antes estudiado, por ejemplo, el desconoci-
miento de las propiedades de las diagonales del paralelogramo: “las diagonales
del paralelogramo, al cruzarse se dividen a la mitad”. Pero, como demostraron
las respuestas de los alumnos a las preguntas adicionales, casi todos los sujetos
conocian esta propiedad, sin embargo, ellos no detectaron las relaciones entre
ellas y el concepto de los puntos simétricos-centrales.

Cuando a los alumnos se les ensefio esta relacion algunos de ellos manifestaron
sinceramente: “No nos paso por la cabeza que los puntos D y F pueden verse no
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s0lo como vertices del paralelogramo, sino también, como puntos simétricos con
respecto al punto 0”.

El error tipico en la respuesta a la segunda pregunta del ejemplo 1, consistia en
el hecho de que, los alumnos llegaban a la conclusion incorrecta acerca de la
simetria de los puntos D y F, respecto a la recta CE, solo basandose en la propiedad
de las diagonales del paralelogramo. Los sujetos, al dar esta respuesta conside-
raron solo un rasgo esencial del concepto de los puntos simétricos, respecto al
eje que es la igualdad de las distancias a partir de los puntos D y F hasta el eje
CE. Ellos no consideraron otros rasgos esenciales de este concepto (a los lados
opuestos del eje sobre una perpendicular hacia el eje). Esto nos habla de que,
todo un conjunto de rasgos necesarios y suficientes del concepto de los puntos
simétricos con respecto al eje, no se ha formado en los ninos.

Los resultados de la realizacion del ejemplo 2 también son bajos: a la primera
pregunta respondieron correctamente 5 alumnos (10 %); en la repuesta a la
segunda pregunta, ninguno de los alumnos llegd a una conclusion adecuada
(“no se conoce”) sobre la simetria de los puntos A'y B con respecto al eje MN;
a la tercera pregunta no se obtuvo ninguna respuesta correcta. El analisis de las
respuestas escritas a la segunda y tercera preguntas y, también las conversa-
ciones con los alumnos, mostraron que en la respuesta a la segunda pregunta,
los sujetos consideraron solamente una de las posiciones mutuas posibles de
los diametros AB y MN, especificamente en el caso en el que el diametro AB es
perpendicular a MN. Por esto 6 ninos escribieron que los puntos A y B serian
simeétricos con respecto a la recta MN, pero no dieron ninguna fundamentacion
de su respuesta. Durante la conversacion con estos alumnos, tres de ellos dieron
una argumentacion completa de la respuesta; “las fundamentaciones” de otros
tres alumnos se basaron en que, la posicion de los puntos Ay B “se parecen a
la que ellos estudiaron”. Al contestar la tercera pregunta, los sujetos escribieron:
“No se puede encontrar esta posicion en los diametros AB y MN, para que los
segmentos OA y OB fueran simétricos”; hubo también respuestas de este tipo:
“nosotros no hemos estudiado eso”.

Nosotros hemos observado un cuadro similar al analizar los resultados de la
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realizacion del ejemplo 3: solo un alumno (2 %) contestd correctamente a la
pregunta del ejercicio: “Aqui no se puede responder ni si, ni no, para esto es
necesario saber si el segmento C°0 sera perpendicular 0 no a MN”. El resto de
los sujetos realizo el ejemplo 3 incorrectamente. Entre las respuestas hubo solo
una negativa, lo cual manifiesta el hecho de que, en el resto de los alumnos,
ni siquiera surgio la idea de que la posicion de los puntos Cy G~ (dada en las
condiciones del ejemplo) estos puntos no pueden no ser simeétricos con respecto
a la recta MN. Por eso es que de 50 sujetos, 48 en la respuesta al ejercicio 4
escribieron: “si” y, algunos intentaron argumentar su respuesta con que, “los
segmentos 0C y 0C’ son iguales”. Dicha explicacion de los alumnos habla de
su incomprension sobre el hecho de qué tipo de rasgos son esenciales para el
concepto de los puntos simétricos con respecto al eje. En las respuestas, los
sujetos se orientaron solamente en un rasgo de este concepto, mientras que
ellos, no consideraron los otros rasgos necesarios y suficientes de pertenencia a
este concepto (a los lados opuestos respecto al eje, en una perpendicular que
va hacia el eje). La repuesta correcta (“no se sabe”) en estas tareas, es posible
solamente en aquel caso, cuando los alumnos realicen la orientacion en todo el
conjunto de rasgos esenciales.

Las conclusiones de los sujetos durante la realizacion de los ejemplos 1, 2,
3 asi como durante la respuesta a las preguntas de otras tareas del primer
grupo, se hicieron sobre la base de un conjunto de rasgos insuficientes para
la determinacion de la pertenencia al concepto de las figuras simétricas con
respecto al punto (eje). Esto demuestra la mala asimilacion de las acciones de
reconocimiento por parte de los alumnos: su orientacion en algunos rasgos de
los conceptos nos habla de la falta de razonamiento en la realizacion de esta
accion vy, de la incapacidad para fundamentar sus respuestas, es decir, del
caracter inconsciente de estas acciones.

Durante la realizacion del ejemplo 4, los sujetos intentaron determinar la
simetria de los triangulos ABC y MNP con respecto a la recta EF con la ayuda
“del doblez de una hoja de papel” y, nadie se orientdo en los datos dados, a
partir de los cuales se hubiera podido dar de inmediato una respuesta positiva
sin tener que doblar el papel.
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El ejemplo 4 se les presentd a los alumnos después del ejemplo 3, en el cual se
trataba de la simetria de los puntos con respecto al eje. Nosotros tuvimos el temor
de que, las respuestas a la pregunta del ejemplo 3, serian un tipo de apoyo para
la realizacion del ejemplo 4. Pero como mostraron los resultados, los conceptos
de puntos y triangulos simeétricos con respecto al eje, acttian para los alumnos
aisladamente; los alumnos no encontraron ninguna relacion entre ellos. Si du-
rante la realizacion del ejemplo 3, los alumnos intentaban recordar el conjunto
de rasgos del concepto de los puntos simétricos con respecto al eje, entonces,
al responder a la pregunta del ejemplo 4, a ellos se les olvidaba este concepto,
de modo que, ellos razonaban acerca de la simetria de los triangulos sobre la
base de su coincidencia en el caso de doblar el dibujo en el eje de simetria. Esto
nos habla de que, en los alumnos no se ha formado el concepto de las figuras
simétricas unas con otras respecto al eje, como de aquellas figuras, una de las
cuales esta formada por los puntos que son simétricos a los puntos de la otra
figura con respecto al eje dado.

Al aplicar el método de “doblez”, muchos alumnos no estuvieron seguros de sus
respuestas; ellos escribieron: “parece que estos triangulos van a ser simétricos”.
“Es necesario doblar la hoja en EF”. “Pero aqui es dificil hacer esto, ya que un
triangulo “toca” al otro”. Estas respuestas se deben al hecho de que en el dibujo
la posicion de los triangulos simétricos uno con el otro, “no se parece” a la que
ellos “se acostumbraron” al estudiar la simetria axial, en la escuela. En los cursos
escolares de geomeitria durante el estudio de la simetria axial se le presta gran
atencion “al doblez de la hoja de papel”; entre muchos ejemplos (con pescados,
con manchas de tinta, con hojitas) con los cuales se ensena este método, no hay
ninguno que incluyera cada una de las figuras simétricas una con la otra (pero no
con ella misma) en los lados opuestos del eje de simetria (como se muestra en el
dibujo para el ejemplo 4). La incapacidad de los alumnos de aplicar el método del
doblez en diferentes posiciones de la figura que se transforma y, del eje de simetria,
mutuamente senala la falta de generalizacion de esta accion. En este caso, se debe
de anadir, que este método como tal tiene la aplicacion limitada para la solucion
de tareas sobre la construccion y sobre la demostracion de teoremas.

Se debe senalar que los dibujos no se proporcionaron para ninguno de los ejem-




LA FORMACION DE LAS HABILIDADES GENERALIZADAS DEL PENSAMIENTO GEOMETRICO

plos del primer grupo (con excepcion del ejemplo 4) y que, para su realizacion,
€stos no eran necesarios. Pero muchos sujetos pidieron autorizacion para hacer
el dibujo, explicando que “es mas dificil resolver la tarea dada, solo con palabras
y que, con el dibujo es mas facil”. Algunos sujetos dijeron que ellos “recuerdan
el dibujo” dado, en el manual, lo compararon con el suyo y, después, escribieron
la respuesta.

La utilizacion de los dibujos durante la solucion de las tareas incrementd un poco
el porcentaje de las respuestas correctas. Asi, después de la realizacion del dibujo
para el ejemplo 2, dos sujetos llegaron a una conclusion correcta (“no se sabe”)
acerca de la simetria de los puntos Ay B con respecto a la recta MN. Ademas, ellos
dibujaron algunas variantes de posiciones reciprocas de los diametros AB y MN en
la circunferencia dada y, a partir de estos dibujos, respondieron correctamente
la segunda pregunta de la tarea. La mayor parte de los sujetos realizo el dibujo,
en el cual las diagonales fueron perpendiculares reciprocamente y, su respuesta
afirmativa a la pregunta de la tarea fue incorrecta: ellos realizaron las conclusiones
orientandose, no en la parte verbal de las condiciones del problema, sino, solo
en el dibujo realizado por ellos. Esto demuestra el bajo nivel de asimilacion del
concepto de las figuras simétricas, con respecto al punto (eje) por parte de los
alumnos. En primer lugar, la actividad de los alumnos sobre la utilizacion de este
concepto, estaba limitada tnicamente por la forma material: los alumnos, antes
de responder la pregunta acerca de la pertenencia del objeto dado al concepto,
necesariamente realizaban el dibujo correspondiente. En segundo lugar, la gene-
ralizacion de la actividad estaba ausente: los alumnos intentaban encontrar en los
dibujos realizados, aquella posicion de figuras simétricas respecto al punto (eje),
la cual se “pareciera” a la posicion dada en el manual escolar de geometria.

De esta forma, los resultados de la realizacion de los ejercicios del primer grupo
mostraron que, los conocimientos y las habilidades evaluadas en nuestros sujetos,
no se han formado.

Para la verificacion del grado de la formacion de la habilidad, para realizar las
transformaciones de figuras con ayuda de la simetria central y axial, a los alumnos,
se les presentaron tareas en las cuales se les pidio construir una figura (segmento,
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triangulo, paralelogramo, circunferencia, figura, limitada por linea curva cerrada),
simétrica con respecto al centro (eje). La posicion del centro (eje) con respecto
a la figura que se transforma fue diferente: 1. El centro se encontraba en el area
interior de la figura que se transforma (el eje, cruzaba el area interior). Ademas, el
objeto con respecto al cual se realiza la transformacion fue uno de los elementos
basicos de la figura que se transformaba (el vértice del angulo, el centro de la
circunferencia, uno de los lados del poligono, etc.), o algiin otro elemento (el punto
de interseccion de las medianas, la bisectriz de uno de sus angulos, el diametro
de la circunferencia, etc.) 2. El centro (eje) se encontraba en el area externa de
la figura que se transforma. Por ejemplo, se dieron las tareas del siguiente tipo:

Ejemplo 6.: “En el plano se da el paralelogramo ABCD. Construye un parale-
logramo simétrico al dado con respecto al centro E del lado CD. Escriba, Qué
figura se obtuvo como resultado de la transformacion y por qué?

Ejemplo 10: “En el plano se da una figura geométrica F, limitada por una linea
curva cerrada y, una recta MN en el exterior de la figura F. Construye una figura,
simétrica a la dada con respecto a la recta MN”.

Los resultados de la realizacion del segundo grupo de tareas estan expuestos en

la tabla 2.
TABLA 2
Realizacion de transformaciones
Simetria axial Simetria central
Segmento | Circun- Otras | Triangulo | Circun- | Otras
ferencia | figuras ferencia | figuras
Cantidad de tareas 50 50 50 50 50 50
presentadas
Porcentaje del total de
presentaciones de tareas 16% 14% 12% 14% 12% 10%
resueltas correctamente.
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Como muestra la tabla 2, los resultados de la realizacion de las tareas del se-
gundo grupo son mas altos que los resultados de la realizacion de las tareas del
primer grupo (ver la tabla 1). Esto se explica por el hecho de que, en la escuela,
durante el estudio de la simetria central y axial, la atencion basica se dirige a la
parte ejecutiva de la accion sobre la realizacion de transformaciones.

Para aclarar en qué condiciones se orientan los alumnos durante la realizacion
de transformaciones, es decir, para verificar el grado de formacion de la base
orientadora de esta accion, después de la realizacion de todas las tareas para la
construccion, se les propuso responder a una serie de preguntas entre las cuales
estaban las siguientes:

1. ¢Se puede 0 no realizar la transformacion de toda la figura, si se sabe, como
se realiza la transformacion de uno de sus puntos?

2. ¢Por qué durante la transformacion del segmento, con ayuda de la simetria
respecto al eje, es necesario bajar la perpendicular al eje a partir de los
limites del segmento?

3. ¢Por qué durante la construccion de los segmentos simétricos, con respec-
to al centro, usted construye los puntos simeétricos solo con los limites del
segmento?, etc.

A pesar de que la mayor parte de los alumnos construyo correctamente las figuras
simétricas, con las dadas respecto al centro (eje), ninguno de ellos respondio
correctamente a todas las preguntas planteadas, lo cual manifiesta la formacion
insuficiente de la base orientadora de la accion de la realizacion de las transfor-
maciones: la simetria central y axial. Esto nos habla de que, frecuentemente, los
alumnos realizan las transformaciones mecanicamente sin comprender el sentido
de las operaciones que realizan; las acciones de los alumnos no poseen el caracter
razonable y consciente necesario.

La no formacion de la base orientadora de la accion, en la realizacion de las
transformaciones, puede explicar los errores tipicos que cometieron los sujetos
durante la realizacion de las tareas del segundo grupo. Asi, durante la construc-
cion de la figura simétrica a la dada, con respecto al eje, los alumnos unieron los
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puntos determinantes de la figura con el eje, no de acuerdo a la perpendicular,
sino de acuerdo a la oblicua. Ademas, las dificultades surgieron en las tareas, en
las cuales, el centro (eje) coincidia con uno de los elementos de la figura que
se transforma. Asi, durante la construccion de una circunferencia simétrica a la
circunferencia dada, con respecto a su diametro, s6lo cinco alumnos realizaron
la construccion correctamente, senalando que la figura dada y la simétrica a ella
coinciden, es decir, en este caso, la circunferencia se transforma en si sola. Los
resultados de la tarea 7 fueron similares: “En un triangulo equilatero MNK se
traza la altura ME. Construye un triangulo simétrico al dado, con respecto a la
recta ME. Escribe, qué triangulo se obtuvo como resultado de la construccion y por
qué”. Entre las respuestas de los alumnos (con excepcion de 6), no se encontro
ninguna que senalara que el triangulo dado se transformaba en si mismo; que
como resultado de la transformacion, se obtiene otra vez un triangulo equilatero.

La incapacidad de los alumnos para explicar sus construcciones estuvo relacionada
con la no formacion de la base orientadora de la accion, para la realizacion de
la simetria central y axial, asi como con el desconocimiento de las caracteristicas
de estas transformaciones. Por ejemplo, durante la realizacion del ejercicio 7, los
alumnos no pudieron explicar por qué el punto M, que pertenece a la altura ME,
(eje de la simetria del triangulo equilatero MNK) no cambio su posicion como
resultado de la transformacion y, por qué el segmento MN coincidio con el seg-
mento MK después de la transformacion.

Durante la realizacion de la tarea 6 los alumnos no sabian por qué la figura ob-
tenida como resultado de la transformacion, era un paralelogramo. Ademas, los
sujetos no conocian aquella caracteristica de la simetria axial: como el cambio de
la orientacion de las figuras como resultado de esta transformacion.

Los resultados de la realizacion de las tareas, sobre el conocimiento de los con-
ceptos acerca de las figuras simétricas con respecto al centro (eje) (las tareas
del primer grupo), fueron comparados con los resultados de la realizacion de
las tareas de la transformacion de las figuras (las tareas del segundo grupo) por
parte de los mismos escolares. Se encontrd que, algunos alumnos, al dar el con-
cepto correcto de la figura (segmento, poligono, etc.), simétrica con respecto al
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centro (eje), no lograron resolver correctamente las tareas para la transformacion
de estas figuras con ayuda de la simetria central (axial); y viceversa, algunos
alumnos daban un concepto erroneo pero, realizaron la construccion de manera
correcta. Esto demuestra una vez mas, el hecho de que, en los alumnos la base
orientadora de la accion para la realizacion de las transformaciones, no se ha
formado: los escolares solo memorizan mecanicamente las definiciones de las
figuras simétricas -con respecto al centro (eje)- por separado y no las relacionan
con el método de la transformacion de estas figuras.

De esta forma, los resultados de la realizacion de las tareas del segundo grupo dan
las bases para considerar que, en primer lugar, la base orientadora de la accion
para la realizacion de las transformaciones de la simetria central y axial no se ha
formado en los alumnos; en segundo lugar, las caracteristicas de estas transfor-
maciones no se han asimilado de manera completa y suficiente; mientras que, las
caracteristicas conocidas por ellos, no solo no garantizaron la realizacion correcta
de las tareas, sino tampoco, ayudaron a comprender y explicar esta realizacion.

Como se senald anteriormente, la realizacion de las tareas del primer y segun-
do grupos significo simultaneamente la verificacion de los conocimientos de
los conceptos geometricos iniciales, sus caracteristicas, las habilidades para
utilizar los instrumentos para las construcciones geométricas (la escuadra, la
regla y el compas). Los resultados de la realizacion de las tareas mostraron
que, los alumnos poseen este material necesario para la asimilacion de los
nuevos conocimientos y las nuevas habilidades mencionadas de manera com-
pleta. La excepcion fue el concepto de la distancia entre las figuras, asi como
el concepto de la orientacion de las figuras, por eso, este material se incluyo
en el experimento de la ensenanza en calidad del material previo y constituyo
el objeto de asimilacion especial.

De esta forma, los resultados de la realizacion de las tareas de verificacion
mostraron que, a pesar de que los alumnos seleccionados para el experimento
de la ensenanza estudiaron la simetria central y axial, los conocimientos y las
habilidades correspondientes no se asimilaron de manera satisfactoria, por eso
fue necesario incluirlos en el experimento formativo.

217
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Experimento de la ensenanza

1. La formacion de los conocimientos y las habilidades previas

El analisis previo del contenido del material preparado para su asimilacion, asi como
los resultados de la determinacion del nivel de partida de la actividad cognoscitiva
de los alumnos, permitieron aclarar los conocimientos y las habilidades que era
necesario formar antes de organizar la asimilacion de la habilidad generalizada,
para la realizacion de las transformaciones geomeétricas elementales.

El sistema de conocimientos y habilidades previas incluyo:

1. EI concepto de la figura de orientacion, del vector, del angulo dirigido, el
concepto de su igualdad y la habilidad de construirlos.

2. El concepto de la distancia entre las figuras.
3. El concepto de coeficiente geométrico (semejanza).
4. La accion del reconocimiento.

Sin conocer este sistema de conceptos y acciones previas, no seria posible garantizar la
asimilacion de la parte basica del programa experimental: la habilidad para realizar las
transformaciones. Asi, el concepto del vector, de la igualdad de vectores y la habilidad
para su construccion son necesarios para la realizacion de la traslacion paralela; el
concepto de angulo dirigido es necesario para la realizacion de las transformaciones
de la rotacion alrededor del punto y del eje; la habilidad de analizar el coeficiente
geometrico (semejanza) es necesaria para la construccion de figuras homotéticas (se-
mejantes), etc. En calidad de medio basico para la asimilacion de estos conocimientos
se utilizd la accion del reconocimiento, la cual no dominaban los alumnos. Por esta
razon ella se convirtio en el objeto de la asimilacion especial.

Durante la formacion del material previo preparado, los alumnos asimilaron no
solo los conceptos matematicos desconocidos para ellos (vector, angulo dirigido,
etc.), sino también conocieron el método nuevo: el trabajo con cada concepto
por etapas. En este caso, el trabajo suponia la formacion de la parte especifica
de la base orientadora de la accion, del reconocimiento para cada concepto (la
formacion de las caracteristicas necesarias y suficientes del concepto) v, de la
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parte logica de la base orientadora (general para todos los conceptos), es decir,
el procedimiento del establecimiento de la pertenencia (0 no pertenencia) del
objeto dado al concepto correspondiente. Al mismo tiempo, a los alumnos se les
ensenaron diferentes métodos del control sobre la realizacion de las tareas: con-
trol en pareja y el método de decodificacion de los cifrados (sobre la base de las
substancias quimicas)'®. Este trabajo realizado previamente excluia la necesidad
del trabajo especial con estas acciones durante el estudio del material basico,
es decir, la habilidad para realizar las transformaciones geométricas.

Los alumnos trabajaron con todos los conocimientos y habilidades previas, de acuerdo
a la metodica de la formacion de acciones y conceptos mentales. Como se senalo
anteriormente, el medio para la formacion de los conceptos preliminares era la ac-
cion del reconocimiento. Inicialmente, esta accion se construia en la forma material
0 materializada. Las caracteristicas del concepto que se formaba se anotaban en
la tarjeta en columnas. Habia tarjetas en las cuales se anotaron las instrucciones
para el reconocimiento de estas caracteristicas. Por ejemplo, la instruccion para el
reconocimiento de las caracteristicas del concepto “vector” (que tiene dos caracte-
risticas con la relacion conyuntiva), en la etapa material era la siguiente:

TARJETAN® 1

1. Lea la tarea.

2. Tome la tarjeta con las caracteristicas del vector.

3. Lea la primera caracteristica en voz alta.

4. Encuentre lo que se dice en las condiciones sobre esta caracteristica.
5. Sefiale el resultado en el esquema con los signos +, -,21.

6. Verifique esta caracteristica con la ayuda del cifrado.

7.

il. Lea la segunda caracteristica en voz alta.

18 Ver Z.A. Reshetova y I.P. Kaloshina. La ensefianza programada de los habitos técnicos. Informe . Organizacion del
control por operaciones, durante la formacion de las habilidades técnicas y los conocimientos profesionales sin la
utilizacion de las maquinas de ensenanza. “Nuevas investigaciones en las ciencias pedagogicas”. Edicion IV, Moscl.,
“Educacion”, 1965.

19 Para cada una de las tareas se preparé previamenie un esquema, en el que se indicaron solo los nimeros de las
caracteristicas del concepto que se formaba. Todos los esquemas con los nimeros correspondientes de las tareas se
encontraban en una hoja con cifrado.
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8. Encuentre lo que se dice en las condiciones sobre esta caracteristica.
9. Senale el resultado en el esquema con los signos +, -,°.
10. Verifique esta caracteristica con la ayuda del cifrado.
L. 11. Compare los resultados obtenidos en el esquema con la regla logica
(Tarjeta 2).
12. Senale la respuesta en el esquema con los signos +, -,9.
13. Verifique la respuesta con ayuda del cifrado.

En la tarjeta namero 2 se presentd el esquema generalizado de la regla l6gica
del reconocimiento.

TARJETA 2

1. Si todos las caracteristicas son “+”, la respuesta es “+”

1+
2+

n+

“ » “w

2. Si por lo menos una caracteristica es “-”, la respuesta es

1+ 1+

2- 2?
- +

n+ n-

3. Si por o menos una caracteristica es”?” y no existen las
caracteristicas“-“, la respuesta es “?”.

1+
2?

n+
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Cada alumno tenia tarjetas con los rasgos de los conceptos en formacion, con las
indicaciones y la regla l0gica, asi como con las tareas impresas.

Ademas de las tarjetas y tareas, a los alumnos se les proporcionaban los modelos
(modelo del vector como segmento con flecha; caratula con la red de grados en la que
los alumnos trabajaban con las caracteristicas del angulo dirigido, etc.) y los dibujos.

Con uno o dos ejemplos a los alumnos se les explicaba y mostraba como utilizar
las tarjetas con las caracteristicas, la regla l0gica para el trabajo con ellas y las
instrucciones. A los alumnos también se les explico, qué tipo de operaciones y en
qué orden ellos tenian que realizar. Ademas, se les explico el principio del trabajo
con el cifrado. Después los alumnos iniciaban la ejecucion independiente de las
tareas con ayuda de las tarjetas.

En las condiciones del experimento individual, las primeras 2 0 3 tareas se realiza-
ban con el control inmediato y la correccion del experimentador respecto a cada
operacion del sujeto. En las condiciones de la ensefianza grupal, estas tareas se
realizaban junto con el maestro: un alumno en el pizarron y el resto en sus cua-
dernos. Los alumnos realizaban las tareas siguientes de manera independiente.

Después de realizar de 5 a 8 tareas, normalmente los alumnos, memorizaban
el sistema de las caracteristicas necesarias y suficientes del concepto que se
formaba (el nimero de caracteristicas no era mayor que tres, la relacion entre
las caracteristicas en todos los conceptos previos fue conyuntiva), la regla logica
y las instrucciones para el reconocimiento de las caracteristicas y asimilaban el
método de trabajo con el cifrado.

Durante el trabajo en la etapa material (materializada), los alumnos leian en voz
alta (en las condiciones del experimento grupal leian en voz baja) cada punto
de las instrucciones y lo realizaban inmediatamente después de la lectura. Este
método de trabajo preparaba el paso de la accion a la forma siguiente: a la forma
de “lenguaje en voz alta”.

Durante la etapa del “lenguaje en voz alta” las tarjetas con las caracteristicas y
con la regla logica se quitaban.
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Las instrucciones para la realizacion de las tareas se cambiaban: en lugar del
punto “lee en voz alta la primera (segunda) caracteristica”, aparecia el punto
“escribe (comenta) la primera (segunda) caracteristica”. (En las condiciones
del experimento individual, en esta etapa del trabajo, con los conceptos se utilizo
la pronunciacion en voz alta, mientras que, en las condiciones de la ensenanza
grupal, esta forma de la accion fue sustituida por otra forma del lenguaje exter-
no, es decir, la escritura). Ademas, se llevo a cabo la reduccion de la accion del
reconocimiento: se eliminaron las instrucciones acerca de marcar los resultados
de la presencia (ausencia o falta de informacion) de las caracteristicas en el es-
quema con la ayuda de los signos +, -,2. Los alumnos, al pronunciar en voz alta
(al escribir) las caracteristicas necesarias, marcaban de manera inmediata tanto,
sus resultados en el cifrado para cada caracteristica, como la respuesta definitiva.

Si durante la realizacion de las tareas 1y 2 alguno de los alumnos olvidaba cua-
lesquiera de los puntos de la instruccion o una de las caracteristicas, entonces,
a el se le permitia tomar la tarjeta con las caracteristicas y verla.

De esta manera, en la etapa del lenguaje en voz alta, el proceso de la realizacion
de la tarea también se daba por operaciones (por pasos).

La realizacion exitosa de las tareas, en la etapa del lenguaje en voz alta, permitia
pasar a la etapa siguiente: el lenguaje externo “en silencio”. En esta etapa del
trabajo, la realizacion correcta de cada operacion y de la respuesta final, se
controlaban también con la ayuda del cifrado.

Los alumnos realizaban las tareas (problemas 3 y 4) sin pronunciar en voz alta
y sin escribir. En las instrucciones acerca de la realizacion de las tareas habia
la indicacion siguiente: “Mencione en silencio la primera (segunda) caracteris-
tica”. Posteriormente, esta exigencia se quitd y la accion completa se realizaba
en el plano interno. El control por operaciones sobre la realizacion de la accion
se elimino totalmente. Ahora, en correspondencia con la nueva instruccion, los
alumnos no debian marcar en el cifrado los resultados de la verificacion de cada
caracteristica del concepto que se estaba formulando. La realizacion de las ta-
reas (de 4 a 6) ocurria de la manera siguiente: los alumnos leian en silencio la
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tarea y de inmediato marcaban la respuesta final en el cifrado. Si en esta etapa
los alumnos trabajaban sin errores, entonces, nosotros considerabamos que el
concepto dado estaba asimilado.

De esta manera, durante el proceso de la formacion de los conceptos previos,
los alumnos asimilaban, tanto la parte especifica, como la parte logica de la base
orientadora de la accion de reconocimiento. La parte l0gica se asimilaba durante
el trabajo por etapas con el concepto “vector”, paralelamente con el trabajo por
etapas, con la parte especifica: las caracteristicas necesarias y suficientes de este
concepto. Durante la formacion de los siguientes conceptos previos (igualdad
de los vectores, angulos dirigidos, distancia entre figuras, etc.) el trabajo por
etapas se dio solo, con la parte especifica de la base orientadora de la accion
del reconocimiento, debido a que la parte 10gica era la misma y se realizaba de
inmediato en forma mental.

Acerca de la formacion de la accion del reconocimiento (en particular de su parte
l0gica), nos hablan también aquellas tareas que eran elaboradas por los esco-
lares. Asi, a ellos se les proponia inventar una tarea “para el vector”, cuando se
da la primera caracteristica de este concepto y acerca de la segunda no se sabe
nada. Las tareas de los alumnos se distinguieron por la diversidad, el contenido
interesante y, posteriormente, se incluyeron en el programa de ensenanza.

Durante la organizacion de la asimilacion de cada uno de los conceptos y acciones
previas, antes del inicio de la ensefianza, el experimentador senalaba los grupos
de tareas que tenian como objetivo el trabajo con estos conocimientos en la etapa
correspondiente de su formacion.

La indicacion para la realizacion de las tareas en la etapa determinada se daba
al alumno por escrito. Esta indicacion estaba incluida en las instrucciones para
la realizacion de estas tareas, en la que ademas de las indicaciones tales como
“encuentre 1o que se dice en las condiciones del problema acerca de esta carac-
teristica”, o “verifique esta caracteristica con la ayuda del cifrado”, se daba la
indicacion especial relacionada a esta etapa del trabajo. Por ejemplo, la indica-
cion “lea en voz alta la primera caracteristica del concepto” se daba en la etapa
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material (materializada), mientras que la indicacion “mencione (escriba) en voz
alta la primera caracteristica”, se daba en la etapa del lenguaje en voz alta, etc.
La cantidad de tareas que tenian que realizar los alumnos en cada etapa del tra-
bajo, se planeaba anteriormente por parte del experimentador. Con este objetivo
el experimentador utilizaba los datos acerca de la cantidad de tareas obtenidos
en las investigaciones realizadas anteriormente, sobre la base de la teoria de la
formacion de las acciones mentales. Ademas, durante la realizacion del segundo
experimento individual y de dos experimentos grupales siguientes, a cada uno
de los sujetos se le proporciono un cuestionario. En este cuestionario el alumno
debia de anotar para cada concepto y accion nueva que se formaban, si era
suficiente o (insuficiente, abundante y hasta qué grado) la cantidad de tareas en
cada etapa del trabajo (las etapas estaban numeradas).

El analisis de los cuestionarios mostrd que la cantidad de tareas en cada etapa
depende de muchos factores: de la complejidad de los conceptos y de las acciones
que se formaban, en particular, de la cantidad de las caracteristicas necesarias y
suficientes; de su estructura logica; del nivel de la formacion de la parte logica
de la accion del reconocimiento y de las capacidades individuales de los alum-
nos, etc. Por ejemplo, durante la formacion del concepto “vector”, que era uno
de los conceptos iniciales durante el trabajo, (los alumnos se familiarizaron con
un nuevo método de trabajo para ellos) en la etapa material (materializada) se
necesitaban en promedio de 12 a 13 tareas. Durante la formacion del concepto
de angulo dirigido, cuando los alumnos ya habian trabajado con la parte logica
de la accion del reconocimiento se necesitaban de 7 a 9 tareas.

Después del trabajo con los cuestionarios, para la formacion de cada concepto
y cada accion por etapas, se elegia la cantidad promedio de tareas. Durante la
realizacion de los experimentos individuales, la cantidad de tareas necesarias para
la formacion de todo el sistema de conocimientos previos, era de 150. El analisis
del transcurso de la ensenanza y de los cuestionarios mostro que era necesario
incrementar el nimero de tareas y, cada uno de los alumnos, realizo alrededor
de157 tareas en dos siguientes experimentos grupales.

Los alumnos solucionaron exitosamente todas las tareas propuestas utilizadas
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para la asimilacion del sistema de conocimientos y habilidades previas. De 7780
tareas propuestas a los 50 alumnos, 7583 tareas, es decir, el 97.5 %, se realizaron
correctamente; y solo durante la solucion de 197 problemas, lo que representa el
2.5 %, se cometieron errores. La cantidad basica de errores se relaciona con la
etapa inicial de la ensenanza, cuando los alumnos asimilaban un nuevo método
de trabajo para ellos.

Para la verificacion de la formacion del sistema de conocimientos y habilidades
previas a los alumnos, se les proporcioné el trabajo de control: cada alumno tenia
que realizar 8 tareas. Los resultados fueron los siguientes: de 400 problemas
propuestos 395 (98.5%) se solucionaron de manera totalmente correcta, es decir,
los escolares no solo solucionaron las tareas correctamente, sino también, fun-
damentaron sus acciones detalladamente. En cinco casos (1.5 %) las soluciones
no tenian errores pero su argumentacion no fue completa. No hubo ni un solo
caso, en el que nuestros ninos dieran una solucion incorrecta.

De esta manera, los resultados manifiestan que todos los conocimientos y habi-
lidades previas (planeadas anteriormente) se han formado y esto nos daba a
nosotros la posibilidad de pasar a la parte basica del experimento de ensenanza:
la formacion de la habilidad generalizada sobre la realizacion de las transforma-
ciones geomeétricas elementales.

2. La formacion de la habilidad generalizada sobre la realizacion de
las transformaciones geométricas elementales

La formacion de la habilidad generalizada sobre la realizacion de las transforma-
ciones incluia en si lo siguiente:

1. Separacion y asimilacion de los componentes de la habilidad.

2. Elaboracion independiente de la base orientadora para la realizacion de cada
uno de los tipos de las transformaciones por parte de los alumnos.

La identificacion de los componentes de la habilidad se daba durante la realizacion
de diferentes tipos de tareas practicas por parte de los alumnos. Ellos trabaja-
ron con ornamentos que incluian el mismo dibujo de acuerdo a su forma y que
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ocupaba diferentes posiciones. A los alumnos se les proponia identificar, en los
ornamentos, los dibujos en los ornamentos y, después, anotar como formar todo
el ornamento con su ayuda. A cada uno de los sujetos se les proporcionaba un
modelo siguiente: en un papel grueso en ambos lados se pegaba el dibujo y se
cortaba por su contorno. Trabajando con el modelo del dibujo y con los ornamen-
tos, los escolares mismos establecian que éstos pueden obtenerse a través de
medios diferentes. Los alumnos notaban que unos ornamentos se pueden crear
sin cambiar la forma, ni las medidas del dibujo (modelo) y, ademas, el modelo
se debe de mover de tal forma, que en un caso es como Si se “deslizara” por una
recta, mientras que en otro caso rota alrededor de un punto o una recta. Otros
ornamentos se forman como resultado de la “distension” o “contraccion” del di-
bujo (modelo), es decir, como resultado de la conservacion de la forma, pero del
incremento (decremento) de las medidas. En este caso los alumnos escribian: “El
dibujo como tal se conserva igual, pero hay que ampliarlo”, y algunos explicaban:
“como durante la toma de fotografias”.

Realizando las tareas practicas los alumnos se convencian que, en primer lugar,
una figura (en el caso dado dibujo-modelo) puede ser comparada con otra (or-
namento); en segundo lugar, esta otra figura puede ser obtenida a partir de la
primera de acuerdo a la regla determinada.

A los alumnos se les explicaba que la comparacion de una figura con otra, la que
se obtiene a partir de esta figura de acuerdo a la regla determinada, se llama
transformacion de la primera figura en la segunda.

Junto con las tareas mencionadas anteriormente, a los alumnos se les proporcio-
naban las tareas en las cuales el objeto de la accion eran las figuras geométricas
(planas y espaciales). Por ejemplo, a cada uno de los sujetos se les presentaban
dos laminas, en las que estaban dibujados pares de figuras iguales (en una la-
mina estaban los triangulos y en la otra estaban los tetragonos). La atencion de
los alumnos se dirigia hacia el hecho de que, dos figuras pueden encontrarse
en diferentes posiciones reciprocas en el plano. Los sujetos tenian que verificar
la igualdad de las figuras dadas en cada lamina y, anotar el medio, con cuya
ayuda, ellos lo hacian. A cada alumno se le proporcionaban los modelos de fi-
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guras iguales a las figuras dibujadas en la lamina: triangulo y tetragono hechos
de carton. La cara y el reverso de cada modelo estaban pintados de diferentes
colores: verde y amarillo.

Los alumnos colocaban el modelo en una de las figuras iguales y las movian en
la lamina hasta que coincidia con la otra figura. En las laminas se presentaba
aquella posicion de pares de figuras iguales, para que fuera necesario rotar el
modelo alrededor de un punto 0 una recta en diferentes angulos o, trasladarlo
en una distancia determinada y en una direccion determinada.

Asi, en sus protocolos de la ejecucion, cuando para la verificacion de la igualdad
del par de triangulos los alumnos tenian que realizar la rotacion alrededor del
punto, ellos escribian: “Yo roté el triangulo de carton alrededor del vértice a la
derecha (o en el sentido de las manecillas del reloj), hasta que éste coincidio con
el otro triangulo dibujado”.

En el caso, cuando era necesario realizar la simetria axial, una alumna escribio:
“Coloqué el triangulo de papel por su lado verde en el primer triangulo dibujado.
Después, volteé el modelo sobre su lado amarillo y lo coloqué en el dibujo del
segundo triangulo. EI modelo y el dibujo coincidieron, ellos son iguales”.

Ademas de las tareas para el trabajo con las laminas y los modelos de triangu-
los (tetragonos), a los alumnos se les proponia la tarea del siguiente tipo: “En
el dibujo (Dibujo 2) se dan dos angulos iguales ABC y MHP. 3Se pueden o no
sobreponer estos angulos de tal forma que coincidan los lados BA y HP?” o la
tarea: “Se dan dos angulos opuestos por el vértice AOB y COP (Dibujo 3). ¢Se
pueden o no sobreponer estos angulos sin salir del plano del dibujo de tal forma
que los angulos OA 'y OC coincidan? §Qué se debe hacer con uno de los angulos
para esta coincidencia®”.

Tanto en la primera, como en la segunda tarea con los angulos se presentaban
los modelos del angulo ABC (para la primera tarea) y del angulo AOB (para la
segunda tarea).

De esta manera, verificando la igualdad de dos figuras geoméiricas (angulos,
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triangulos y tetragonos), los alumnos comparaban una figura con la otra, lo cual
se realizaba a través de diferentes medios, es decir, los alumnos realizaban dife-

rentes transformaciones de una figura en otra.
M

Dibujo 3

Como resultado de la realizacion de las tareas sefialadas anteriormente, asi como
de una serie de otras tareas, los alumnos, en primer lugar, se convencian de que
la transformacion de una figura en otra se puede obtener a través de diferentes
medios; en segundo lugar, ellos encontraban que como resultado de algunas
transformaciones la figura dada se transforma en una figura igual, es decir, se
conserva la forma y las medidas; como resultado de otro tipo de transformaciones,
la figura se transforma en una figura semejante, es decir, se conservaba la forma,
pero se cambian las medidas.

Ademas, los alumnos establecian la dependencia entre: a) el medio de la trans-
formacion, b) la conservacion (el cambio) de la forma y las medidas de la figura
y ¢) la conservacion (el cambio) de la relacion de las distancias entre los puntos
de la figura dada y, los puntos correspondientes de la figura que se obtiene, como
resultado de la transformacion.
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Con este objetivo los alumnos regresaban a las tareas que incluian el trabajo
con laminas, ornamentos, figuras geomeétricas, modelos y dibujos. Ahora, los
sujetos para cada tarea concreta tenian que realizar las operaciones siguientes:
1) identificar dos puntos arbitrarios en el modelo; 2) con ayuda de la regla me-
dir la distancia 11 entre estos puntos; 3) en la figura obtenida como resultado
de la realizacion de la transformacion, senalar los puntos correspondientes; 4)
con ayuda de la regla medir la distancia 12 entre estos puntos y 5) encontrar la
relacion entre las distancias I1: 12.

Después de la realizacion de estas operaciones los sujetos notaban, por ejemplo,
que durante la rotacion alrededor del punto (la regla) en cualquier angulo o,
durante el traslado al vector, la figura dada se transformaba en una figura igual
de acuerdo a la forma y las medidas; ademas, la relacion de las distancias entre
los puntos de la figura dada y los puntos correspondientes a la figura obtenida es
igual a uno, es decir, estas distancias se conservan. En el caso de homotecia, la
figura que se transforma se compara con otra figura que tenia la misma forma
pero, diferentes medidas. Ademas, se da el mismo cambio de las distancias entre
los puntos correspondientes de la figura dada y obtenida.

Analizando las tareas senaladas anteriormente, durante la entrevista con el expe-
rimentador, los alumnos llegaban a la conclusion acerca de la necesidad de la
presencia de la figura, a partir de la cual, se pueden obtener otras figuras a través
de diferentes medios. A esta figura nosotros la llamamos objeto inicial de la trans-
formacion, la figura que se transforma o el prototipo (imagen inicial). Las tareas
realizadas convencieron a los alumnos en el hecho de que, el prototipo, puede ser
cualquier figura. A aquella figura que se obtiene en el resultado de cualquier tipo
de transformacion la llamamos el resultado de la transformacion o la imagen.

Para la identificacion del objeto, respecto al cual se realiza la transformacion, a
los sujetos se les proporcionaban las tareas del siguiente tipo: “Nosotros tene-
mos la mitad del dibujo de la pieza (se presentaba el dibujo). COmo obtener
el dibujo completo?”. Ademas de los dibujos de diferentes piezas, a los sujetos
se les presentaban también los modelos de rehilete, de la flor de margarita, etc.
Realizando las tareas de este tipo, asi como regresandose a las tareas consi-




LA FORMACION DE LAS HABILIDADES GENERALIZADAS DEL PENSAMIENTO GEOMETRICO

deradas anteriormente, que presuponen el trabajo con ornamentos y laminas,
los alumnos se convencian de la necesidad de la presencia del objeto, respecto
al cual se realiza la transformacion. Ademas el objeto puede ser no cualquier
figura geomeétrica sino, solamente, punto, recta o plano.

Durante la realizacion de las primeras tareas practicas y el trabajo con los modelos
los sujetos descubrian que, para la obtencion de una figura nueva a partir de la
dada, es necesario realizar determinadas acciones: rotar en el angulo alrededor
del punto (la recta) o trasladar en la distancia determinada y en la direccion
determinada. La realizacion de cada accion presupone la realizacion de las opera-
ciones que se incluyen en ella. Los mismos sujetos, respondiendo a las preguntas
del experimentador, identificaban las operaciones que constituian el contenido de
cada una de esas acciones y las anotaban en la tarjeta.

Ademas, durante la realizacion de las tareas mencionadas anteriormente, los
mismos sujetos establecian que, por ejemplo, para la verificacion de la igualdad
del par de triangulos (tetragonos) cuya posicion reciproca se presentaba en la
lamina, es suficiente que coincidan sobreponiendo sus vértices correspondientes.
A estos puntos los llamamos puntos determinantes. Para la identificacion de los
puntos determinantes de las figuras se proporcionaban también las tareas del
siguiente tipo: “En el pizarron estaba dibujado el cuadrado. Después lo borraron.
¢La posicion de qué puntos hay que saber para poder restablecer de acuerdo a
ellos todo el cuadrado?”.

Para la representacion concreta del movimiento del plano y del hecho de que,
el plano se refleja en si mismo, los escolares trabajaron con el modelo del plano
con dos capas: el plano se representaba en el tipo de dos capas sobrepuestas
de papel transparente.

La representacion del plano con dos capas abre grandes posibilidades para el estudio
de las transformaciones geomeéiricas. En primer lugar, este modelo permite identificar
las leyes del movimiento de los puntos del plano: el traslado en el vector y la rotacion
alrededor del punto (recta) en el angulo dado. Ademas, el modelo da la posibilidad
para aplicar las leyes identificadas para diferentes puntos del plano. En segundo
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lugar, durante el trabajo con el modelo se materializan tanto las condiciones que
garantizan la obtencion de diferentes tipos de movimientos, como las relaciones entre
estos tipos: simetria central (axial) es la rotacion alrededor del punto (eje) en el
angulo de 180°, etc. En tercer lugar, durante el movimiento de una capa respecto
a la otra, se fija también aquella posicion del punto (figura) que ocupaba antes del
movimiento, asi como su nueva posicion. En cuarto lugar, durante el transcurso
de diferentes movimientos del plano pueden ser “encontradas” tales invariantes de
transformaciones, como la igualdad de las figuras dadas y de las figuras obtenidas
en el resultado de las transformaciones (segmentos, angulos, etc.)

Se sabe que, durante la resolucion de una tarea concreta, cuando es necesario
realizar las transformaciones geometricas la ley determinada del movimiento del
plano se aplica, no a todos sus puntos, sino solamente, a sus puntos determi-
nantes (limites del segmento, vértices del triangulo, etc.). El modelo del plano en
dos capas permite materializar la actividad de los alumnos sobre la identificacion
de los puntos determinantes de la figura, asi como sobre la reconstruccion de la
figura dada a partir de estos puntos.

De esta forma, solucionando diferentes tareas practicas junto con el maestro y
trabajando con los modelos geométricos y con los dibujos los escolares identifi-
caban, gradualmente, los componentes basicos necesarios para la resolucion de
las transformaciones. Los componentes se anotaban en la siguiente tabla:

TABLA 3
1 2 3 4 5 6
Objeto inicial [Objeto en relacion | Cantidad de Accion Objeto final Comparacion
de la con el cual se puntos seleccionada de la de los objetos
transformacion cumple la determinantes transformacion | iniciales y finales.
transformacion del objeto
Semejanzas | Diferencias

El trabajo con todos los componentes de la habilidad sobre la realizacion de las trans-
formaciones, se daba simultaneamente. Durante la etapa material, a los alumnos se
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| ROTACION |

y

1. Construir segmentos cuyas
longitudes sean, las distan-
cias entre cada punto deter-
minante del objeto inicial y del
objeto en relacién con el cual
se realiza la transformacion.

2. Rotar cada uno de los seg-
mentos formados alrededor
del objeto, en relacion con el
cual se realiza la transforma-
cion en el angulo dirigido.

les mostraban diferentes ejemplos acerca de como era necesario llenar la tabla y
realizar las acciones que constituyen la habilidad para realizar las transformaciones.

Cada alumno tenia la tabla 3 vy, las tarjetas -en las cuales estaban escritas las
instrucciones para la realizacion de la tarea y las instrucciones para la obtencion
del objeto final de la transformacion- elaboradas como muestra el siguiente es-
quema (Dibujo 4).

| TRASLACION |

v

v

. A partir de cada pun-

to determinante del
objeto inicial de la
transformacién, cons-
truir el vector igual al
lado.

\4

1. Sefalar los puntos nuevos obtenidos
2. Construir el objeto final de la transformacion

2R

Dibujo 4

. Analizar el coeficiente dado

k(/k/#1):
a) Ladireccion de los vectores;
b) Lalonguitud de los vectores.

. Construir los vectores cuyas

longuitudes sean distancias
entre el objeto, en relacion
con el cual se realiza la trans-
formacioén y, de cada punto
determinante del objeto inicial
de la transformacion.

. Para cada uno de los vectores

trazar la recta en la cual él se
encuentre.

. Del objeto, en relacién con el

cual se realiza la transforma-
cion, en cada recta construir
nuevos vectores, para que
su relacion con los vectores
iniciales correspondientes sea
igual al coeficiente K dado.

En la etapa material, los objetos de la accion de los alumnos, eran los modelos
de las figuras geométricas hechos de madera o de carton.

Mostraremos en un ejemplo como transcurrio la realizacion de las tareas en esta
etapa del trabajo. Tarea No. 17: “Se da el triangulo ABC y el punto 0 fuera de
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él. ¢Qué posicion ocupara el triangulo dado después de su rotacion alrededor
del punto 0 en un angulo de 40°?”. A los sujetos se les decia que esta tarea, asi
como una serie de otras tareas analogas, la ejecutarian utilizando los modelos.
Para la realizacion de la tarea senalada a los alumnos se les daba el modelo del
triangulo de madera, cuyos vértices estaban perforados. Como modelo de punto
servia un pequeno cilindro hecho de hule espuma (altura 1.5 cm.). El angulo de
rotacion se determinaba con ayuda del transportador, el cual estaba colocado en
el modelo del punto de tal manera que, este “punto” se encontraba en el trazo de
graduacion de lectura del transportador. El escolar lee en silencio las condiciones
de latareay lee en voz alta el primer punto de las instrucciones para la realizacion
de las tareas: “Indique el objeto inicial de la transformacion”. Después él dice: “El
objeto inicial de la transformacion aqui sera el triangulo ABC”. El experimentador
le propone leer en voz alta el nombre de la primera columna y llenarla. El alumno
lee y anota en la primera columna: “Triangulo ABC”.

Posteriormente, el alumno lee en voz alta los siguientes puntos de las instrucciones
y los nombres de las columnas correspondientes de la tabla y las llena consecuti-
vamente. Asi, en la columna “objeto, en relacion con el cual se realiza la transfor-
macion” él escribe: “el punto 0”; en la columna cantidad de puntos determinantes
del objeto inicial de la transformacion, anota: “Tres puntos son los vértices A, B, C”;
en la columna “accion elegida” escribe: “rotacion alrededor del punto”.

Después, para la obtencion del objeto final de la transformacion, el sujeto debe
de realizar la accion elegida. Para esto él toma la tarjeta con el esquema con
las instrucciones y encuentra aquella parte, en la que estan enumeradas las
operaciones necesarias para la realizacion de la rotacion. Posteriormente, el
alumno lee en voz alta cada operacion de esta accion y, trabajando con los
modelos, la ejecuta. Asi, el sujeto con ayuda de las agujas encuentra la distan-
cia entre cada vértice del triangulo ABC y el punto 0. El rota cada una de las
agujas alrededor del punto 0 en el angulo dado (40°C) y, consecutivamente,
une los extremos de las agujas con alambre obteniendo, de esta manera, el
objeto final de la transformacion.

Después de la realizacion de las tareas 2 y 3 en los modelos, el alumno pasa-
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ba a la forma materializada de la accion. La figura que se transformaba vy el
objeto, en relacion con el cual se realiza la transformacion, se representaban
en forma de dibujo. Asi como en la etapa material, el alumno leia en voz alta
cada punto de las instrucciones para la realizacion de las tareas y, posterior-
mente, leia el nombre de cada columna de la tabla y la llenaba. Durante la
realizacion de la accion elegida, el alumno leia en voz alta las operaciones
que constituian dicha accion vy, las ejecutaba en una hoja de papel con ayuda
de los instrumentos de dibujo (regla, escuadra, transportador). En las etapas
material y materializada, se asimilaban basicamente las instrucciones para la
realizacion de las tareas, asi como el esquema con las instrucciones para la
ejecucion de la accion elegida.

En la etapa del lenguaje oral externo, el contenido de la accion para la formacion
de las habilidades para realizar las transformaciones era el mismo, pero, su
forma cambiaba. Durante la realizacion de las acciones en esta etapa nosotros
utilizabamos dos formas del lenguaje externo: en voz alta y escrito. Al recibir la
tarea, el alumno llenaba la tabla, en la que estaban ausentes los nombres de
las columnas: él mismo escribia su nombre (forma escrita del lenguaje externo).
Durante la ejecucion de la accion elegida, para la obtencion del objeto final de
las transformaciones, el sujeto pronunciaba en voz alta cada punto de esta accion
(forma externa del lenguaje oral en voz alta). En esta etapa se quitaban las tarjetas
con las instrucciones para la realizacion de las tareas y con el esquema con las
instrucciones. Si los alumnos, durante la ejecucion de las tareas, (para algunos de
los alumnos era una o dos tareas) encontraban dificultades (olvidaban el nombre
de alguna columna, de la tabla o la operacion de la accion elegida) entonces, se
les permitia ver la tarjeta correspondiente. La realizacion de las siguientes tareas
3y 4 se daba ya completamente sin tarjetas.

En la etapa “del lenguaje externo en silencio” el alumno, al leer la tarea, lle-
naba la tabla “muda”: él nombraba “en silencio” cada una de sus columnas
y, anotaba de acuerdo a las condiciones de la tarea, qué figura sera el objeto
inicial de la transformacion y, el objeto en relacion con el cual se realiza la
transformacion, etc. EI alumno pronunciaba en silencio cada operacion de la
accion elegida y la realizaba.
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Resolviendo las tareas siguientes el alumno ya no las escribia en la tabla sino, de
inmediato, construia el objeto final realizando la accion elegida (etapa mental).

Durante la realizacion de las tareas en cada una de estas etapas, el sujeto
comparaba los objetos inicial y final de la transformacion y distinguia sus
semejanzas vy diferencias. Esto facilitaba significativamente la identificacion y
el estudio de las caracteristicas de las transformaciones y, ayudaba a ver sus
generalidades. Ademas, la atencion se dirigia hacia el cambio en la orientacion
de las figuras en el resultado de la realizacion de la simetria axial; hacia la
caracteristica del objeto en relacion con el cual se realiza la transformacion:
todos sus puntos cambian en si mismos; hacia la presencia de otros puntos y
rectas inmoviles para cada transformacion; hacia el caracter involutivo de la
simetria axial y central y, hacia el hecho de que, tales transformaciones como
rotacion alrededor del punto (recta), traslacion paralela y homotecia, no poseen
esta caracteristica, etc.

Durante todas las etapas de la formacion de la habilidad, para realizar las
transformaciones geométricas se daba el control sobre la ejecucion, tanto
de operaciones aisladas, como de la accion en general. La habilidad para
realizar las transformaciones geométricas es compleja y consiste de varios
componentes. El control sobre la realizacion de cada una de las operaciones
de la accion en general tenia un caracter mixto: nosotros hemos utilizado,
tanto el método de la decodificacion de los codigos quimicos, como el control
en pares. Asi, se utilizaba el control en pares para el control sobre la realiza-
cion correcta de aquellos componentes de la habilidad (la parte de ejecucion
y de orientacion de estas acciones), como la identificacion del objeto inicial
de la transformacion; de sus puntos determinantes; del objeto, en relacion
con el cual se realiza la transformacion y de la parte orientadora de la accion
elegida para la obtencion del objeto final.

Uno de los sujetos era el que ejecutaba y el otro el que controlaba, después, ellos
cambiaban sus papeles (durante todo el experimento los escolares trabajaban en
parejas). Tanto el alumno que ejecutaba, como el alumno que controlaba obtenian
la misma tarea; ademas, el alumno que ejecutaba obtenia la tarea como tal, mien-
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tras que, el alumno que controlaba obtenia también la variante de la realizacion
correcta de esta tarea descrita con todos los detalles. Ademas, al alumno que
controlaba se le explicaban todas sus funciones de antemano. Por ejemplo, en
la etapa material y en la etapa del lenguaje oral externo, el control en pares se
realizaba de manera siguiente: un alumno (el que ejecutaba comentaba en voz
baja todos los pasos de la accion y la realizaba mientras que, el otro alumno (el
que controlaba), verificaba como se ejecuta cada operacion y, en el caso de su
ejecucion incorrecta, exigia correccion.

Se utilizaba también el otro tipo de control reciproco: los escolares realizaban la
tarea y, simultaneamente verificaban el resultado obtenido, discutiéndolo entre
ellos en voz baja.

Para el control de la parte ejecutiva de la accion elegida para la transfor-
macion, se utilizaban los codigos quimicos. En las tareas que requerian la
realizacion de una de las acciones elegidas, se proporcionaba el dibujo que
incluia, la representacion del objeto inicial de la transformacion vy, el objeto,
en relacion con el cual, se realizaba la transformacion. Los resultados de la
realizacion de cada una de las operaciones de la accion para la obtencion del
objeto final (prototipo) y, este mismo objeto, estaban codificados. Los alumnos
realizaban la construccion con una pluma cargada con un compuesto especial.
En el resultado de la construccion realizada correctamente, las lineas trazadas
adquirian color naranja, mientras que, en el resultado de la construccion
incorrecta adquirian color rojo.

El control organizado de esta manera daba la posibilidad, tanto al experimentador
como al mismo sujeto, de verificar lo correcto de la realizacion de las tareas no
solo de acuerdo al resultado final, sino también, de acuerdo a cada operacion
incluida en la estructura de la accion dada. Esto garantizaba también la posibilidad
de la deteccion y la correccion inmediata de los errores cometidos.

Después del trabajo con todos los componentes de la habilidad para la realizacion
de las transformaciones, se consideraban tipos concretos de transformaciones
representados en la tabla 4.
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TABIA 4
Accion de las transformaciones.
Objeto, en ROTACION TRASLACION
relacion con el
cual se realiza la Angulo de Angulo de El vector El vector se
transformacion. rotacion libre. rotacion dado. determina como
de 180¢°. resultado del
analisis del
coeficiente dado
k (/k/ # 1).
Punto Rotacion alrededor Simetria Traslacion Homotesia
central. paralela.
del punto.
Recta Rotacion alrededor | Simetria axial.
de la recta.

Esta tabla es elaborada por los mismos sujetos conjuntamente con el experimentador.
Los alumnos, de manera independiente, al responder a las preguntas identificaban
las caracteristicas de cada uno de los tipos de transformaciones; el experimentador
sOlo les decia el nombre matematico correspondiente de la transformacion.?

Las caracteristicas de cada uno de los tipos de transformaciones se anotaban
en una tarjeta especial, después de lo cual, se realizaba el trabajo por etapas.
Ademas, la asimilacion de las caracteristicas de cada una de las transformaciones,
asi como la realizacion de estas transformaciones, se daban rapidamente y casi
sin errores. Los alumnos mismos fueron precisamente los “descubridores” de las
caracteristicas de las transformaciones, asi como de los medios para su realizacion.
Ademas, ellos habian conocido el método de trabajo vy, adquirido el dominio de
la accion del reconocimiento, como medio para la asimilacion de los conceptos.

20 La rotacion alrededor del eje y la simetria en relacion al plano no se incluyeron en el programa experimental debido al
hecho de que, los alumnos no tenian conocimiento acerca de los elementos de la estereometria. En la etapa material
se daba solamente la representacion inicial de estas transformaciones.
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Para la formacion de cada uno de los tipos de transformaciones se requeria un
promedio de 1.5 a 2 sesiones. Durante este tiempo, el alumno realizaba de 15
a 22 tareas; ademas, aqui se incluian las tareas no solo para la asimilacion de
las caracteristicas de uno u otro tipo de transformacion, sino también, las tareas
para la realizacion de esta transformacion y, para la demostracion de una serie
de posiciones, con la utilizacion de la transformacion que se esta formando.

El nimero de tareas propuestas a cada uno de los sujetos para la identificacion vy,
el trabajo con todos los componentes de la habilidad para realizar las transformacio-
nes, asi como para la formacion de los tipos de transformaciones necesarios, eran
diferentes para los experimentos individuales y grupales. Durante la realizacion de
los experimentos individuales, cada alumno ejecutd 212 tareas. El trabajo comple-
mentario con el programa que se realizo después del analisis del transcurso de la
ensenanza, asi como con los cuestionarios contestados por los escolares, permitio
reducir la cantidad de tareas. Durante la realizacion de los dos siguientes experi-
mentos grupales, cada uno de los alumnos realizd 135 tareas. La realizacion de
las tareas propuestas por parte de los alumnos, se daba practicamente sin errores.
De un total de 7520 tareas, 7237 tareas, es decir, el 96.1% se realiz0 de manera
absolutamente correcta. La cantidad de respuestas erroneas constituyo el 3.9 %,
ademas, los mismos alumnos corrigieron casi todos los errores.

El analisis de los errores mostro que éstos se deben, ya sea, a una falta del
trabajo suficiente con algunos conocimientos y habilidades, que habian sido es-
tudiados anteriormente por parte de los alumnos en la escuela, o a una lectura
sin atencion de las condiciones de las tareas y, consecuentemente los errores,
tuvieron un caracter casual.

Junto con la valoracion cuantitativa de los resultados obtenidos durante la for-
macion, tanto del sistema de conocimientos y habilidades previas, como de la
habilidad generalizada para la realizacion de las transformaciones geomeétricas,
se realizO su valoracion cualitativa. Ademas, nosotros hemos partido de aquellas
caracteristicas independientes, las cuales en la teoria de P. Ya. Galperin se iden-
tifican para las acciones y los conocimientos: la forma de la accion, el grado de
la generalizacion, el caracter desplegado o reducido, el grado de la asimilacion;
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asi como aquellas caracteristicas que se derivan de ellas, tales como la presencia
del caracter razonable, consciente y estable de la realizacion.

Como nosotros hemos planeado, en la habilidad para la realizacion de las trans-
formaciones geomeétricas, Unicamente la parte orientadora alcanzaba la forma
mental mientras que, la parte ejecutiva, se quedaba en la forma materializada.

Ademas, como se ha senalado anteriormente, cada uno de los componentes de
la habilidad pasaba al plan ideal, ya sea, por completo (las partes orientadora y
ejecutiva), 0 ya sea, parcialmente en su parte orientadora. Asi, la accion para la
“identificacion del objeto inicial (prototipo)”, “la eleccion del objeto, en relacion con
el cual se realiza la transformacion”, “la eleccion de la accion de la transformacion”
se realizaba completamente en forma mental. En las acciones “identificacion de
los puntos determinantes” y “realizacion de la accion elegida”, la parte orientadora
alcanzaba el nivel mental. La parte ejecutiva de estos componentes se realizaba

externamente en la forma materializada.

Como se sabe, la formacion de acciones aisladas y de los conceptos puede alcan-
zar el nivel dado no de inmediato, sino, gradualmente, junto con la formacion de
otros conocimientos y habilidades (a veces esto se da en su composicion). Asi,
el concepto de los vectores con la misma direccion (o la direccion contraria), se
incluye como un componente del concepto de “vectores iguales” y de la accion
de la construccion de vectores iguales. Por eso, durante la ensenanza, la asimi-
lacion del concepto de los vectores con la misma direccion (direccion contraria)
alcanzaba solamente la forma materializada. En este nivel, la asimilacion estaba
incluida en la estructura de la accion sobre la asimilacion del concepto de los
vectores iguales y, en la construccion del vector igual al dado. Durante el proceso
de la formacion, estos conceptos junto con otros alcanzaron el nivel mental.

Es conocido que la forma material de la accion es su forma basica, y de hecho,
de cOmo esta organizada la formacion de la accion en este nivel, depende la
calidad de la formacion de la accion en general. Ademas, la forma basica de la
accion puede ser no solo material (el objeto de la accion se representa como en
el tipo de objetos reales), sino también, materializada (como objeto de la accion
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sirven los esquemas, modelos y dibujos). A veces es necesario presentar la ac-
cion primero en forma material y, después, en forma materializada. Asi, durante
la formacion de los conceptos previos del “vector” y del “angulo dirigido”, asi
como de las acciones para la obtencion del objeto final de la transformacion, los
alumnos trabajaban primero con objetos reales vy, solo después, pasaban a los
dibujos. Por ejemplo, durante la formacion del concepto del angulo dirigido, los
alumnos inicialmente trabajaban con las caratulas que tenian la red graduada;
los angulos positivos y negativos se construian con ayuda de las flechas. Ellos
realizaban tareas del siguiente tipo: “En la caratula construir con ayuda de las
flechas los angulos siguientes: + 30°, -70°, +145°, -195°”. Despueés del trabajo
con las caratulas, los alumnos pasaban a la realizacion de tareas en dibujos. Las
tareas eran del siguiente tipo: “Se da el angulo AOB (se presentaba el dibujo de
un angulo agudo). Senale los angulos siguientes con un arco con flecha: angulo
positivo AOB, angulo negativo AOB, angulo positivo BOA y angulo negativo BOA”.
Habia también las tareas: “Construir y determinar 1) angulo CED igual a - 45%;
2) angulo CED igual a + 45°, etc.”

El trabajo con la caratula hacia que la formacion del concepto del “angulo dirigido”,
se diera con mayor rapidez. Durante la realizacion del experimento individual,
inicialmente el trabajo se realizaba sin la utilizacion de la caratula; los alumnos
tenian que realizar las tareas en los dibujos de inmediato, es decir, la forma de la
accion era materializada. Esto dificultaba y prolongaba la formacion del concepto:
los alumnos constantemente se confundian durante la determinacion de los an-
gulos positivos y negativos. Para el trabajo en la etapa materializada se requeria
un promedio de 11 tareas para cada alumno. Posteriormente, con el objetivo de
eliminar esta dificultad, se introdujeron las caratulas. Después de la realizacion
de 3 a 4 tareas con las caratulas, los alumnos realizaron las tareas que incluian
el trabajo con dibujos casi sin errores (de 4 a 5 tareas).

De la misma forma, durante la formacion de las acciones sobre la obtencion del
objeto final de la transformacion, los alumnos trabajaban primero con los objetos
reales: figuras geométricas de madera o carton, con agujas y transportador. Des-
pués, la accion pasaba a la forma materializada, cuando todas las construcciones
se realizaban en el papel con ayuda del lapiz y los instrumentos de dibujo (la




LA FORMACION DE LAS HABILIDADES GENERALIZADAS DEL PENSAMIENTO GEOMETRICO

figura transformada y el objeto, en relacion con el cual se hace la transformacion,
se representaban en el dibujo).

Otra caracteristica independiente de la accion es la generalizacion. Durante
la elaboracion del programa experimental, nosotros hemos planeado la genera-
lizacion tanto de la parte objetal dentro de los limites del concepto dado, como
de la parte logica dentro de los limites de todos los conceptos con la estructura
logica dada de las caracteristicas. Para que la parte objetal de los conceptos
previos que se estaban formando, asi como la habilidad para la realizacion de
las transformaciones durante la elaboracion de las tareas fueran generalizados,
era necesario considerar todos los casos tipicos que puede encontrar el alumno
trabajando con estos conceptos o realizando las transformaciones. Por ejemplo,
en las tareas que requerian la realizacion de la transformacion de la rotacion
alrededor del punto, los valores de los angulos de rotacion, se tomaban desde -*
hasta +° y se mostraba que los angulos, cuya diferencia consistia en el angulo
completo (360°), determinan la misma rotacion. Ademas, el objeto, en relacion
con el cual se realizaba una u otra transformacion, ocupaba diferentes posiciones
en relacion con el objeto inicial. Asi, durante la transformacion del triangulo con
ayuda de la simetria axial, el eje se encontraba fuera del triangulo, coincidia con
uno de sus lados o era altura o mediana, etc. Para la generalizacion de la parte
logica, las tareas se elegian de tal forma que reflejaban todos los casos previstos
en la regla logica del reconocimiento, es decir, las tareas con la presencia de
todas las caracteristicas, con la ausencia de alguna de esas caracteristicas y con
las condiciones indeterminadas.

La amplitud de “la traslacion” de la accion sirve como indicador del nivel de su
generalizacion. Asi, la parte logica de la base orientadora de la accion del reco-
nocimiento se formo en el tipo generalizado ya durante el trabajo con el primer
concepto previo del “vector”. Durante la ensenanza posterior, para la formacion
de los conceptos del angulo dirigido, de la distancia entre objetos, etc., los cuales
tenian la misma estructura logica que el concepto “vector”, se utilizaba exitosa-
mente la parte logica de la accion sin instruccion complementaria.

Acerca de la generalizacion de las habilidades para realizar las transformaciones
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nos habla el hecho de que, los alumnos identificaban las caracteristicas y realizaban
aquel tipo de transformacion, como acercamiento (alejamiento) del objeto hacia la
recta, de manera independiente. A los alumnos se les nombraba el objeto, en relacion
con el cual se realizara la transformacion (recta) y, también se les indicaba que, la
relacion de las distancias entre cualesquiera de los dos segmentos pertenecientes
a una recta, es igual al niamero fijo( K /K/ @ 1). Hay que senalar que, los alumnos
descubrian la generalidad de esta transformacion con la homotecia de manera
independiente; (ellos decian: “Esto es lo mismo que en la homotecia, solo que en
lugar del punto nosotros tomamos la recta”). Posteriormente, considerando esta
transformacion ante diferentes significados de K, los alumnos encontraban que, ante
K= -1, el acercamiento hacia la recta representa la simetria en relacion con la recta.

Para que la accion fuera desplegada, era necesario que el alumno realizara
todas las operaciones que se incluyeron inicialmente en la estructura de la accion.
Asi, durante la formacion de la habilidad para realizar las transformaciones, el
experimentador seguia la realizacion consecutiva y estricta de todas las opera-
ciones que constituyen el contenido de esta accion: la identificacion del objeto
inicial, del objeto en relacion con el cual se realiza la transformacion, etc. En la
medida de la formacion de esta accion, durante el paso de una etapa en otra, la
estructura de las operaciones reales que se realizan se disminuye y la accion
se hace reducida: al recibir la tarea, los alumnos senalan todos los puntos que
determinan el objeto inicial de la transformacion y, de inmediato, realizan la accion
necesaria para la obtencion del objeto final.

Otra caracteristica independiente de la accion, es la medida de la asimilacion
la cual incluye aquellos indicadores como la rapidez de la realizacion de la accion
y el grado de automatizacion. Asi, el tiempo de realizacion de las tareas cambia-
ba durante el paso de una etapa a otra. En la etapa materializada, los alumnos,
durante el trabajo con los componentes de la habilidad para la realizacion de las
transformaciones, necesitaban como promedio de 8 a 12 minutos para la realiza-
cion de una tarea. En la etapa mental, cuando la parte orientadora de la accion
se realizaba en la mente, la construccion requeria de1 a 3 minutos.

La ensenanza de acuerdo a nuestro programa tenia que garantizar la asimila-
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cion con la orientacion solo en las condiciones esenciales en todos los casos, es
decir, dicha asimilacion tenia que ser razonable. Nosotros juzgamos acerca del
caracter razonable de la accion, observando como los escolares logran resolver
exitosamente aquellas tareas en las cuales, la respuesta correcta puede ser ob-
tenida solamente cuando el alumno se orienta en las caracteristicas esenciales.
Con el objetivo de verificar el caracter razonable de la accion que se realiza, a
los alumnos se les proporcionaban las tareas con estructura incompleta de las
condiciones. Estas tareas pueden ser resueltas solo con la orientacion en las
caracteristicas esenciales y, en la regla logica del reconocimiento. Las respuestas
correctas de los escolares: “no se sabe, si este objeto sera el vector 0 no” 0 “no
se sabe, se puede o no llamar a esta transformacion simetria central”, también
son indicadores suficientes del caracter razonable de sus acciones.

Durante la solucion de las tareas los alumnos no solo actuaban correctamente,
sino también, argumentaban correctamente sus acciones, es decir, la asimilacion
no solo era razonable, sino también, consciente. Asi, durante la realizacion de
las tareas en la etapa del lenguaje en voz alta, los alumnos no solo senalaban
con el codigo los resultados de la realizacion de cada operacion y la respuesta
final, sino también, fundamentaban detalladamente su respuesta: por escrito en
las condiciones del experimento grupal y, oralmente, en la ensenanza individual.

La verificacion del caracter estable de los conceptos y, las acciones formadas, se
realizo con los alumnos que participaron en el segundo experimento grupal después
de un periodo de 6 meses (incluyendo las vacaciones de verano). A cada uno de los
24 escolares se le proporciono 8 tareas que, incluian la tarea para el conocimiento
de las caracteristicas de algunos conceptos previos de las transformaciones, asi
como la realizacion de las construcciones con ayuda de las transformaciones de-
terminadas. Los alumnos tenian que solucionar el problema y, ademas, argumentar
la respuesta. La complejidad de las tareas era la misma que durante la ensenanza.

Los resultados obtenidos fueron los siguientes: de 192 tareas, 182 tareas (94.8
%) se realizaron correctamente; los alumnos no lograron solucionar 10 tareas
(5.2 %), ademas, nosotros consideramos incumplidas aquellas tareas, las cuales,
a pesar de tener la respuesta correcta, no tenian argumentacion detallada.
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La verificacion del caracter estable de la asimilacion del sistema de conceptos
y acciones previas, se realizaba durante el transcurso de la formacion de la habi-
lidad para realizar las transformaciones. Asi, el conocimiento de los conceptos
del vector y de la igualdad de vectores vy, la habilidad para construir el vector
igual al dado, los cuales se habian formado en el inicio mismo de la ensenanza,
se utilizaban después durante la realizacion de la traslacion paralela, es decir,
después de 2 a 2.5 meses de la ensefianza. Como muestran los resultados de
la realizacion de las tareas, los errores debidos al desconocimiento de estos
conceptos casi no se observaron.

De esta forma, los conocimientos y habilidades formadas durante la ense-
nanza experimental, satisfacen todas las exigencias para las acciones vy
conocimientos mentales.

Para poder verificar hasta qué grado el programa experimental elaborado vy, la
metodica de organizacion de su asimilacion, garantizan la formacion de la habilidad
generalizada para realizar las transformaciones geométricas elementales, se pro-
puso una serie de tareas de control. Esta serie incluyo tareas de cuatro tipos: 1)
para la verificacion de las caracteristicas de las transformaciones y de la habilidad
para aplicar la accion de reconocimiento apoyandose en esas caracteristicas; 2)
para la realizacion de las transformaciones no solo de un tipo determinado, sino
de dos tipos, uno tras otro; 3) para la demostracion de la posibilidad de obtener
una figura a partir de otra con ayuda del tipo de transformacion correspondiente y
4) para elegir el tipo de la transformacion. Las tareas de control eran mas dificiles
de acuerdo a su contenido, en comparacion con las tareas propuestas durante la
ensenanza. Asi, durante el transcurso de la ensefianza experimental, los alumnos
realizaron tareas que requerian la utilizacion solo de una de las transformaciones
conocidas para ellos. Realizando las tareas de control (tercer tipo) los alumnos
tenian que realizar dos transformaciones, una tras otra.

A cada uno de los escolares se le propuso 8 tareas. Durante la realizacion de
las tareas, los alumnos tenian que argumentar detalladamente su respuesta. Los
alumnos solucionaron exitosamente 327 tareas de un total de 400 tareas, es de-
cir, el 93% de las tareas se realizd de manera totalmente correcta. En 28 casos
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(lo que representa el 7 %) los alumnos dieron una solucion sin errores, pero no
pudieron argumentar sus respuestas completamente. No hubo ni un solo caso en
el que los alumnos no lograran solucionar las tareas.

De esta forma, en lugar de ensenar 10s tipos aislados de transformaciones geome-
tricas que se encuentran en diferentes partes del curso escolar de geometria, es
posible presentar un método generalizado, el cual permite realizar todas las trans-
formaciones incluidas en el programa escolar de manera razonable y consciente.

El programa elaborado por nosotros, garantiza la formacion de la habilidad gene-
ralizada sobre la realizacion de las transformaciones geomeétricas y la direccion de
este proceso, lo cual se manifiesta en los resultados de la serie del experimento,
tanto formativa, como del control.

Los resultados de la investigacion realizada hablan acerca de las ventajas de
nuestra metodica, en comparacion con la metodica escolar actual, lo cual se ex-
preso en la obtencion de resultados mas altos de asimilacion y, en la reduccion
a la mitad del tiempo del estudio de este material, respecto al tiempo requerido
de acuerdo al programa escolar existente.




Capitulo 6
La formacion del método general para la solucion
de problemas con construcciones geometricas

I.A. Volodarskaya y T.K. Nikitiuk

Los problemas sobre construcciones geomeétricas juegan un papel muy importante
para la formacion del pensamiento matematico en los escolares. Desde los tiempos
antiguos, las construcciones geometricas garantizaban el desarrollo no solamente
de la geometria misma, sino también, de otras areas de las matematicas. Incluso
actualmente, los problemas sobre construcciones a través de la regla y el compas
se consideran muy interesantes desde el punto de vista matematico y, ya durante
mas de 100 anos, constituyen el material tradicional del curso escolar de geomeltria.

De acuerdo a su estructura y métodos para su resolucion, estos problemas objetivamen-
te deben de desarrollar en los estudiantes la capacidad para representar claramente
una u otra figura geomeétrica y, ademas, la habilidad para operar mentalmente con
los elementos de esta figura. Los problemas sobre construcciones pueden garantizar
en los escolares la comprension del origen de diferentes figuras geomeétricas, de
las posibilidades para sus transformaciones; todo esto constituye una premisa muy
importante para la formacion del pensamiento espacial en los alumnos, de sus habi-
lidades investigativas y creativas y de la intuicion geométrica. El plan para la solucion
de cualquier problema sobre construccion, constituye la cadena de las construcciones
basicas que conducen al objetivo; este plan puede considerarse como el algoritmo v,
consecuentemente, puede utilizarse también en grados escolares superiores como el
material del contenido del curso de informatica y de las técnicas de calculo. Durante
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el proceso de resolucion de problemas sobre construccion, el maestro puede formar
efectivamente en los escolares, los elementos de la cultura algebraica exigiendo siste-
maticamente la secuencia exacta de las construcciones basicas. Los problemas sobre
construcciones desarrollan los habitos de blsqueda para soluciones de problemas
practicos, acostumbran a las investigaciones independientes, lo cual es muy importante
para la formacion de habilidades y habitos de trabajo intelectual. A través de problemas
sobre construccion e, incluso, a través de otros mas elementales la informacion teorica
acerca de las figuras geomeétricas basicas, adquiere un caracter mas profundo y mas
consciente debido a que, durante el proceso de solucion de problemas de este tipo, el
alumno crea el modelo concreto de las caracteristicas y relaciones que se estudian y,
trabaja con este modelo. Los problemas sobre construcciones, probablemente pueden
ser relacionados con ideas del curso escolar de geometria, tales como, transformacio-
nes, vectores y meétodo de coordenadas.

Los problemas sobre construcciones se estudian en la escuela durante tres anos:
en los grados 7, 82y 92. De acuerdo a las exigencias, a la preparacion mate-
matica de alumnos de grado 72y 9° (11) y, como resultado del estudio del curso
“Geometria”, los escolares deben dominar las habilidades minimas siguientes:

— Representar figuras geomeétricas senaladas en las condiciones de teoremas
y problemas, identificar las figuras conocidas en dibujos y modelos.

— Operar con razonamientos demostrativos durante el proceso de proble-
mas tipicos.

— Calcular las magnitudes geométricas (longitudes, angulos, areas) aplicando
las caracteristicas y formulas aprendidas.

— Realizar las construcciones basicas con ayuda de la regla y el compas, re-
solver problemas elementales combinados que se reducen a la realizacion
de construcciones basicas.

— Aplicar el aparato de algebra y trigonometria durante la resolucion de pro-
blemas geometricos.

— Utilizar vectores y coordenadas para la resolucion de problemas estandari-
zados (calculo de longitudes y angulos, sumas de vectores y multiplicacion
del vector por el niimero).
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4

Para el estudio de los temas “Problemas basicos sobre construcciones geometricas’
y “Resolucion de problemas sobre construcciones con ayuda de regla y compas”,
el plan escolar proporciona la siguiente cantidad de horas:

Ao Tema Partes Horas
escolar del curso
7° Igualdad de triangulos. Cap.ll 17
Problemas sobre. Parrafo 4 3

Construccion.

Resolucion de problemas sobre el tema 3
“Triangulos” (dentro de este tema hay
problemas sobre construcciones).

Correlaciones entre lados y angulos Cap. IV 16
de triangulos.

Construcciones de triangulos segln tres

elementos, problemas sobre construcciones. Parrafo. 4 3
8° Cuadrilateros. Cap. V 15

Paralelogramo y trapecio (dentro de este Parrafo. 2 6

tema hay problemas sobre construccion).

Rectangulo, rombo, cuadrado (dentro de Parrafo. 3 4

este tema hay problemas sobre construccion).

Triangulos semejantes. Cap. Vil 22

Aplicacion de semejanza para demostraciones de Parrafo. 3 3+4

teoremas y para la solucion de problemas (dentro
de este tema hay problemas sobre construccion).

Circunferencia. Cap. Vil 16

La linea tangente (dentro de este tema hay Parrafo. 1 3
problemas sobre construccion).

Cuatro puntos esenciales del triangulo Parrafo. 3 3
(dentro de este tema hay problemas sobre
construccion).

9° Longitud de circunferencia y area del circulo Cap. XII 10

Construccion de poligonos rectos Parrafo 1 1

Nota: Los senalamientos de capitulos y parrafos corresponden al Manual de geometria (1).
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En los horarios se ve, qué lugar ocupan diferentes tipos de problemas sobre
construcciones en la estructura de diferentes temas y partes. Ademas, iniciando
con el séptimo grado, los problemas sobre construccion no se consideran de
manera independiente sino que se presentan dentro de la estructura de temas
que se estudian. Asi, el maestro obtiene la posibilidad para distribuir los horarios
de manera independiente dentro de cada tema, de acuerdo con el objetivo esta-
blecido y el nivel de preparacion de alumnos de su grupo.

El analisis de los manuales para geometria (1, 9) mostrd que, los autores utilizan
basicamente la via inductiva para la representacion del material relacionado con
construcciones geométricas. Inicialmente, los escolares estudian los tipos concretos
de construcciones: construccion de un segmento igual al segmento dado sobre la
semi-recta desde su punto inicial; construccion de un angulo igual al angulo dado;
construccion de la bisectriz del angulo; construccion de las lineas perpendicula-
res; construccion de la mitad del segmento; construccion del triangulo segiin sus
tres elementos. Solo después de todo esto, a los escolares se les presenta la idea
general de la construccion geometrica en el tema: “Problemas de complejidad
incrementada”, en el que, se les propone el esquema segun el cual, normalmente,
se resuelven los problemas sobre construccion con ayuda de regla y compas.

Este esquema consiste de cuatro partes:

I. Analisis.

II. Construccion.
lll.Demostracion.
IV. Investigacion.

Presentaremos el contenido de estas partes.

I. Analisis constituye la etapa preparativa y, al mismo tiempo, la mas importante
para la resolucion del problema. EI objetivo del analisis es el establecimiento, de
aquellas dependencias entre los elementos de la figura dada v, las condiciones del
problemas las cuales permitieron construir esta figura. Normalmente, el analisis
del problema consiste en el hecho de que nosotros suponemos que el problema
ya esté resuelto y buscamos diferentes consecuencias (0 premisas) a partir de




LA FORMACION DEL METODO GENERAL PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS CON CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

dicha suposicion y, después, en dependencia del tipo de estas consecuencias,
intentamos encontrar la via para la basqueda de la resolucion de este problema.
En otras palabras la “receta” de la ejecucion del analisis, consiste en la realizacion
secuencial de tres etapas de razonamientos:

1) Supongamos que el problema esté resuelio.

2) Veremos qué tipo de conclusiones podriamos hacer basandose en esto.

3) Ahora, comparando las conclusiones obtenidas, intentaremos encontrar la
via para la resolucion real del problema.

II. Construccion de acuerdo al plan establecido.

Ill. Demostracion del hecho de que la figura construida satisface a las condi-
ciones del problema.

IV. Investigacion del problema, es decir, aclarar si este problema tiene 0 no
la solucion ante cualquier tipo de condiciones vy, si la tiene, entonces cuantas
soluciones tendria.

El esquema dado tiene el caracter reducido. Este ha sido utilizado a partir de los
tiempos de Grecia Antigua (siglos V-1l a.C.).

V.S. Kramor (7) propone, como el esquema completo para la resolucion de pro-
blemas sobre construcciones, utilizar el esquema siguiente:

1) Consideracion de la situacion practica.
2) Formulacion del problema.
3) Analisis del problema.

4) Elaboracion del plan general para la solucion del problema (senalar la se-
cuencia de problemas elementales necesarios).

5) Construccion de la figura con ayuda de instrumentos dados.

6) Verificacion de la construccion de la figura. Demostrar que esta figura es la
que se buscaba.
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7) Investigacion a travées de la generalizacion del problema. En la investigacion
se incluye la basqueda de condiciones, ante las cuales, el problema tiene
la solucion y la cantidad de estas condiciones en cada caso identificado. La
escritura de condiciones ante las cuales el problema tiene solucion, se realiza
a traveés del idioma algebraico (a través de establecimiento de relaciones entre
elementos dados).

8) Resolucion del problema para cada caso identificado durante la investigacion.

9) Basqueda de otros medios para la solucion del problema; identificacion de
medios racionales.

10) Elaboracion de otros problemas que se solucionan a traves del método dado.
Consideracion de problemas generalizados y similares.

Durante la elaboracion del plan para la resolucion del problema (punto 4) se
utilizan diferentes medios de basqueda de puntos y lineas desconocidas, en par-
ticular: el método de reduccion del problema dado a un problema mas elemental
0 conocido; el método de transformaciones geometricas, etc. Para la basqueda
de segmentos y angulos se utiliza el método algebraico. La aproximacion general
a la elaboracion del plan de acciones (mas racional) es la siguiente: inicialmente
recordamos todo lo que se sabe acerca de los elementos conocidos y desconocidos
de la figura, cudles de éstos se pueden construir; después, si su construccion no
conduce al objetivo, construimos los elementos complementarios (que se pueden
construir con ayuda de lo dado) y, finalmente, otra vez analizamos las construc-
ciones posibles de elementos que estamos buscando. El proceso de razonamiento
se prolonga hasta que se obtenga el plan para la construccion de la figura.

El esquema dado, en su esencia, constituye el esquema tradicional con mas detalles
y puede ser Gtil durante la ensenanza de la resolucion de problemas de este tipo.

En la practica actual de la ensenanza, existen diferentes opiniones respecto a
la necesidad de cada una de las cuatro etapas (analisis, construccion, demos-
tracion, investigacion); asi como respecto a la forma de la realizacion de estas
etapas durante la resolucion de todos los problemas para construcciones. Asi, de
acuerdo al programa de las matematicas para la escuela popular, en el séptimo
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grado, cuando los escolares por primera vez inician a conocer las habilidades
para resolver problemas para construccion, se recomienda realizar analisis y de-
mostraciones oralmente, mientras que los elementos de la investigacion pueden
estar presentes solo cuando esto se senale en las condiciones del problema (11).
Desde otro punto de vista, en el manual de geometria (1) se senala que durante
la resolucion de problemas elementales sobre construcciones (precisamente es-
tos problemas se estudian en el séptimo grado), algunas etapas, por ejemplo, el
analisis 0 la investigacion se omiten: a los alumnos se les proporciona el medio
preparado de la construccion y la demostracion ya preparada de su caracter
correcto y verdadero. No todas las etapas se pueden observar durante la solucion
de problemas también en el grado octavo.

L.A. Chernych (15) también considera, que las etapas mencionadas de problemas
sobre construcciones se deben de presentar a los escolares de manera gradual.
Durante la solucion de problemas elementales, ella recomienda anotar solo la
construccion y demostracion. En casos mas complejos de construcciones, el dibujo
tactico y el plan de construccion deben de anticipar la construccion y conducirse
del analisis; es mejor realizar el analisis oral. Oralmente, bajo la direccion del
maestro, se puede realizar la investigacion si esto es necesario.

Nosotros consideramos que, la exclusion de aquellas etapas como analisis e inves-
tigacion del proceso de solucion de problemas sobre construcciones, conduce a la
memorizacion mecanica del medio de solucion del problema, proporcionado ya en
su tipo preparado, lo cual decrementa notablemente la calidad de la asimilacion.

Cabe senalar que, en la literatura didactica hay trabajos en los que los autores
intentaban acercarse a la ensefianza efectiva de la solucion de problemas so-
bre construcciones. Asi se dirige la atencion a la necesidad de mostrarles a los
escolares la diferencia entre problemas sobre construcciones y otros tipos de
problemas. El problema sobre construccion tiene la estructura especifica: en éste
se dan las figuras geométricas y condiciones que las relacionan entre si. Las
exigencias de este problema se pueden dividir en dos partes: a) construir una
figura nueva relacionada con las figuras dadas, a través de algunas condiciones
y b) construir con ayuda del conjunto especifico de instrumentos (10). Ademas,
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en algunos problemas los instrumentos se sefialan (por ejemplo: construccion de
lineas paralelas con ayuda de regla y compas) mientras que en otros problemas,
en los que los instrumentos no se sefalan se presupone la utilizacion de regla
y compas. Para la percepcion mas consciente del contenido del problema, se
recomienda ensenarles a los alumnos, a anotar brevemente lo que se day lo que
se debe de construir en los problemas. La parte de escritura llamada “Dado”
puede ser representada en tipos diferentes. Asi, si se da el tipo y la posicion
de figuras una respecto a otra, entonces, en “Dado”, se pueden anotar solo
las determinaciones de estas figuras y las relaciones entre ellas con ayuda de
sSignos espaciales, mientras que, las figuras mismas, se representan mas tarde
cuando se realicen las construcciones. Por ejemplo, para el problema: “Se dan
dos lineas paralelas y un punto sobre una de ellas. Construir la circunferencia
que sea tangente para estas rectas y atraviese el punto dado”. La escritura breve
puede tener el tipo siguiente:

Dado: rectas a, b, punto A

A sobre a
allb

Construir: circunferencia O para que:
1) a sea tangente a O

2) b sea tangente a O

3) A se encuentre sobre 0.

En problemas, donde se da el tipo y el tamano de las figuras sin considerar
Sus posiciones reciprocas, en la parte llamada “Dado”, se deben representar y
determinar las figuras. Por ejemplo, la escritura breve del problema: “Construir
el triangulo a partir de dos lados y del radio de la circunferencia circunscrita”,
puede ser representada de la siguiente manera:

Dado: a
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Construir: A ABC para que:

1)BC=a

2)AC=D

3) A, B, C sobre circunferencia (0, R).

Algunos autores (3, 16), considerando los métodos para resolucion de problemas sobre
construcciones como habitos practicos, identifican cuatro etapas de su formacion: de
preparacion, de conocimientos, de formacion y de perfeccion de habilidades.

Asi, L.S. Chistiakova considera que, inicialmente el maestro debe de identificar el
sistema de condiciones sobre el cual tiene que apoyarse el alumno, para la asimi-
lacion exitosa de las acciones practicas. Por ejemplo, para aprender a construir el
angulo igual al angulo dado con ayuda de regla y compas, los alumnos necesitan
tener los conocimientos de los hechos siguientes: de las figuras geométricas dadas
(semi-recta, semi-plano y angulo); del objetivo de esta accion (en el caso dado,
acerca del angulo igual al angulo dado, que tenemos que construir); de cada una
de las operaciones constructivas y de la secuencia de su ejecucion. Los alumnos
también deben de ser preparados para explicar la posibilidad de cada paso de
la construccion y para demostrar que su construccion era la correcta (axiomas
de construccion de segmentos y angulos, determinacion de triangulos iguales y
de caracteristicas de igualdad de triangulos). Tampoco se puede trabajar sin los
habitos para ejecutar las operaciones constructivas elementales: construccion de
circunferencia con un radio indefinido o definido con el centro en algiin punto,
construccion de la semi-recta que tenga el punto inicial dado y que pase por el
punto dado.

La etapa preparativa es necesaria para que los alumnos actualicen los conoci-
mientos previos mencionados.

Durante la etapa cognoscitiva, los alumnos tienen que identificar lo que se les
da, lo que se debe de hacer y con qué instrumentos, cuales operaciones seran
necesarias para esta ejecucion. Se recomienda mostrarles a los alumnos el plan
con ayuda de dibujos y del texto. Por ejemplo, inicialmente, con ayuda de codos-
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copio, en la pantalla se proyecta el angulo dado BAC, el arco de circunferencia
con el centro A y semi-recta con el inicio en el punto O (Figura 1). En los cuadros
siguientes se les muestra a los escolares como aparece el punto B1 sobre la
semi-recta (Figura 2) y como aparece el punto C1 sobre la circunferencia con
el centro O y con el radio OB1 (OB1 = AB) (Figura 3). En el cuadro (este no se
presenta) se proporcionan dos triangulos: uno (ABC) con el angulo CAB y el otro
(OB1C1) con el angulo C10B1 igual a triangulo dado.

C c fci
A B A ] B A B
(o) B, (0] B,
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Posteriormente, el autor dice que, durante la etapa cognoscitiva se tiene que realizar
la preparacion para la ejecucion de la accion practica con ayuda de instrumentos.
Por eso, los escolares desde el inicio mismo, no solo observan las acciones del
maestro, sino también, realizan todo lo que les dice el maestro.

Durante la etapa de formacion, los escolares tienen que aprender a ejecutar
correctamente la accion practica en las condiciones dadas vy, sin ayuda ajena, es
decir, segiin el modelo. La direccion de la actividad de escolares se realiza con
ayuda del plan mencionado anteriormente (ver Figuras 1 - 3). Ademas, inicial-
mente la ejecucion se acompana por el plan completo en el tipo de cuadros y de
texto-instruccion. Después, la tarea se acompana solo por el texto-instruccion. Las
ultimas tareas los alumnos las ejecutan de manera completamente independiente.
Durante la dltima etapa (perfeccion de la habilidad practica), se profundiza el
caracter consciente de la habilidad y su ejecucion automatizada.
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L.I. Bozhenkova (3), quien estudiaba la resolucion de problemas sobre construccion a
través del método de semejanza, formula el objetivo didactico de la etapa preparativa,
como la formacion de las habilidades en escolares: identificar los dados que determinan
la forma de figura; el conjunto de pares de figuras semejantes entre ellas; construir la
figura segtin datos que determinan su forma; pasar de la figura construida a la figura
dada. Después del estudio de cada caracteristica, el autor propone el conjunto de
tareas dirigiendo la atencion al hecho de que, durante el paso de una caracteristica
a la caracteristica siguiente, las preguntas se hacen mas complejas: las posiciones
de triangulos en dibujos se cambia alejandose de la representacion estandarizada; se
cambia en el conjunto la eleccion del elemento que determina la figura. El objetivo
de la etapa cognoscitiva es, presentarles a los alumnos la estructura del proceso de
la construccion, a traves del método de semejanza, el significado de cada operacion
que conforma esta estructura. El autor propone iniciar la explicacion con el problema,
durante cuyo analisis, el maestro proporciona tareas-preguntas y las respuestas se
fijan brevemente en el pizarron. Después, se elabora el plan de la construccion y
se ejecuta la construccion misma. Después de éste, el maestro dirige la atencion de
los escolares al hecho de que, ellos, durante la ejecucion de la tarea, practicamente
estaban realizando la prescripcion algoritmica la cual se les proporciona a ellos en
el tipo de bloque-esquema:

1. En las condiciones del problema, identificar los datos que determinan la forma
de la figura.

Identificar los datos que determinan el tamano de la figura (elemento lineal).
Construir la figura con la forma senalada, semejante a la figura dada.

Construir (identificar) el segmento que determina el tamano de la figura.

A

Construir la figura con la forma y tamano senalados, utilizando la figura se-
mejante.

6. La figura obtenida es la que estabamos buscando.
El trabajo posterior se dirige a la organizacion de la asimilacion del algoritmo

dado y del medio para la resolucion de problemas de construccion, a traves del
meétodo de semejanza.
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El intento de identificar el método general para la solucion de problemas sobre
construcciones, se realiza por parte de 0.B. Yepisheva y V.I. Krupich (6) con el
ejemplo de ejecucion de la construccion, a traves del método de lugares geome-
tricos (método de cruce de figuras). Los habitos de la construccion a través del
método de lugares geomeétricos se basan en el concepto del lugar geométrico
de los puntos. Para la resolucion de problemas a través del método de lugares
geometricos, es necesario saber los lugares geomeétricos basicos de puntos.

El material de planimetria permite presentarles a los alumnos los lugares geomeé-
tricos de puntos, alejados a distancias dadas del punto y de la recta; alejados a
distancias iguales de dos puntos, de los lados del angulo, de dos lineas cruzadas
y de dos lineas paralelas, etc.

La esencia del método de lugares geometricos durante la resolucion de problemas
sobre construccion consiste en lo siguiente:

Supongamos que, resolviendo el problema, nosotros tenemos que construir el punto
X que cumpliera con dos condiciones. El lugar geométrico de puntos que satisfaceria
a la primera condicion, es la figura F1 mientras que, el lugar geométrico de puntos
que satisfacen a la segunda condicion, es la figura F2. El punto X que estamos
buscando es la propiedad de F1 y F2, es decir, constituye el punto de su cruce.

Los problemas sobre lugares geometricos de puntos se pueden dividir en dos tipos.
Con el primer tipo se relacionan los problemas en los que se da alguna figura y, se
debe de encontrar el punto sobre ésta que satisfaga a las condiciones determinadas:

1) Esla propiedad de la figura geométrica senalada en las condiciones del problema.

2) Es la propiedad de la figura, en la cual todos los puntos poseen las caracte-
risticas determinadas.

Con el segundo tipo se relacionan los problemas en los que se tiene que encontrar
el punto que satisfaga, simultaneamente, a dos condiciones:

1) Es la propiedad de la figura F1, en la cual todos los puntos poseen las carac-
teristicas determinadas.
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2) Es la propiedad de la figura F2, en la cual todos los puntos poseen las ca-
racteristicas determinadas.

Posteriormente, los autores consideran los problemas relacionados con cada uno
de estos tipos y, después de esto, se construye el método generalizado para la
resolucion de problemas de ambos tipos senalados.

Asi, el medio generalizado para la solucion de problemas del primer tipo, a travées
del método de lugares geométricos de puntos, consiste en:

1) Representar la figura cuya propiedad sea el punto X que estamos buscando.

2) Formular, basandose en el texto del problema, la condicion que a la cual
satisfaga el punto X que estamos buscando.

3) Nombrar el lugar geométrico de puntos que satisfaga a esta condicion.
4) Construir el lugar geométrico de puntos denominados.

5) Encontrar el punto (puntos) de cruce de la figura dada con el lugar geoméirico
de lugares.

La utilizacion del concepto de lugar geométrico de los puntos, los cuales poseen
las caracteristicas determinadas, tiene que ayudarles a los alumnos durante la
busqueda del medio para la solucion de problemas sobre construcciones. Asi,
durante el analisis de dos problemas (que en un principio parecen ser diferentes):
“entre puntos encontrados sobre la misma distancia de los lados del angulo dado,
encontrar el punto que se encuentre sobre las mismas distancias de dos puntos
dados” y “construir la circunferencia que pase por dos puntos dados y que sea
tangente para los lados del angulo dado”, los escolares tienen que comprender,
que estos problemas, en esencia, no se diferencian uno del otro. Las diferencias
entre ellos consisten en que los textos de estos problemas proporcionan diferen-
tes senalizaciones de aquellos lugares geométricos de puntos, con cuya ayuda
se puede resolver el problema dado. En el primer problema, las condiciones
que determinan el punto que estamos buscando, se presentan claramente en el
texto, mientras que en el segundo problema, es necesario obtener estos datos
reconsiderando el texto del problema.
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De esta manera el analisis mostro, que se estan realizando los intentos para en-
contrar la via mas racional de la ensenanza de la resolucion de problemas sobre
construcciones, en general, y, con ayuda de los métodos concretos, en particular,
del método de lugares geomeétricos de puntos. Los autores aspiran a identificar
los momentos generales durante las construcciones. Sin embargo, a la pregunta
basica “gpor qué es necesario realizar las construcciones precisamente de esta
forma®”, no dan ninguna respuesta.

En los manuales existentes cada problema sobre construccion, se da de manera
aislada fuera de la relacion con otros problemas, a pesar de que los autores pro-
porcionan la secuencia necesaria de estos problemas. La calidad de ejecucion de
problemas sobre construccion no se mejora debido a que, durante la resolucion
de cada problema siguiente, en la mayoria de los casos, los alumnos no se apoyan
en problemas resueltos anteriormente. Para cada construccion se proporciona
el medio particular para su realizacion. Ademas, en las acciones de escolares,
lo mas importante constituye la parte ejecutiva: los escolares mecanicamente
reproducen las construcciones sin tener la base orientativa completa y adecuada.
Frecuentemente los alumnos no comprenden que, durante la resolucion casi de
todos los problemas basicos sobre construccion con ayuda de regla y compas, (los
cuales se determinan en el programa escolar), se utiliza la actividad con el mismo
contenido pero, con la secuencia diferente de las operaciones. Compararemos,
por ejemplo, la secuencia de operaciones, ejecutadas por parte de los alumnos
durante la resolucion de tres problemas siguientes (figura 4).

Problema I: Dividir el segmento por la mitad.

Problema Il: Construir la perpendicular para la recta, la cual pase por el punto
dado sobre la recta.

Problema IlI: Construir la perpendicular para la recta, la cual pase por el punto
dado fuera de la recta.

En la tabla (figura 4) se ve que la primera operacion en los problemas Il y Ill
es necesaria para la identificacion del segmento determinado sobre la recta a;
en el segundo problema a través de la construccion de segmentos iguales OA
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y 0C del punto dado O; en el tercer problema a través de la construccion de la
circunferencia con el centro en el punto dado B, la cual cruzara la recta a en
los puntos Ay C. Después, los problemas Il y lll practicamente se redujeron al
problema 1. Por eso, para estos problemas la segunda operacion coincide con la
primera operacion del problema I, cuando se construyen dos circunferencias con
los centros en los puntos Ay C, con el radio AC y pasan por los puntos de cruce
de estas circunferencias B y D. La tercera operacion de los problemas Il y Il es
similar a la segunda operacion del problema |, cuando dibujan la recta BD que
se cruza con la recta dada (segmento dado) en el punto O. La tercera operacion
del problema | y la cuarta operacion de los problemas Il y lll son idénticas y
necesarias para la demostracion del método elegido de la construccion.

Problemall Problemalll Problemallll
ey B
1 A C A O 8 A Ca
AV
e ey By
Fl a
2 A C A O C A C
AP AV AV
ﬁ TS TS
a a
3 A / A C K o]
V6 AP 2
4 A@ Al C
P /b

Figura 4
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En la practica actual de la ensenanza, cada uno de los problemas mencionados
se percibe por parte de los alumnos como un problema independiente.

Pondremos un ejemplo mas: al aprender a construir la bisectriz del angulo dado
y, al pasar al problema sobre construccion de la perpendicular que atraviesa el
punto dado sobre la recta, los alumnos consideran el segundo problema como
algo totalmente nuevo sin notar que, éste se reduce al primer problema ya que
la perpendicular en éste se puede considerar como la bisectriz del angulo llano
con el vértice en el punto dado de la recta.

A pesar de que muchos metodistas y maestros sefalan que la etapa mas
importante y mas dificil de la resolucion es el analisis, a los alumnos no se
les proporciona el sistema completo de orientaciones, cuya realizacion podria
ayudarles a encontrar la “llave” para la resolucion del problema concreto, lo
cual, precisamente, constituye el objetivo de esta etapa. Se recomienda iniciar
el analisis con el dibujo que haga el alumno de acuerdo a la condicion del
problema vy, después, busque en el dibujo la via para la resolucion del mismo.
Sin embargo, el alumno no comprende por qué él debe hacer este dibujo, en
qué debe de orientarse mientras construye una u otra figura y, los puntos que se
sefialan en el manual, etc. En otras palabras, el analisis, como el encuentro de
los elementos de la figura que se busca segin los elementos dados, no existe.
Como ya se subray0 anteriormente, en la mayoria de los manuales, los autores
no recomiendan realizar ningtin analisis durante la solucion de problemas sobre
construccion con ayuda de regla y compas (a estos problemas frecuentemente
se les llaman problemas elementales). Aqui, por ejemplo, podemos ver cOmo se
presenta el medio para la resolucion de uno de los primeros problemas sobre
construccion: “construir el segmento igual a segmento dado sobre la semi-recta
dada” (1).

“Representaremos las figuras dadas en las condiciones del problema: semi-recta
0C y segmento AB (Figura 5,a). Después, con ayuda del compas construiremos
la circunferencia con el radio AB con el centro O (Figura 5,b). Esta circunferen-
cia se cruza con la semi-recta OC en el punto basico D. El segmento OD es el
segmento que se buscaba” (1).
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A ¢
/c A
(0] 2 b)

Figura 5

De esta manera, al alumno se le muestra que hay que construir el resultado final
de la accion y una serie de operaciones secuenciales, con cuya ayuda, se logra
este resultado, es decir, solo la parte ejecutiva de la accion. EI alumno (inicamen-
te tiene que memorizar esta secuencia. Después, el alumno reproduce el medio
propuesto, pero no puede responder a las preguntas: gocuantos puntos hay que
construir para reproducir el segmento dado?; gpor qué para la construccion del
segmento igual al segmento dado, es suficiente construir dos puntos y éstos son
Sus puntos-limites? y gpor qué para encontrar la posicion de uno de los puntos,
construimos la circunferencia, cuyo radio es igual al segmento dado?, etc. Todo
esto demuestra que la reproduccion de operaciones ejecutivas no se acompana
por la ejecucion consciente de estas acciones.

Sin negar la necesidad y el significado del analisis, de la investigacion y de la
demostracion como las etapas de la solucion de problemas sobre construcciones,
nosotros hemos intentado identificar la base de orientacion general que le ayude
al alumno, de manera consciente y razonable, a realizar éste analisis y, la inves-
tigacion del problema geométrico, que le oriente a la blsqueda independiente
del medio racional para la resolucion del problema y, que pudiera eliminar la
memorizacion y la reproduccion del medio ya dado y preparado en el manual.

El analisis mostro que todos los problemas sobre construcciones con ayuda de
regla y compas, finalmente, se reducen a la construccion de una cantidad limitada
de figuras: punto, segmento y circunferencia. Por una parte, para la construccion
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del segmento y de la circunferencia es suficiente identificar los puntos que los
determinan; por otra parte, la construccion de la figura que posee caracteris-
ticas determinadas (éstas son las caracteristicas de cualquier problema sobre
construccion), también se reduce a la construccion de sus puntos determinantes
(puntos caracteristicos de la figura). Ademas, el medio de construccion de un
punto, como de la figura geométrica, es idéntico para todos los problemas: es
necesario encontrar el cruce de dos lineas (recta y recta, recta y circunferencia,
dos circunferencias). EI alumno tiene que comprender, qué puntos y cuantos
tenemos que determinar para la figura que se busca, para después, al dibujar
estos puntos, poder reconstruir por completo esta figura.

Nosotros consideramos que el momento importante durante la busqueda del me-
dio de solucion del problema sobre construccion, es la realizacion indispensable
del analisis del problema sin depender del grado de su complejidad. Ademas, la
forma de la realizacion del analisis puede ser diferente: razonamiento teorico en
forma del lenguaje oral o escrito 0 razonamiento acompanado por el dibujo. El
significado basico del analisis, es identificar y “descubrir” aquellos conocimientos
y habilidades que no siempre se proporcionan en su tipo claro en las condiciones
del problema, pero que son necesarios, para la elaboracion consciente del plan
de la construccion.

De acuerdo con nuestra opinion, el analisis tiene que realizarse junto con la
investigacion que incluye respuestas a las siguientes preguntas:

1) ¢Siempre es posible la construccion ante las condiciones dadas o no?
2) ¢La resolucion dada es Gnica o varias resoluciones son posibles?

3) ¢Qué problemas sobre construccion de los estudiados anteriormente puede
utilizarse como construcciones intermediales?

4) ¢A qué problema de los estudiados anteriormente puede reducirse este pro-
blema dado?

La inclusion de los puntos 3 y 4 ademas de los puntos 1y 2, los cuales, tradi-
cionalmente constituyen el contenido de esta etapa de resolucion de problemas
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sobre construcciones garantizara: la comprension de equivalencia de una serie
de problemas, el caracter secuencial de los conocimientos adquiridos, incremen-
to de la calidad de la asimilacion vy, lo que es mas importante, la resolucion
razonable de problemas. Asi, por ejemplo, es necesario dirigir la atencion de los
alumnos hacia la equivalencia de tales problemas como “dividir el angulo dado
por mitad” y “construir la bisectriz del angulo dado”; “dibujar la perpendicular
que cruce con la recta en el punto dado de la recta” y “construir la bisectriz
del angulo llano con el vértice en el punto dado”; “dividir el segmento por la
mitad” y “construir la perpendicular que se cruce con el segmento dado en la
mitad del segmento”, etc.

En la ensenanza actual, si se recomienda realizar la investigacion, entonces sola-
mente después de la construccion ya realizada y, ademas, esto no se recomienda
respecto a todos los problemas. Nosotros consideramos que la investigacion, asi
como el analisis, deben de ser los componentes iniciales e indispensables de la
actividad sobre la resolucion de problemas sobre construcciones.

Considerando todo lo anterior, se identifico el contenido del método general para la
resolucion de los problemas sobre construcciones con ayuda de regla y compas,
que incluye los siguientes componentes:

1. ldentificar las figuras geométricas dadas en las condiciones del problema y
las relaciones entre ellas.

2. ldentificar la figura geométrica que tenemos que construir (figura que
buscamos).

3. ldentificar en las condiciones del problema las caracteristicas que tiene que
poseer la figura.

4. Definir la figura que estamos buscando (denominar las caracteristicas nece-
sarias y suficientes del concepto correspondiente).

5. Identificar los puntos necesarios y suficientes para la construccion de la figura
que se busca (puntos determinantes).

6. Nombrar los conocimientos, mencionados en las condiciones del problema, con
cuya ayuda se pueden garantizar las caracteristicas de la figura que se busca.
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10.

1.

12.

13.

Establecer el caracter suficiente o no suficiente de las condiciones dadas para
la construccion de la figura que se busca.

Establecer, detras de qué tipo de conocimientos pueden ser “ocultados”
aquellos que son necesarios para la construccion de la figura que se busca.

Elegir conocimientos que seran utilizados para la construccion de la figura
que se busca y explicar la eleccion correcta y verdadera.

Establecer la posibilidad de la construccion de la figura que se busca segin
los datos de las condiciones del problema:

a) Siempre (0 no) sera posible la construccion ante condiciones dadas.

b) ElI medio elegido de la construccion es el (inico o son posibles varias
resoluciones.

¢) Qué problemas sobre construcciones de los aprendidos anteriormente
pueden ser utilizados como construcciones intermediales.

d) A qué problema sobre construccion de los aprendidos anteriormente
puede ser reducido el problema dado.

Elegir el medio para la construccion de cada uno de los puntos determinantes
de la figura que se busca: cruce de dos rectas, de recta y circunferencia o
de dos circunferencias.

Construir cada uno de los puntos determinantes de la figura que se busca y,
seglin éstos, construir la figura completa.

Demostrar que la figura construida satisface a las condiciones del problema.

El' medio propuesto incluye las acciones generales basicas. Evidentemente, durante
la solucion de problemas concretos, algunos de estos componentes pueden ser
omitidos. Asi, por ejemplo, la solucion de los primeros problemas sobre construc-
ciones, no requiere de la investigacion con el objetivo de encontrar la reduccion
posible a los problemas aprendidos anteriormente. No siempre es necesario el
analisis de las condiciones del problema, con el objetivo de encontrar conoci-
mientos y habilidades “ocultos”, porque, la informacion proporcionada en su tipo
claro, es suficiente para la elaboracion del plan para la solucion del problema y
para la realizacion de dicho plan.
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Mostraremos la realizacion del método general con ejemplos de problemas concre-
tos. Para comparacion presentaremos el material correspondiente de uno de los
manuales escolares de geometria (1). Como ejemplo consideraremos el primero
de los problemas sobre construccion, el cual se estudia por parte de alumnos de
la escuela media (secundaria): “Construir sobre la semi-recta el segmento igual
al segmento dado”. El contenido del medio de la ejecucion de esta construccion,
propuesto en el manual se representd anteriormente. Describiremos como el
maestro puede organizar el trabajo de los escolares sobre la resolucion del pro-
blema, utilizando el método general propuesto:

1. Identificar las figuras geométricas dadas en las condiciones del
problema y las relaciones entre ellas.

Maestro: ;Qué se nos da en las condiciones del problema?
Alumno: Dos figuras geomeétricas: semi-recta y segmento.

Maestro: ;En el problema se sefiala (o no) la longitud del segmento o la
posicion de la semi-recta y del segmento?

Alumno: No, no se sefnalan.

Maestro: ;Ustedes piensan que nosotros podemos retomar el segmento de
cualquiera longitud vy colocar el segmento y la semi-recta en el plano de
cualquiera manera?

Alumneo: Si, podemos.

Maestro: Anotaremos lo que se nos da en el problema. (EI maestro en el
pizarron y los alumnos en sus cuadernos dibujan y escriben).

Dado:

segmento AB | | 5

semi-recta 0C




2.
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Identificar la figura geométrica que se tiene que construir (la figura
que se busca).

Maestro: ;Qué tipo de figura tenemos que construir?

Alumno: Segmento.

(EI maestro senala que la figura que tenemos que construir se llama la figura
que se busca).

3.

Identificar las condiciones del problema, qué caracteristicas debe
tener la figura.

Maestro: ;Qué caracteristicas debe de tener el segmento que tenemos que
construir?

Alumno: Esie segmento debe de poseer dos caracteristicas: 1) ser igual al
segmento dado AB y 2) el segmento debe de iniciarse en el punto inicial O
de la semi-recta OC.

Maestro: Es correcto. Ahora podemos anotar qué tenemos que construir. (El
maestro en el pizarron y los alumnos en sus cuadernos escriben).

Construir: segmento 0D para que

1) OD=AB,

2) puntos O y A coincidieron,

3) punto D se encontraba sobre la semi-recta 0C.

Proporcionar la definicion de la figura que se busca (denominar las
caracteristicas necesarias y suficientes del concepto correspondiente).

Maestro: ;Qué caracteristicas esenciales debe de tener la figura geométrica
para poder llamarla segmento?

Alumneo: Esta figura debe de poseer dos caracteristicas esenciales: 1) ser
parte de la recta y 2) esta parte de la recta tiene que ser limitada en dos
lados, es decir, tener dos puntos-limites.

Maestro: Correcto.
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Identificar los puntos necesarios y suficientes para la construccion
de la figura que se busca (puntos determinantes).

Maestro: ;Cuanios y cuales puntos tenemos que construir para poder cons-
truir de acuerdo a éstos, el segmento requerido?

Alumneo: Para la construccion del segmento dado es suficiente construir dos
puntos, sus limites y, después, unirlos con la recta.

Maestro: ;Por qué es suficiente solo con estos puntos?

Alumno: Segmento es la parte de la linea recta. Para la construccion de la
recta, hay que construir dos puntos y dibujar la linea recta a través de estos
puntos debido a que a traves de dos puntos, pasa solo una linea recta. Enton-
ces, para el segmento es suficiente construir dos puntos pero estos puntos, no
deben ser cualesquiera sino, sus puntos-limites: inicial y final del segmento.

Nombrar los conocimientos, con cuya ayuda se puede garantizar las caracte-
risticas de la figura que se busca, requeridos en las condiciones del problema.

Establecer el caracter suficiente o no suficiente de las condiciones
dadas para la construccion de la figura que se busca (en el pro-
blema dado se recomienda unir estos dos componentes).

Maestro: ;En el problema dado, nosotros tenemos 0 no todos los datos ne-
cesarios para la construccion del segmento igual al segmento dado?

Alumno: Se nos da la parte de la recta, porque se nos da la semi-recta OC,
que constituye la parte de la recta y tiene un punto-limite 0. Asi, se puede
construir uno de los puntos del segmento que se busca, porque, de acuerdo
a la condicion, el segmento debe de iniciarse en el punto inicial de la semi-
recta. Ahora nos queda encontrar el medio para la construccion del segundo
punto-limite del segmento que se busca.

Establecer detras de qué conocimientos pueden “ocultarse” aquellos
que son necesarios para la construccion del segmento que se busca.

Maestro: ;Qué condicion del problema “ayuda” para encontrar el medio para
la construccion del segundo punto-limite?
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Alumneo: La condicion que dice que el segmento que se busca debe de ser
igual al segmento dado.

Elegir los conocimientos que seran utilizados para la construccion
de la figura que se busca y explicar dicha eleccion.

Maestro: ;Qué significa que un segmento es igual al otro?

Alumneo: Esto significa que estos segmentos tienen longitudes iguales, que
éstos coinciden en caso de sobreponerlos.

Maestro: ;Como podemos verificar que dos segmentos tienen longitudes
iguales?, gcon ayuda de qué instrumento podemos demostrar esto?

Alumno: Con ayuda del compas.
Maestro: ;Por qué no podemos utilizar la regla?

Alumno: Como usted ya nos explico, la regla se utiliza para la resolucion de
diferentes problemas. Por ejemplo, con ayuda de la regla se pueden dibujar
lineas rectas y quebradas, construir triangulos, cuadrilateros y otras figuras
geomeétricas que consisten de segmentos. Por otra parte, si la regla tiene medidas
de longitud, con su ayuda se pueden medir los segmentos. En los problemas
sobre construccion, nosotros utilizamos la regla sin divisiones de escala, es decir,
con ayuda de esta regla se pueden solo dibujar lineas rectas pero, no medir
nada. Por eso para la construccion de segmentos iguales se utiliza el compas.

Maestro: ;Por qué precisamente el compas?

Alumno: Porque con ayuda del compas nosotros podemos construir la cir-
cunferencia o una de sus partes, un arco.

Maestro: ;Qué caracteristica de la circunferencia ayuda para encontrar la
posicion del segundo punto limite del segmento que se busca?

Alumneo: Solo en esta figura, todos los puntos se encuentran en la misma
distancia del centro. Por eso, si nosotros dibujamos la circunferencia con
el centro en el punto O y con el radio AB sobre la semi-recta OC, entonces
obtenemos el segundo punto-limite.
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Maestro: ;Como consideran ustedes queé figura es mejor utilizar en el problema
dado, durante la construccion de segmentos iguales: circunferencia o el arco?

Alumno: Debido a que la semi-recta en este problema no tiene ninguna posi-
cion obligatoria, ésta puede tener posiciones diferentes: orientarse hacia arriba,
abajo, a la izquierda o a la derecha. Es por eso que, en este problema, para
identificar los segmentos iguales sin depender de la posicion de la semi-recta,
es necesario dibujar la circunferencia para considerar diferentes posiciones
posibles de la semi-recta. Si tuviéramos la posicion estrictamente determinada
de la semi-recta, seria suficiente dibujar la parte de esta circunferencia, el arco,
que se cruzaria con la semi-recta dada. Desde luego, en aquél caso nosotros
también podriamos dibujar la circunferencia pero, construimos el arco con el
objetivo de no hacer abundante el dibujo.

10.Establecer la posibilidad para la construccion de la figura que se

busca segun las condiciones del problema.

Maestro: ;Siempre (0 no) se puede dibujar un segmento igual al segmento
dado, partiendo de las condiciones del problema dado?

Alumno: La construccion siempre es posible.

11. Elegir el medio de la construccion de cada uno de los puntos de-

terminantes de la figura que se busca.

Maestro: Asi, jqué medio para la construccion de los puntos (el cruce de
la recta y recta, de la recta y semi-recta o de dos semi-rectas) de los cono-
cidos por ustedes, se elige para la construccion del segundo punto limite del
segmento que se busca?

Alumno: El segundo punto limite se encuentra a través del cruce de la semi-
recta OC (recta) con la circunferencia.

Maestro: Es correcto. Ejecuten y describan la tarea.
12. Construir cada uno de los puntos determinantes de la figura que se busca
y, de acuerdo a ellos, la figura en general.

Alumno: 1) Medimos la longitud del segmento dado AB con el compas. El
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compas determina los puntos-limites del segmento que se busca. 2) Colocamos
el compas sobre el punto O, debido a que en las condiciones del problema
se dice que, el segmento que se busca debe de construirse desde el inicio
de la semi-recta dada OC. 3) Construimos la circunferencia con el centro
en el punto O y con el radio igual a la longitud del segmento dado AB. 4) El
punto del cruce de la circunferencia con la semi-recta se determina como D.
El segmento OD es el que estabamos buscando.

13.Demostrar que la figura construida satisface a las condiciones
del problema

Maestro: ;Por qué precisamente el segmento OD es la figura geométrica la
cual tuvimos que construir?

Alumneo: Figura 0D sera el segmento que estabamos buscando porque a)
es la parte de la semi-recta con dos puntos limites O y D y b) la longitud del
segmento OD es igual a la longitud del segmento dado AB.

Maestro: Es correcto. Se concluyo la resolucion del problema.
Pondremos otro ejemplo de la solucion del problema sobre construccion con
el método general.

PROBLEMA: Construir la bisectriz del angulo dado
En el manual de geometria la solucion del problema dado se representa en el
tipo siguiente (1, pag. 44-45).

Figura 6
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“Dibujaremos la circunferencia con el radio indeterminado, con el centro en el
vértice A del angulo dado. Esta se cruza con los lados del angulo en los puntos
By C (Figura 6). Después, dibujaremos dos circunferencias con el mismo radio
BC, con el centro en los puntos By C (en el dibujo se representan solo partes
de estas circunferencias). Estas se cruzan en dos puntos. Aquel punto que se
encuentra dentro del angulo BAC se determinara con la letra E. Demostraremos
que la semi-recta AE es la bisectriz del angulo dado.

Consideraremos triangulos ACE y ABE. Estos son iguales segtin sus tres lados. En
realidad, AE es el lado comin; AC=AB como radios de la misma circunferencia;
CE=BE seglin la construccion. De la igualdad de triangulos ACE y ABE se deduce
que el angulo CAE es igual al angulo BAE, es decir, la semi-recta AE es la bisectriz
del angulo dado”.

Sin dirigir la atencion al analisis de la via propuesta de la ensenanza del proble-
ma considerado, mostraremos cual sera la secuencia de su resolucion, durante
la utilizacion del método general (senalaremos Gnicamente los nimeros de los
componentes del método y su realizacion).

1. Se da el angulo BAC
C

Figura 7
2. Hay que construir la bisectriz.
3. La bisectriz del angulo dado BAC.

4. La bisectriz es:
a) semi-recta dibujada desde el vértice del angulo, y
b) que lo divide en dos angulos iguales.
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5. La bisectriz como la figura geomeétrica tiene dos puntos determinantes: un
punto es el vértice del angulo, otro es cualquier punto dentro del angulo sobre
la semi-recta que salga de su vertice.

6. De la definicion de la bisectriz se deduce que, para la construccion de la
bisectriz es necesario construir dos angulos iguales que tengan el vértice coman
y el lado comun.

1) Dos angulos se llaman iguales si ellos coinciden en caso de sobreponerlos.

2) En los triangulos iguales contra sus lados iguales se encuentran los angulos
iguales.

3) Caracteristicas de la igualdad de triangulos:

a) Si dos lados y el angulo entre ellos de un triangulo son iguales a los
lados vy, al angulo correspondiente del otro triangulo, entonces estos
triangulos son iguales.

b) Si el lado y dos angulos suplementarios a este lado de un triangulo
son iguales al lado vy, a los angulos correspondientes del otro triangulo,
entonces, estos triangulos son iguales.

¢) Sitres lados de un triangulo son iguales a tres lados correspondientes
del otro triangulo, entonces, estos triangulos son iguales.

7. No es suficiente, debido a que la informacion necesaria para la ejecucion de
la construccion no se presenta en su tipo claro.

8; 9. Para la construccion utilizaremos los conocimientos 6.2 y 6.3 ¢) porque,
durante la comparacion de las condiciones de los problemas con las caracteristicas
de la figura que se tiene que construir, los conocimientos identificados ayudan
ha encontrar la via para la resolucion, a través de la construccion de triangulos
iguales segun tres lados con un lado comin y con un vértice coman.

Elegimos la tercera caracteristica de la igualdad de triangulos, porque su reali-
zacion presupone la construccion de los segmentos iguales correspondientes. El
medio de la construccion de los segmentos iguales se aprendio anteriormente.
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10. La construccion es posible de acuerdo a los datos de las condiciones del
problema. Durante la resolucion del problema dado pueden ser utilizados los
conocimientos sobre la construccion de los segmentos iguales.

11. Para la construccion de los puntos determinantes como de figuras geome-
tricas, se utilizan los medios del cruce de la recta con la circunferencia y de dos
circunferencias.

12. Para la construccion de dos angulos iguales con el vértice coman, y el lado
comuin, es necesario construir dos triangulos iguales con el lado com(n y con el
vertice comiin, en cuya estructura participen estos dos angulos. Debido a que los
tamarnios de los lados de estos triangulos no se dan, se pueden elegir de manera
involuntaria. Realizaremos la construccion de la manera siguiente:

C

Figura 8

1) Construiremos dos segmentos iguales AM y AE en los lados AC y AB del angulo
dado BAC partiéndose del vertice A. Para ello dibujamos la circunferencia con el
radio indeterminado, con el centro en el punto A (Figura 8).
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Figura 9

De esta manera, obtuvimos pares de lados iguales correspondientes de los trian-
gulos que estamos construyendo, y asi, determinamos la posicion de dos vértices
de cada triangulo: Ay M, Ay E.

2) Para la obtencion de un par mas de lados iguales correspondientes y para la
determinacion de la posicion del tercer vértice de triangulos, nosotros tenemos
que dibujar dos segmentos iguales de los puntos M y E.

Para ello, dibujamos dos circunferencias con centros en puntos M y E, con los




LA FORMACION DEL METODO GENERAL PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS CON CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS

radios indeterminados. El establecimiento de la posicion del tercer vértice de los
triangulos que se construyen, depende de las posiciones mutuas de las circun-
ferencias dibujadas que se determinan a través del radio elegido.

Si los radios son menores que la mitad del segmento ME, entonces, las circunferen-
cias no se cruzaran una con la otra y la construccion sera imposible, (Figura 9, a).

Si el radio es igual a la mitad del segmento ME, entonces, dos circunferencias
seran tangentes una para la otra (Figura 9, b). El punto de su cruce sera el tercer
vertice de los triangulos que se construyen.

Si el radio es mayor que la mitad del segmento ME, pero menor que AM=AEL,
entonces las circunferencias se cruzaran en dos puntos Ky H, que se encuentran
dentro del angulo CAB (Figura 9, ¢). Cualesquiera de éstos dos puntos pueden
ser elegidos como el vértice de los triangulos que se construyen. La solucion del
problema es posible.

Si el radio de las circunferencias es igual a AM=AE, entonces, las circunferencias
se cruzaran en dos puntos Ky H ademas, el punto K se encuentra dentro del
angulo CAB, mientras que el punto H coincide con el vértice A del angulo CAB
(Figura 9, d). El tercer vértice del triangulo sera el punto K. La solucion del pro-
blema es posible.

Y, finalmente, si el radio de las circunferencias es mayor que AM=AE, entonces,
las circunferencias se cruzaran en dos puntos K y H, ademas, el punto K se
encuentra dentro del angulo CAB mientras que, el punto H fuera de este angulo
(Figura 9, e). Retomamos el punto K como el tercer veértice de los triangulos que
se construyen, ya que, de acuerdo a la definicion, la bisectriz del angulo tiene
que encontrarse fuera del angulo dado. La solucion del problema es posible.

De esta forma, para la construccion del segundo par de los lados iguales corres-
pondientes de triangulos y, para la definicion de la posicion de su tercer vértice, es
posible la utilizacion de diferentes variantes. Elegimos la Gltima variante (Figura 9, e).

3) En correspondencia con la variante elegida construimos MK=EK (Figura 10).
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Figura 10

4) Dibujamos la semi-recta AK del vértice A través del punto K (Figura 11).

De esta forma, hemos construido dos triangulos iguales MAK y KAE con el vértice
comun Ay con el lado comin AK. Consecuentemente, el angulo MAK es igual al
angulo KAE como angulos que se encuentran contra los lados iguales. Entonces,
AK es la bisectriz del angulo CAB.

(o
K
B
M-
E
A
Figura 11

13. La figura construida AK sera la figura que estabamos buscando, es decir,
la bisectriz del angulo dado CAB debido a que: a) esto es la semi-recta AK que

277
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sale del véertice del angulo CAB y b) esta semi-recta divide el angulo CAB en dos
angulos iguales.

La asimilacion de la habilidad para construir la bisectriz del angulo dado descubre,
ante los alumnos, la posibilidad para solucion independiente de los siguientes
problemas sobre construccion: construir el angulo recto; dibujar la perpendicu-
lar para la recta a través del punto dado. En realidad, desde un punto de vista,
el medio de la construccion de la bisectriz del angulo no depende del tamano
de este angulo, éste es (til para cualquier tipo de angulos, entre ellos, para el
angulo llano. Desde otro punto de vista, la perpendicular para la recta se llama
semi-recta, dibujada del punto de la recta y que forma angulos rectos, es decir,
forma angulos que se igualan a la mitad del angulo llano.

En relacion con esto, durante la construccion de la bisectriz del angulo dado seria
atil proponerles a los escolares, el trabajo con angulos de diferentes tamanos.
Esto podria garantizar la generalizacion del método aprendido, el establecimiento
de relaciones entre diferentes problemas sobre construcciones que, segiin sus
formulaciones, no coinciden con el problema de partida, pero que tengan la
misma via de su resolucion.

De esta forma como muestran los ejemplos proporcionados anteriormente, la
utilizacion del método general para la solucion del problema sobre construccion,
permite ensenarles a los escolares realizar el analisis de las condiciones del pro-
blema, identificar los conocimientos necesarios para la construccion de la figura
que se busca, elegir el medio racional para la construccion de cada uno de los
puntos determinantes de la figura en general, demostrar que la via elegida de la
resolucion es la correcta.

Con ejemplos de varios problemas el maestro puede explicarles, a los alumnos,
el contenido del método general, el significado de cada uno de los componentes
y el procedimiento de la utilizacion del método. Después, se puede organizar la
asimilacion del contenido de este método en correspondencia con los principios
de la teoria de la actividad de la ensefianza (4, 14).

La asimilacion del método general de la resolucion de problemas sobre construc-
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cion, garantiza, por parte de los alumnos, la busqueda independiente, razonable
y consciente del medio para la construccion de figuras geometricas.
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